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Branch and Bound Algorithm for Single Machine Scheduling 
with Step-Improving Jobs
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계단형 향상 작업을 갖는 단일설비 스케줄링을 위한 
분기한정 알고리즘

이 호†

충남 학교 경상 학 경 학부

We examine a single machine scheduling problem with step-improving jobs in which job processing times decrease step-wisely 
over time according to their starting times. The objective is to minimize total completion time which is defined as the sum 
of completion times of jobs. The total completion time is frequently considered as an objective because it is highly related to 
the total time spent by jobs in the system as well as work-in-progress. Many applications of this problem can be observed in 
the real world such as data gathering networks, system upgrades or technological shock, and production lines operated with 
part-time workers in each shift. Our goal is to develop a scheduling algorithm that can provide an optimal solution. For this, 
we present an efficient branch and bound algorithm with an assignment-based node design and tight lower bounds that can prune 
branch and bound nodes at early stages and accordingly reduce the computation time. In numerical experiments well designed 
to consider various scenarios, it is shown that the proposed algorithm outperforms the existing method and can solve practical 
problems within reasonable computation time.

Keywords： Scheduling, Single Machine, Step-Improving Jobs, Branch and Bound Algorithm

1. 서  론1)

본 논문에서는 계단형 향상(step-improving) 작업을 갖
는 단일설비(single machine) 스 링 문제를 다룬다. 계
단형 향상 작업이란 요시 들(critical dates)을 기 으로 

작업 시간이 계단형으로 감소하는 특성을 갖는 작업들을 

일컫는다. 이러한 특성은 다양한 산업문제에서 찾아볼 수 
있다. 통신 네트워크에서 데이터를 송하는 경우 압축을 
하지 않고 송하면 송시간이 길지만 일정 시간이 소요
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되는 압축을 수행한 후 데이터를 송하면 송시간이 감

소하게 된다. 이 때 데이터 송을 담당하는 서버를 단일
설비로, 데이터 송시간을 작업시간으로, 압축이 완료되
는 시 을 요시 으로 볼 수 있다[1, 10]. 한, 압축률에 
따라 압축에 필요한 시간이 상이할 수 있으므로 복수의 

요시 들이 존재할 수 있다. 다른 로는 교 (shift)를 
사용하는 제조 산업을 생각해 볼 수 있다. 3교 로 생산이 

이루어지는 경우 학습효과, 추가인원 투입 등을 통해 교
가 진행될수록 작업시간이 감소하는 경우를 쉽게 찰할 

수 있다[6]. 이 외에도 주기 인 설비의 하드웨어  소

트웨어 업그 이드, 규모 정비(overhaul), 기술  진보 

등을 통해 특정 시 이 지난 후에 작업시간이 감소하는 



Branch and Bound Algorithm for Single Machine Scheduling with Step-Improving Jobs 49

경우 한 본 연구에서 다루는 문제의 표 인 라고 

할 수 있다[7, 8].
목 식으로는 총완료시간(total completion time) 최소화

를 고려한다. 총완료시간이란 모든 작업의 작업종료 시각
의 합을 의미하며, 이는 결국 작업물들이 시스템에 머무르
는 시간의 총합을 의미하므로 재공재고(work-in-progress, 
WIP)와도 련이 깊다. 이러한 이유로 총완료시간 최소화
는 생산 스 링 문제에서 자주 다루어지는 목 식  

하나이다[4, 6, 7, 8]. 따라서 본 논문에서는 단일설비에서 
총완료시간을 최소화하기 해 복수의 작업들을 어떠한 

순서로 어떠한 시 에 생산할지 결정하는 문제를 다루며, 
이를 해결하기 해 분기한정(branch and bound; B&B) 알
고리즘을 개발하여 최 해(optimal solution)를 도출하는 
것을 목표로 한다. 고정된 작업시간을 가정한 부분의 기
존 단일설비 스 링 연구들은 주어진 목 식 하에서 작

업의 순서만을 결정하는 문제를 다루었다. 하지만 계단형 
향상 작업과 같이 작업 개시 시각에 따라 작업시간이 변동

되는 경우에는 작업순서 뿐 아니라 각 작업의 시작 시각 

한 결정해야 한다. 이는 기존 단일설비 스 링 문제들

과의 큰 차이 이라고 할 수 있다. 일례로 아래 <Figure 
1>과 같이 작업시간이 각각 8과 10인 두 개의 작업이 요
시  10을 기 으로 요시  는 그 이후에 작업이 시작

될 경우 작업시간이 반으로 어드는 경우를 고려해보자. 
앞서 소개한 데이터 송 에 용해보면 Job 1과 Job 2
는 송해야하는 데이터를 의미하고, 요시  10은 데이
터를 압축했을 때 압축이 완료되는 시 을 의미한다. 즉, 
Job 2를 압축 없이 송한다면 10이라는 시간이 송에 
소요되지만, 압축 후 송할 경우 송시간이 반인 5가 
된다.

(a) (b)

<Figure 1> An Example of Step-improving Jobs 

<Figure 1>의 (a)의 경우 작업시간 변동을 고려하지 않
을 때 얻을 수 있는 일반 인 스 , 즉, 작업 간 유휴시
간 없이 작업시간이 작은 순서 로 공정을 진행하는 경우

를 의미한다. 이때 총완료시간은 26이 된다. <Figure 1>의 
(b)의 경우 작업의 계단형 향상특성을 고려하여 의도 인 

유휴시간을 갖고 두 번째 작업이 요시 에 시작하도록 

한 스 이며, 이 때 얻을 수 있는 총완료시간은 23으로 
(a)의 스 보다 더 작은 총완료시간을 얻을 수 있다. 즉, 
술한 바와 같이 본 연구에서 다루는 문제의 경우 작업순

서 뿐 아니라 작업의 시작시 까지 결정해야하는 복잡한 

문제라고 할 수 있다.  
본 연구에서 다루는 문제와 같이 작업시작 시각에 따라 

작업시간이 변경되는 특성을 갖는 문제를 시간종속

(time-dependent) 스 링 문제라고 하며, 지 까지 다수

의 연구가 수행되었다. 시간종속  스 링 범주에 속하

는 특성으로는 본 연구에서 다루는 계단형 향상 작업을 

포함하여 작업시작 시각에 따라 작업시간이 계단형으로 

증가하는 경우(step- deteriorating), 작업시간이 선형으로 
증가하거나 감소하는 경우 등 다양한 형태가 존재한다[2, 
9, 11]. 이에 한 최신 리뷰는 Gawiejnowicz[4]를 참고할 
수 있다. 본 연구의 핵심 인 스 링 요구사항이라고 할 

수 있는 계단형 향상 작업을 다룬 연구들을 살펴보면, 
Cheng et al.[3]은 하나의 요시 을 고려하 으며, 최
완료시간(makespan) 최소화를 한 알고리즘을 제시하
다. 본 연구에서는 복수의 요시 을 고려하며 총완료시

간 최소화를 목 식으로 한다는 에서 차이가 있다. Ji et 
al.[5] 한 Cheng et al.[3]과 유사하게 최 완료시간 최소

화를 한 효율 인 스 링 알고리즘을 제시하 다. 
Kim and Oron[7]은 하나의 요시 을 가정하여 총완료시

간 최소화를 한 스 링 문제를 다루었다. 해당 문제의 
계산복잡도가 매우 높음을, 즉, NP- hard임을 증명하 고 

최 해 도출을 한 혼합정수계획모형(mixed integer line-
ar programming; MILP)을 제시하고 이를 바탕으로 휴리스
틱 알고리즘 한 개발하 다. 고려한 목 식은 본 연구와 

동일하지만 단수의 요시 을 가정하 다는 에서 문제

의 난이도와 복잡도가 본 연구에서 다루는 문제보다 낮다

고 할 수 있다. Kim et al.[8]은 유사한 문제에 해 총가
완료시간(total weighted completion time) 최소화를 목 식

으로 고려하 다. 해당 문제를 해결하기 해 동 계획법

(dynamic programming) 기반의 알고리즘을 제시하 으며 

추가로 효율 인 휴리스틱 알고리즘 한 개발하 다. 본 
연구에서 다루는 목 식과 상이한 목 식을 고려하 으며 

단수의 요시 을 고려했다는 에서 차이가 있다. 최근 
Kim et al.[6]은 최 로 복수의 요시 들을 고려하 으

며 총완료시간 최소화를 한 스 링 문제를 다루었다. 
해당 연구에서 다루는 문제의 계산 복잡도가 NP-hard임을 
증명하 고, 최 해 도출을 한 혼합정수계획모형  휴

리스틱 알고리즘을 제시하 다. 본 연구에서 다루는 문제
와 동일한 가정 하에서 최 해 도출을 한 혼합정수계획

모형을 제시하 지만 문제의 계산복잡도가 높아 작은 크

기의 문제들만을 해결할 수 있다는 한계가 있다. 
술한 바와 같이 계단형 향상 작업을 다룬 연구들이 

존재하지만 본 연구에서 다루는 문제와 스 링 요구사항

이 다른 연구들이 부분이며, 동일한 문제를 다룬 Kim 
et al.[6]의 경우 최 해를 도출할 수 있는 문제의 크기에 

한계가 있다. 따라서 본 연구에서는 효율 인 분기한정 알
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고리즘을 새롭게 제시하여 최 해 도출을 한 계산시간을 

이고 해결할 수 있는 문제의 범 를 확장하고자 한다.
제2장에서는 본 연구에서 다루는 문제를 자세하게 설명

하고 문제 모델링  해결을 한 혼합정수계획모형을 소

개한다. 제3장에서는 본 연구의 핵심 결과라고 할 수 있는 
분기한정 알고리즘을 소개하며, 제4장에서는 계산실험을 
통해 개발된 분기한정 알고리즘의 성능을 검증한다. 마지
막으로 제5장에서는 결론을 제시하며 향후 연구 방향에 
해 논한다.  

2. 문제정의 및 혼합정수계획모형

본 연구에서는 개의 작업, 즉,   을 가정하

며 각각의 작업은 기본 작업시간 , ∈,를 갖는
다. Non-preemptive 작업을 가정하며 이는 단일설비가 특
정 작업을 한번 시작하면 완료 까지 간에 멈추고 다른 

작업을 수행할 수 없음을 의미한다. 각 작업의 실제 작업
시간은 개의 요시     과 작업시작 시 에 

의해 결정되며 계단형으로 감소한다. 이를 수식으로 표
하면 특정 작업 가   ≤    , ∈ ,를 
만족하는 시  에 시작될 경우 실제 작업시간은  × 가 

된다. 이 때 술한 바와 같이 본 연구에서는 계단형 향상 
작업을 가정하므로    ⋯ 을 만족하며, 과 

은 각각 0과 ∞을 의미한다. 한, 가 작업 의 기

본 작업 시간임을 반 하기 해   로 설정한다. 표
의 편의를 해 구간(period)이라는 용어를 사용하며, 구간 
는    을 의미한다.
특정 스  는 단일설비에서 이루어지는 작업의 순

서와 작업별 시작 시  정보를 포함한다. 일반 인 단일설

비 스 링 문제에서는 스 이 작업순서만을 나타내는 

경우가 부분이나, 본 연구에서 다루는 문제는 <Figure 
1>의 (b)의 와 같이 작업 간 의도 인 유휴시간을 통해 

더 좋은 해를 얻을 수 있는 경우가 있기에 작업 시작 시  

정보 한 포함해야 한다. 와 는 스    하
에서 작업 의 시작 시각과 종료 시각을 각각 나타내며, 
스 을 특정할 필요가 없는 경우에는 간단히 와 로 

표 한다. 본 논문에서는 목 식으로 총완료시간 최소화

를 고려하므로 
  



을 최소로 하는 최  스  를 도

출할 수 있는 분기한정 알고리즘의 개발을 목표로 한다. 
제안하는 분기한정 알고리즘은 다음 장에서 자세히 소

개할 정이며, 그 에 본 논문에서 다루는 문제에 한 
혼합정수계획모형을 소개한다. 1장에서 소개한 바와 같이 
본 연구에서 다루는 문제에 한 혼합정수계획모형은 

Kim et al.[6]에 의해 개발되었다. 본 논문을 제외하면 Kim 
et al.[6]의 혼합정수계획모형이 최 해를 도출할 수 있는 

유일한 방법이므로, 향후 4 장에서 본 연구를 통해 개발된 
분기한정 알고리즘과 Kim et al.[6]의 혼합정수계획모형의 
성능을 비교할 정이다. 비록 본 연구에서 새롭게 제시하
는 모형은 아니지만 술한 바와 같이 본 연구와 련이 

깊고 본 논문의 자체완결성을 높이기 해 Kim et al.[6]의 
혼합정수계획모형을 소개한다.
일반성을 잃지 않고, 작업들이  ≤  ≤⋯≤ 을 만족

하도록 정렬되어 있다고 가정하면, 아래의 혼합정수계획
모형과 Gurobi 는 Cplex와 같은 상용 소 트웨어를 통해 

최 해를 도출할 수 있다.  

결정변수(decision variable)
- : 작업 의 시작 시각
- : 작업 의 종료 시각
- : 작업 의 시작 시각이   에 속하면 1, 그

지 않으면 0의 값을 갖는 이진(binary) 변수

혼합정수계획모형(MILP)

Minimize 
  



 (1)

subject to




  , ∀∈ (2)

  ≥  , 
        ∀∈ , ∀∈ (3)
     , 
        ∀∈ , ∀∈ (4)
   ≥    ,
∀∈ ,       ∀∈,   (5)

   ≥  
   



   ,

      ∀∈ , ∀∈ (6)
 ≥  



, ∀∈ (7)

∈  ≥   ≥  (8)

식 (1)은 본 연구에서 다루는 목 식인 총완료시간 최소

화를 나타낸다. 식 (2)는 특정 작업이 하나의 구간에서만 
시작할 수 있다는 제약을 나타낸다. 식 (3)과 (4)는 가 

1인 경우 작업 의 시작 시각이 구간 에 속하도록 강제하
는 역할을 한다. 이 때 은 충분히 큰 양수를 의미한다. 
식 (5)는 특정 구간에 할당된 작업들이 구간 내에서 기본 
작업시간의 오름차순으로 공정이 이루어져야함을 나타낸



Branch and Bound Algorithm for Single Machine Scheduling with Step-Improving Jobs 51

다. 시간 변동이 없는 경우 작업시간의 오름차순으로 공정
을 진행하면 총완료시간 최소화를 달성할 수 있음이 알려

져 있기에 이러한 속성을 용한 것이다. 식 (6)은   인 

두 구간 와 에서 구간 에 할당된 작업은 구간 에 할당

된 작업들이 모두 종료된 후에 시작할 수 있다는 제약을 

나타낸다. 마지막으로 식 (7)은 작업 시작 시각과 종료 시
각을 연결해주는 역할을 한다. 혼합정수계획모형의 더욱 
자세한 설명은 Kim et al.[6]을 참고할 수 있다.    

3. 분기한정 알고리즘

본 장에서는 앞서 2장에서 소개한 문제의 최 스  

도출을 한 분기한정 알고리즘을 제시한다. 분기한정 알
고리즘은 부분 는 체 스 (partial schedule)을 나타
내는 노드(node)들을 탐색하며 최 해를 찾아가는 과정을 

의미한다. 분기한정 알고리즘에서 요한 개념으로는 노
드, 목 식 값의 상한(upper bound; UB), 각 노드에서의 목
식 값 하한(lower bound; LB) 등이 있다. 
말단 노드를 제외한 노드들은 일부의 작업들에 해서

만 스 이 결정된 부분 스 을 나타내도록 정의되어

야 한다. 각 노드에서 재까지 결정된 부분 스 을 바

탕으로 나머지 작업들을 어떤 방식으로 스 링 하더라

도 목 식의 값이 최소 LB 이상이 된다는 것을 보이면, 
LB는 해당 노드의 목 식 값 하한이 된다. 반면 스 링 

문제의 목 식 값 상한을 UB라고 하면, 기에 UB는 무한
의 값으로 둘 수도 있고 간단한 휴리스틱 알고리즘을 

통해 스 을 얻고 해당 스 의 목 식 값을 계산하여 

설정할 수도 있다. UB는 노드들을 탐색하며 완성된 스
을 얻을 때 마다 기존 값과 새로운 값을 비교하여 작은 

값으로 업데이트 된다. 즉, 최  스 의 목 식 값은 

어도 UB 이하라고 할 수 있다. 따라서 특정 노드에서 LB
의 값이 UB보다 크다면 해당 노드의 부분 스 은 최  

스 로 이어질 수 없기에, 해당 노드의 후속(혹은 자식) 
노드들은 더 이상 탐색하지 않는다. 이러한 과정을 가지치
기(pruning)라 한다. 이러한 방식으로 탐색 역(search 
space)을 여가며 효율 으로 최  스 을 탐색하게 된

다. 따라서 분기한정 알고리즘의 성능을 높이기 해 각 
노드들을 어떻게 정의할 것인지, 각 노드에서 LB를 어떻
게 도출할 것인지, 기 UB 값을 어떻게 설정할 것인지가 
요한 요소들이 된다.

3.1 노드 정의

술한 바와 같이 각 노드는(말단 노드 제외) 부분 스
을 나타내도록 정의되어야 하며, 노드의 정의에 따라 알

고리즘 성능이 달라질 수 있다. 본 논문에서는 작업시간이 
고정된 단일설비 스 링에서 최단작업시간우선(shortest 
processing time; SPT) 규칙을 통해 총완료시간을 최소화할 
수 있다는 과 특정 구간에 할당된 작업들의 경우 작업시

간이 고정되어 있다고 볼 수 있는 을 고려하여 각 노드

들이 특정 작업이 어떤 구간에 할당되어 있는지를 나타내

도록 정의하 다. 술한 바와 같이 구간에 작업들이 할당

되고 나면 구간 내에서 최단작업시간우선 규칙을 통해 작

업 순서를 결정할 수 있다. 이러한 속성을 통해 <Figure 
2>와 같이 간단한 형태로 노드를 정의할 수 있다.

<Figure 2> Node Design

앞서 혼합정수계획모형에서와 같이 일반성을 잃지 않고, 
작업들이  ≤  ≤⋯≤ 을 만족하도록 정렬되어 있다고 

가정하자. <Figure 2>의 각 노드들은 2개의 숫자로 표시되
며, 앞의 숫자는 작업을 뒤의 숫자는 해당 작업이 할당된 
구간을 의미한다. 한 추후에 역추 (backtracking)을 통해 
체 스 을 얻을 수 있도록 각 노드들은 부모 노드의 

정보를 장한다. 를 들어 노드 (1,1)은 첫 번째 작업이 
첫 번째 구간에 할당된 부분 스 을 의미한다. 다른 로 
회색으로 표시된 노드 (2,1)의 경우 부모노드가 (1, )이
므로 첫 번째 작업이   구간에 그리고 두 번째 작업이 
첫 번째 구간에 할당된 부분 스 을 의미한다. 이와 유사
하게 말단 노드 (), ∈ , 까지 탐색이 이루어
진 경우 부모 노드들을 추 하여 체 스 을 얻을 수 

있게 된다.

3.2 초기 목적식 값 상한(UB)

기 목 식 값의 상한이 최 해의 목 식 값과 가까울

수록 노드 탐색  가지치기의 가능성이 높아지며 따라서 

탐색 역을 이고 빠른 시간 내에 최 해를 도출할 수 

있다. 본 논문에서는 Kim et al.[6]에 의해 제안된 휴리스틱 
알고리즘을 통하여 목 식의 값을 구하고 이를 기 목

식 값 상한으로 사용한다. 해당 알고리즘은 최단작업시간
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우선 규칙을 기본 아이디어로 사용하며, 요시  근처의 

작업들에 해 <Figure 1>의 와 같이 의도 인 유휴시간

을 가진 후 요시 에 작업을 시작하는 경우와 유휴시간 

없이 요시  에 작업을 시작하는 경우를 비교하여 작

업 종료시각이 더 작은 안을 선택하는 형태로 스 을 

도출한다.

3.3 노드의 목적식 값 하한(LB)

말단 노드를 제외한 노드들은 부분 스 을 의미하며 

해당 부분 스 을 바탕으로 얻을 수 있는 스 의 목

식 값 하한 LB를 구하고, 목 식 값의 상한 UB와 비교하
여 가지치기를 할지 계속 탐색할지를 결정하게 된다. 이 
때 LB가 느슨하면 효율 으로 가지치기를 할 수 없고 이

는 알고리즘의 성능 하로 이어지므로 타이트한 LB를 개
발하는 것이 매우 요하다고 할 수 있다. 본 연구에서는 
preemption과 구간 분리 아이디어를 통해 <Figure 3>과 같
은 LB를 제안한다. 이해를 돕기 해 한 개의 요시 과 

1부터 5의 다섯 개의 작업이 있는 간단한 제를 고려하
자. 한 재 노드는 (2,2)이며 부모 노드는 (1,1), 즉 부분 
스 이 작업 1은 첫 번째 구간에 작업 2는 두 번째 구간
에 할당된 경우를 가정하자.

 

<Figure 3> Lower Bound 

<Figure 3>과 같이 아직 할당되지 않은 작업들을 순서
로 앞 구간에 할당한다. 즉, 이는 최단작업시간우선 규
칙을 활용한다고 볼 수 있다. 작업 4와 같이 할당 후 구간
을 넘어가는 경우 더 이상 해당 구간에 작업을 할당하지 

않는다. 한 실제 문제에서는 preemption이 허용되지 않
지만 LB 계산 시에는 하한을 보장하기 해 이를 허용한
다. 즉, 작업 4의 경우 구간 1 내에서 작업이 이루어지는 
경우에는 기본 작업시간에 을 곱하며, 넘어서는 작업에 
해서는 를 곱하여 작업시간을 산정하고 이를 통해 작

업 종료시각을 계산한다. 따라서 <Figure 1>의 와 같이 
작업 간의 의도 인 유휴시간은 불필요하다.  다른 특징

은 하한을 보장하기 해 구간을 분리한다는 이다. 
<Figure 3>의 작업 4와 같이 구간을 넘어서 작업이 종료되

는 경우 실제 문제에서는 해당 작업이 끝난 후 다음 작업

이 시작하지만 LB 계산 시에는 이를 무시한다. 즉 앞선 
구간의 작업 종료와 계없이 요시 에 바로 첫 번째 

작업이 시작됨을 가정한다. Preemptive 작업을 가정하면 
최단작업시간우선 규칙으로 스 링 함으로써 총완료시

간을 최소화할 수 있고 구간을 분리하여 특정 구간의 작업 

시작 시각이 이  구간에 향을 받지 않도록 하 기 때문

에 이러한 방식으로 계산된 총완료시간이 목 식 값의 하

한이 됨은 자명하다. 
노드 (,)에 한 목 식 값 하한 계산은 다음의 의사

코드(pseudo-code) 형태로 표 할 수 있다.

Step 1: 구간별 작업 종료 시 을 나타내는  , 
   ,을 정의하고 기 값으로 

   ,    ,로 설정한다. 각 
작업의 종료시각을 나타내는 ,   ,
를 정의한다.

Step 2: 노드 (,)  그 부모 노드를 포함하는 조상

(ancestors) 노드를 추 하여 재까지의 할당을 

악하고 순서 로 각 구간에 할당한다. 할당
된 결과에 따라 와 를 업데이트 한다. 이때 
preemption을 가정하며 구간을 넘어서는 작업
에 해서는 다음 구간의 값을 용하여    

를 업데이트한다.
Step 3: 작업을 나타내는 인덱스 와 구간을 나타내는 

인덱스 를 정의하고, 기값으로   , 
  을 할당한다. 

Step 4: 만약   이면 Step 6으로 간다. 그 지 않으면 

Step 5를 진행한다.
Step 5: 만약  ≥ 이면 를 1만큼 증가시키고 Step 

5를 다시 수행한다. 그 지 않으면 작업 를 구

간 에 할당하고 와 를 업데이트 한다. 이
때 preemption을 가정하며 작업 가 구간 를 
넘어서 종료될 경우 넘어서는 작업에 해서는 

 값을 용한다. 를 1만큼 증가시킨 후 
Step 4로 간다. 

Step 6: 


이 노드 (,)의 목 식 값 하한이 된다.

추가로 2장에서 소개한 혼합정수계획모형에서 부분 스
에서 결정된 할당에 해 이진변수 의 값을 고정시

키고, 아직 할당되지 않은 작업에 해서는 가 0에서 1
사이의 실수값을 가질 수 있도록 relaxation하여 하한을 도
출하는 방법도 개발하 다. 하지만 비실험을 통해 앞서 
소개한 하한에 비해 성능이 떨어짐을 확인하 기에 분기

한정 알고리즘에 포함시키지 않았다.
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3.4 알고리즘

본 연구에서 제안하는 최종 분기한정 알고리즘은 다음

과 같다.

Step 1: 탐색할 노드들을 보 할 우선순 큐(priority 
queue) 를 정의하자.  내에서 노드들은 노
드의 목 식 값 하한(LB)의 오름차순으로 정렬
된다. 기 UB는 Kim et al.[6]의 휴리스틱 알
고리즘을 통해 얻은 스 의 총완료시간으로 

설정한다. 한 노드 정보를 장하기 한  

를 정의하자.
Step 2: 에 노드     을 넣는다.
Step 3: 가 비었으면 Step 7로 간다. 그 지 않으면 

의 맨 앞 노드를 꺼내고 이를 (,)라 하자. (,)
를 역추  하여 부분 스 을 도출한다. 해당 
부분 스 이 feasible한지 확인한다. 즉, 해당 
스 로 할당할 경우 하나 이상의 작업이 할

당된 구간에서 시작할 수 없다면 infeasible로 본
다. 해당 부분 스 이 feasible일 경우 Step 4로 
간다. 그 지 않으면, Step 3을 다시 수행한다.

Step 4: 만약   이면, Step 5로 간다. 그 지 않으면 

Step 6로 간다. 
Step 5: 노드 (,)로부터 역추 을 통해 체 스 을 

도출하여 총완료시간을 구하고 이를 라 하

자. 만약 가 UB보다 작으면, UB와  를 

각각 와 (,)로 업데이트한다. Step 3으로 
간다.

Step 6: 해당 노드 (,)의 목 식 값 하한 LB를 계산한
다. 만약 LB가 UB보다 크면 Step 3으로 간다. 
그 지 않으면 해당 노드의 자식 노드들 즉, 
(,), (,),... , (, )을 생성하여 
에 넣고 Step 3으로 이동한다.

Step 7: 알고리즘을 종료한다. 이때 최  스 은  를 

역추  함으로써 얻을 수 있고 해당 스 의 

총완료시간이 최  목 식의 값이 된다.

4. 계산실험

4.1 실험환경 및 디자인

본 연구에서 다루는 문제에 있어 문제의 난이도와 특성

을 결정하는 요 인자는 다음의 다섯 가지로 정리할 수 

있다. 첫 번째는 작업 시간 , ∈, 이며 본 실험
에서는 1에서 50 사이의 정수를 무작 로 생성하 다. 두 

번째 인자는 작업수 이며, 세 번째 인자는 요시 의 수 

이다. 이때 과 이 커질수록 문제의 복잡도는 증가하
게 되며, 특히 이 증가함에 따라 문제의 복잡도는 기하
수 으로 증가하게 된다. 네 번째 인자는 구간 별 작업
시간 감소를 결정하는  , ∈ , 이다. 이에 
한 다양한 시나리오를 고려하기 해 새로운 라미터 

    를 사용하 으며, 구체 으로 주어진 에 해 

   내에서  개의 난수를 생성하고 내림차순으로 

정렬한 후 각각을  값으로 사용하 다(단, 
  ). 마지막으로 체 작업시간 비 구간의 길이 한 
요한 인자라고 볼 수 있다. 극단 으로 각 구간의 길이

가 매우 클 경우 한 구간 내에서 모든 작업을 수행할 수 

있고 이는 계단형 향상 작업을 고려하지 않은 기존의 단일

설비 스 링 문제와 차이가 없다. 반면 각 구간의 길이
가 무 작을 경우 구간 내에서 오직 소수의 작업들만 수

행할 수 있게 되며 문제의 복잡도가 높아질 가능성이 있

다. 이러한 특성을 고려하기 해 새로운 라미터 를 사
용하 으며, 주어진      하에서 각 요시   , 

∈,를 
 

  



로 설정하 다.

본 연구에서 개발된 분기한정 알고리즘은 Java 로그

래  언어를 통해 구 하 으며, 성능 비교를 해 소개한 
혼합정수계획모형(2장 참고)을 풀기 해 상용 소 트웨어

인 Gurobi(version 11.0.1)를 사용하 다. 모든 실험은 
PC(CPU: Intel Core i7-11800H, RAM: 32GB)에서 이루어
졌다.  

4.2 실험결과

앞서 언 한 바와 같이 기존 연구 결과  본 연구에서 

다루는 문제에 해 최 해를 제공하는 유일한 방법은 2장
에서 소개한 Kim et al.[6]의 혼합정수계획모형이다. 따라서 
본 연구에서 개발된 분기한정 알고리즘의 성능 실험을 해 

Kim et al.[6]의 혼합정수계획모형과의 비교실험을 수행하
다. Kim et al.[6]에 의해 증명되었듯이 본 연구에서 다루
는 문제의 복잡도는 NP-hard(in the strong sense)이므로 큰 
사이즈의 문제에 해서는 ≠인한 어떠한 방법으로도 

최 해를 빠른 시간 내에 도출하는 것이 실 으로 불가능

하다. 따라서 본 실험에서는 당한 크기의 문제를 가정하
고 본 연구에서 제안한 방법과 기존 방법과의 계산시간 

차이를 비교함으로써 제안된 방법의 성능을 검증하는 것을 

목표로 한다. 구체 으로 ∈, ∈인 경우를 

고려하 으며 앞서 소개한 와 의 경우 다양한 시나리오

를 고려할 수 있도록 ∈, ∈을 

가정하 다. 한 ,  ,  , 의 각 조합에 해서 10개의 
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B&B MILP Ratio B&B MILP Ratio

10

0.3
0.3 0.01 (0) 0.29 (0)

116.8

0.03 (0) 0.82 (0)

55.9

0.6 0.00 (0) 0.21 (0) 0.01 (0) 0.94 (0)
0.9 0.00 (0) 0.14 (0) 0.00 (0) 0.32 (0)

0.5
0.3 0.00 (0) 0.25 (0) 0.02 (0) 0.80 (0)
0.6 0.00 (0) 0.29 (0) 0.01 (0) 0.95 (0)
0.9 0.00 (0) 0.16 (0) 0.00 (0) 0.38 (0)

0.7
0.3 0.00 (0) 0.29 (0) 0.03 (0) 0.62 (0)
0.6 0.00 (0) 0.26 (0) 0.02 (0) 1.17 (0)
0.9 0.00 (0) 0.16 (0) 0.00 (0) 0.43 (0)

20

0.3
0.3 2.84 (0) 1242.82 (0)

874.0

168.37 (0) 7443.93 (4)

50.4

0.6 0.31 (0) 1567.79 (0) 61.45 (0) 10094.48 (8)
0.9 0.00 (0) 67.98 (0) 0.26 (0) 1639.03 (1)

0.5
0.3 3.53 (0) 1181.31 (0) 261.42 (0) 7232.52 (3)
0.6 0.47 (0) 1688.99 (0) 36.05 (0) 7871.85 (6)
0.9 0.01 (0) 51.05 (0) 0.69 (0) 2328.81 (0)

0.7
0.3 3.05 (0) 440.73 (0) 374.32 (0) 6560.99 (4)
0.6 1.34 (0) 3813.86 (0) 269.88 (0) 9029.81 (7)
0.9 0.01 (0) 50.24 (0) 5.88 (0) 7215.79 (5)

<Table 1> Experimental Results: Comparison with MILP

인스턴스를 무작 로 생성하여 반복실험을 진행하 다. 실
험이 무한정 길어지는 것을 방지하기 해 분기한정 알고리

즘과 혼합정수계획모형 모두 계산시간에 3시간이라는 제한
을 두었다.

<Table 1>은 실험결과를 보여 다. <Table 1>의 4열과 
5열은 각각   인 경우에 해 본 논문에서 제안된 분

기한정 알고리즘과 Kim et al.[6]에서 제시된 혼합정수계
획모형의 계산시간을 단 로 보여 다. 앞서 언 한 바

와 같이 각 조합에 해 10개의 인스턴스를 무작 로 생성

하 고 그 평균치를 기입하 다. 해당 열들에서 호안에 
표시된 숫자는 총 10개의 인스턴스  3시간이라는 계산
시간 제한 내에 최 해를 얻지 못한 경우의 수를 나타낸

다. 6열은 4열과 5열에서 제시된 계산시간의 비율을 나타
낸다. 를 들어 116.8은   ,   인 경우 혼합정수계

획모형의 평균 계산시간이 분기한정 알고리즘의 평균 계

산시간의 116.8배임을 나타낸다. 7, 8, 9열은   인 경우

를 나타내며 그 의미는 각각 4, 5, 6열과 동일하다.
실험결과를 보면 모든 경우에 해 본 논문에서 제안된 

분기한정 알고리즘이 기존 방법에 비해 우수한 성능을 보

임을 알 수 있다. 특히   ,    인 경우 기존 방법이 
제안된 방법보다 최 해를 얻기까지 874배나 큰 계산시간
이 필요함을 알 수 있다. 한   ,   인 경우 제안

된 분기한정 알고리즘의 경우 모든 경우에 해 합리 인 

시간 내에 최 해를 도출한 반면 혼합정수계획모형의 경

우 3시간이라는 계산시간 제한 내에 최 해를 도출하지 

못한 경우가 빈번히 발생하 다. 이러한 이유로 비록 
<Table 1>에서 비율이 50.4로 계산되었지만 혼합정수계획
모형의 경우 많은 경우에 계산시간 제한에 의해 단되었

기 때문에 실제 비율은 50.4보다 더 클 것이라고 상할 
수 있다. 이상의 결과를 통해 제안된 분기한정 알고리즘이 
기존의 혼합정수계획모형에 비해 매우 우수한 성능을 보

임을 확인할 수 있다. 
과 이 커짐에 따라 문제의 복잡도가 높아지고 따라

서 계산시간이 증가하는 것은 자명하며 <Table 1>에서도 
쉽게 확인할 수 있다. 술한 바와 같이 본 연구에서 제시

한 분기한정 알고리즘이 혼합정수계획법에 비해 우수한 

성능을 보이지만, 본 연구에서 다루는 문제의 복잡도가 
NP-hard(in the strong sense)이므로 과 이 커짐에 따라 
실 인 계산시간 내에 해결할 수 있는 문제의 크기에 

제한이 있다. 이러한 특성과 한계를 명확히 확인하기 
해, <Table 2>와 같이 추가실험을 수행하 으며, 이 때 
와 값은 각각 0.5와 0.6으로 설정하 다. <Table 2>는 
각각의 과   조합에 해 10개의 인스턴스를 무작 로 

생성 후 분기한정 알고리즘을 용(계산시간 제한: 3시
간)하여 최 해를 얻기까지 소요된 계산시간을 단 로 

나타낸다. 이 때 앞선 실험과 유사하게 3시간 내에 최
해를 구하지 못한 경우 계산시간을 3시간(=10,800 )으
로 기록하 으며, 호안의 숫자는 10개의 인스턴스  
계산시간 제한 내에 최 해를 얻지 못한 인스턴스의 수

를 나타낸다.
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(a) (b)

(c) (d)

<Figure 5> Box plots of branch and bound algorithm computation times over  and   

            

10 0.00(0) 0.01(0) 0.08(0) 0.54(0)
20 0.47(0) 36.05(0) 3764.70(2) 10800(10)
30 519.85(0) 9257.14(8) 10800(10) -
40 6738.96(5) 10800(10) - -
50 9044.25(8) - - -

<Table 2> Experimental Results: Larger  and 

앞서 <Table 1>에서 실험이 이루어진 조합의 경우 해당 
결과를 그 로 기록했으며, 더 작은 크기의 문제에 해 
10개 인스턴스 모두 계산시간 제한 내에 최 해가 도출되지 

않은 경우 크기가 더 큰 문제에 한 실험은 진행하지 않았다.  
분기한정 알고리즘에서 핵심 인 역할을 하는 LB와 UB

에 한 추가 실험 한 진행하 다. 본 연구에서 제안한 
LB의 성능을 평가하기 해 비교군으로 LB를 아  사용

하지 않는 경우와 앞서 2장에서 소개한 혼합정수계획모형
의 정수형(integer) 결정변수 를 실수형 변수로 relaxa-
tion하여 선형계획법(linear programming, LP)으로부터 얻
어지는 목 식 값을 LB로 사용하는 두 경우를 고려하
다. 두 안 모두  ≥ ,  ≥ 인 경우에 해 3시간의 
계산시간 내에 최 해를 도출하지 못하 다. 이는 본 논문
에서 제안된 LB를 사용하면   ,   인 경우에도 평

균 2분 정도의 계산시간으로 최 해를 얻을 수 있다는 

과 매우 비되는 결과이며, 이를 통해 본 논문에서 제안
된 LB의 우수성을 확인할 수 있다. LB를 아  사용하지 

않는 경우 계산시간이 매우 길어짐은 자명하며, LP-relaxa-
tion 기반 LB를 사용한 경우 한 혼합정수계획법보다도 
더 좋지 않은 성능을 보 는데, 이는 Gurobi와 같은 상용 
소 트웨어들이 혼합정수계획모형을 풀기 해 기본 으

로 LP-relaxation 기반 LB를 사용하며 이에 추가로 효율
인 컷(cut)들을 사용하기 때문으로 해석할 수 있다. 결론
으로 제안된 LB는 본 연구에서 다루는 문제에 특화된 효
율 인 방법이라고 평가할 수 있다. 
앞서 소개한 바와 같이 기 UB를 해 Kim et al.[6]에

서 제안된 휴리스틱 알고리즘을 활용하 다. 기 UB의 
성능에 따라 체 인 분기한정 알고리즘의 계산시간이 

향을 받을 수 있으므로 그 효과를 평가하기 한 추가 

실험을 진행하 다. 비교군으로 쉽게 용 가능한 최단작
업시간우선 규칙 기반의 기 UB를 고려하 다. <Figure 
4>의 계산시간에 한 상자수염그림(box plot)을 통해 확
인할 수 있는 바와 같이 최단작업시간우선 규칙 기반의 

기 UB를 사용하는 경우 분기한정 알고리즘의 계산시간
이 소폭 증가하지만 에 띄는 차이는 확인하기 어렵다

(∈,   ,   ,   ). 결론 으로 Kim et 
al.[6]에서 제안된 휴리스틱알고리즘을 활용하여 기 UB
를 결정하면 계산시간 감소에 정 인 부분이 있지만, 쉽
게 활용 가능한 다른 안을 용해도 본 연구에서 제안한 

분기한정 알고리즘을 통해 충분히 효율 으로 최 해를 

도출할 수 있음을 확인할 수 있다.

<Figure 4> UB from [6] vs UB based on SPT  
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마지막으로 라미터 와 에 따라 문제의 특성이 어떻

게 변화하는지를 살펴본다. <Table 1>에서 략 인 경향을 

확인할 수 있으나, 더욱 명확한 경향성을 측하기 해 
  , ∈인 경우 분기한정 알고리즘의 계산시간을 

와 에 따라 상자수염그림으로 나타내면 <Figure 5>와 
같다.    인 경우 계산시간 자체가 매우 작아 제외하
음을 밝힌다. <Figure 5>를 통하여 와 에 따른 계산시간 
변화를 명확히 찰할 수 있다. 가 커짐에 따라 즉, 구간별 
작업시간 감소의 산포가 작을수록 문제의 복잡도가 높아지

며 따라서 계산시간이 증가함을 확인할 수 있다. 의 경우 

값이 작을수록, 즉, 구간의 길이가 짧아 한 구간에서 오직 
소수의 작업만이 이루어질 때 문제의 복잡도가 높아지며 

결과 으로 계산시간이 증가함을 확인할 수 있다.

5. 결론

본 연구에서는 복수의 요시 이 존재하며 요시 들

을 기 으로 작업시간이 계단형으로 감소하는 계단형 향상 

작업의 스 링 문제를 다루었다. 해당 문제의 최 해를 

얻기 해 분기한정 알고리즘을 개발하 으며, 실험을 통해 
기존 방법 비 제안된 방법이 우수한 성능을 보임을 확인하

다. 기존 방법 비 계산 효율성을 크게 증가시켰지만, 
본 연구에서 다루는 문제의 복잡도가 NP-hard이므로 문제의 
크기가 커지면 여 히 합리 인 시간 내에 최 해를 도출할 

수 없다는 한계가 존재한다. 따라서 향후 연구는 크게 두 
가지 방향으로 진행될 수 있다고 단된다. 첫째는 최 해 

도출을 해 추가 으로 계산 효율성을 향상시키는 방향이

다. 부분 스 들을 비교하여 특정 스 이 다른 스  

보다 항상 좋은 목 식 값을 도출함을 단할 수 있는 domi-
nance property의 개발, 본 연구에서 제시된 노드의 목 식 

값 하한 보다 더욱 타이트한 하한의 개발 등을 생각해 볼 

수 있다. 다른 방향으로는 최 해에 근사한 우수한 해를 

빠른 시간 안에 찾을 수 있는 휴리스틱 방법의 개발을 생각해 

볼 수 있다. 특히 본 연구에서 제안된 분기한정 알고리즘을 
바탕으로 beam search 알고리즘 등을 용한 휴리스틱 방법
의 개발은 흥미로운 연구주제가 될 수 있다고 단된다.
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