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이진트리의 최소선형배열 알고리즘

Algorithm for Minimum Linear Arrangement(MinLA) of 
Binary Tree

이상운*

Sang-Un Lee*

요  약  이진트리의 최소 선형 배열(MinLA) 문제의 해는 선형 복잡도 의 근사 알고리즘으로 구하고 있으며,   

에 대해 다양한 근사 알고리즘 수행 결과가 제시되어 있고, 단지 2개 알고리즘만이 최적 해 3,696을 얻었다. 본 논문은
이진트리의 정확한 해를  복잡도로 구하는 알고리즘을 제안하였다. 제안된 알고리즘은 먼저,    개 노드들에
중위 탐색(in-order search) 방법으로 번호를 부여하고,  ≤ ≤  와  ≤ ≤   레벨에 존재하는 
노드들에 대해 단 노드 자식들까지의 범위를 대상으로 번호를 재배열하는 방법을 적용하였다. 제안된 알고리즘을 
  에 적용한 결과 Chung[14]의 min

     min
  min

   이론을 증명하였으며, min
 에 대해서는 

Chung[14]의 60보다 좋은 58을 얻었다. 또한, 기존의 근사 알고리즘들은 배열 결과를 제시하지 않고 있는데 비해 제안
된 알고리즘은 정확한 배열 방법도 제시하는 장점을 갖고 있다. 따라서 제안된 알고리즘은  인 이진트리에 대해서
도 항상 빠르게 최적의 해를 얻을 수 있기 때문에 기존의 근사 알고리즘을 적용하지 않아도 된다.

Abstract  In the deficiency of an exact solution yielding algorithm, approximate algorithms remain as a
solely viable option to the Minimum Linear Arrangement(MinLA) problem of Binary tree. Despite 
repeated attempts by a number of algorithm on   , only two of them have been successful in yielding
the optimal solution of 3,696. This paper therefore proposes an algorithm of  complexity that 
delivers the exact solution to the binary tree. The proposed algorithm firstly employs an In-order search
method by which     number of nodes are assigned with a distinct number. Then it reassigns the 
number of all nodes that occur on level  ≤ ≤   and  ≤ ≤  , including that of child
of leaf node. When applied to   , the proposed algorithm has proven Chung[14]’s 
min

     min
  min

   conjecture and obtained a superior result. Moreover, on the contrary to 
existing algorithms, the proposed algorithm illustrates a detailed assignment method. Capable of 
expeditiously obtaining the optimal solution for the binary tree of  , the proposed algorithm could 
replace the existing approximate algorithms. 
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Ⅰ. 서  론

주어지 그래프   에 대해 특정 목표 비용
(objective cost)을 최소화하도록 정점들을 선형 배치
(linear layout) 하는 문제를 그래프 배치 문제(graph 
layout problems)라 한다. 여기서 목표 비용은 대역폭
(bandwidth), 최소선형배열 (minimum linear 
arrangement, MinLA), 절단 폭(cutwidth), 정점 분리
(vertex separation), 절단 합 프로필(sumcut profile),  
간선 양분(edge bisection), 정점 양분(vertex bisection)등 
다양하다. 이들 문제는 망 최적화, VLSI 회로 설계, 정보 
검색, 수치해석, 계산 생물학, 그래프 이론, 일정, 고고학 
들 다양한 분야에 응용되고 있다.[1-3] 배치 (layout)는 
선형 배열(linear arrangement), 분류(labeling) 또는 
번호부여(numbering)라고도 부른다.

최소 선형 배열(MinLA)은 무 방향 그래프
(undirected graph)     의 각 정점들을 
  →⋯ 함수로 선형으로 번호를 부여 하였을 
때 부속된 간선들의 길이 가중치(edge weight)의 합을 
최소로 하는 min  ∈ 를 찾는 문
제이다. MinLA를 최적 선형 순서(optimal linear 
ordering, OLO), 간선 합 문제(edge sum problem, 
ESP) 또는 최소-1-합(minimum-1-sum, M1S)이라고
도 한다. MinLA 문제는 VLSI 배치 설계에서 총 배선 길
이를 최소화하는 문제에 적용된다.

MinLA 문제는 일반적으로 NP-난제(NP-hard)로 알
려져 있다. 그러나 특정 그물망 그래프인 Rectangular 
mesh와 Square mesh, Tree에 대해서는 의 다항
시간 근사 알고리즘이 제안되어 있다.[1,2]

본 논문은    의 이진트리에 대해 근사 해가 아
닌 정확한 해를            로 구하
는 알고리즘을 제안한다. 2장에서는 트리에 대해 MinLA
를 구한 연구 결과를 고찰한다. 3장에서는 최적의 
MinLA를 으로 구하는 알고리즘을 제안한다. 4장에
서는   과   의 이진트리를 대상으로 제안된 알고
리즘을 적용하여 성능을 검증한다.

Ⅱ. 관련 연구와 연구 배경

      인 정 이진트리 Full(= 
Proper 또는 Perfect binary tree)에 대한 MinLA인 
min

 을 구한 결과는 표 1과 같다.[1,3-12]

방법 min


트리
탐색 알고리즘

BFS = Level-order 124,423

DFS = Pre-order 4,544 (5,119)
Naive = In-order 4,850 (4,608)

근사 알고리즘

Hill2 38,559
spec 29,579

Simulated Annealing (SA)  4,096
Random  5,037

Heuristic Improvement
(30회 반복)  3,714

KH  3,950

Poranen  3,899
Safro's Multilevel weighted edge 
contraction  3,696

Poranen's SA  3,714
Poranen's GH  3,807

Petit's SS+SA  4,069
Petit's DT+SA  3,762

AMG 3,696
MAMP  3,790

GRASP+PR  4,267
C4+HC 13,951

SAN 14,247
TSSA  4,440

표 1. 정 이진트리의 MinLA
Table 1. MinLA for Full binary tree

레벨의 전 이진트리(complete binary tree)의 
MinLA 비용 min

 에 대해 Cahit 추정(conjecture)[13]은 
식 (1)과 같다. 

min
  ×   (1)

이는 중위(in-order) 탐색 방법으로 각 노드에 번호를 
부여한 방법과 동일하다. 반면에, Chung[14]은 식 (2)를 
제안하였다.

min
     min

  min
    or (2)

  

Chung[14]은 그림 1과 같이 min
  min

   min
  

를 제시하였다. 또한, min
     min

 min
 

 ×  이 되는 MinLA를 제시하지 못하고 
min

  를 제시하였다. Chrobak과 Rytter[15]는 
Naive 방법 (=중위 방법)으로 min

  를 제안하였다.
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  인 정 이진트리에 대해 트리 탐색 알고리즘으로 
구한 MinLA는 그림 2와 같다. 4가지 방법 중에서 중위
탐색 방법이 가장 좋은 결과를 얻음을 알 수 있다. 
 ≤ ≤의 정 이진트리에 대해 Cahit[13]의 중위 탐색 
방법과 Chung[14]의 방법으로 MinLA를 구한 결과는 표 
2와 같다. 

  

그림 1.  ≤ ≤ 정 이진트리의 MinLA
Fig. 1. MinLA for  ≤ ≤ full binary tree

 

그림 2.    정 이진트리의 다양한 탐색 방법 MinLA
Fig. 2. Various search methods for    full binary tree

MinLA Cahit[13]

식 (1)
Chung[14] 

식 (2)
min

     2     2
min

     8     8
min

    24    24
min

    64    60
min

   160   144
min

   384   332
min

   896   752
min

  2,048  1,676
min

  4,606  3,696

표 2. 정 이진트리의 MinLA
Table 2. MinLA for full binary tree

Chung[14]의 방법에 따르면 min
  임을 알 수 

있다. 그러나 Chung[14]의 식 (2)의 방법으로 min
  ≥

를 구할 수 있지만 실제로 MinLA를 구하기 위해 노드들
에 번호를 부여하는 정확한 방법은 알려지지 않고 있다. 
따라서 3장에서는 정 이진트리에 대한 min

  ≥를 정
확히 얻는 번호 부여 방법을 제안한다.

Ⅲ. 이진트리의 MinLA 알고리즘

정 이진트리에 대한 min
  ≥를 정확히 얻는 번호 

부여 알고리즘은 다음과 같이 수행된다.

(1) 중위탐색 방법으로 노드들 번호 부여. /* 
       */ 주어진 -레벨 정 이진트리에 
대해  -레벨인 단 노드들 에  ≤ ≤  
번호 중 홀수(odd)를 순서대로  배정. 
 ≤ ≤ 레벨의 부 노들 들은   레벨의 
자 노드 과   번호에 대해 

  

   가 되도록 짝수(even) 배정. 

이는 그림 3의 표준 중위탐색 번호부여 방법 
적용.

(2)  ≤ ≤ ≥에 대해 번호 재배정. 단, 
 ≤ ≤   수행. /*       */

(2-1) 재배정 범위 설정
해당   레벨 값이   레벨 부 노드의 좌
측에 있으면 값을 증가시키기 위해   레
벨의 우측 자 노드를 선택하고   노드의 
  레벨이 단 노드가 아닌 경우 우측 자 
노드 간선을 삭제. 반대로,   레벨 값이 
  레벨 부 노드의 우측에 있으면 값을 
감소시키기 위해   레벨의 좌측 자 노드
를 선택하고   노드의   레벨 좌측 
자 노드가 단 노드가 아닌 경우 간선 삭제. 
이때   레벨 값과   레벨 값의 차이가 
인 노드는 생략.

(2-2) 번호 재배정
해당   레벨 값이   레벨 부 노드의 좌
측에 있으면   레벨 값을   레벨의 좌측 
첫 번째로 이동시키고, +1씩 증가시키면서 
그림 3의 변형 중위탐색 번호 부여 방법으로 
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번호 배정. 반대로,   레벨 값이   레
벨 부 노드의 우측에 있으면   레벨 값을 
  레벨의 우측 첫 번째로 이동시키고, -1
씩 감소시키면서 번호 배정.

(a) 표준 중위탐색 번호 부여 방법

(b) 변형 중위탐색 번호 부여 방법

그림 3. 중위탐색 번호 부여 방법
Fig. 3. In-order labeling method

그림 4.    정 이진트리의 제안된 알고리즘 MinLA
Fig. 4. Proposed algorithm’s MinLA for    full binary 

tree

  인 정 이진트리에 대해 제안된 알고리즘을 적용한 
결과는 그림 4와 같다.     ≤ ≤인 레벨 2와 3
에 존재하는 8,24,4,12,20,28에 대해 번호 재배열을 수
행한다. 레벨 2의 8,24에 대해 번호 재조정 결과, 레벨 
3에서는 4,11,21,28이 존재하며,   이 
되어 4와 28에 대해서만 번호 재배열을 수행하였다. 제
안된 알고리즘은 min

  을 얻어 Chung[14]의 
min

     min
 min

  ×  보
다 좋은 결과를 얻었다.

Ⅳ. 알고리즘 적용 및 결과 분석

본 장에서는   과    정 이진트리의 MinLA를 
구하여 Chung[14]의 수치적 방법을 증명한다.    정 
이진트리에 대해 제안된 알고리즘을 적용한 결과는 그림 
5에 제시하였다.    ≤ ≤인 레벨 2의 16,48과 
레벨 3의 8,24,40, 56에 대해 번호 재배열을 수행한다. 
먼저, 레벨 2의 16과 48의 번호 재배열 결과 레벨 3에서
는 8,23,41,56이 존재하며,   이 되
어 8과 56에 대해서만 번호 재배열이 수행된다.
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그림 5.    정 이진트리의 제안된 알고리즘 MinLA
Fig. 5. Proposed algorithm’s MinLA for    full binary 

tree

   정 이진트리에 제안된 알고리즘을 적용한 결과
는 그림 6에 제시하였다.    ≤ ≤인 레벨 
2,3,4에 대해 번호 재배열이 수행되었다.
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4 12 20 28 36 44 52 60
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72 88 104 120

80 112
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그림 6.    정 이진트리의 제안된 알고리즘 MinLA
Fig. 6. Proposed algorithm’s MinLA for    full binary 

tree

  과    정 이진트리에 제안된 알고리즘으로  MinLA
를 구한 결과 Chung[14]의 min

       min
  min

 

가 성립함을 알 수 있다. 따라서 제안된 알고리즘을 적용
하면 min

  을 얻을 수 있으며, 배정된 번호를 재
배정하는 횟수는   ≥은    회,   는    

회이다. 따라서 제안된 알고리즘은 선형시간 복잡도 
으로 정확한 해를 구하는 알고리즘으로 기존의 선
형시간 복잡도 의 근사 알고리즘에 비해 월등한 성
능을 보임을 알 수 있다.

Ⅴ. 결  론

본 논문은 정 이진트리의 MinLA의 근사 해를 선형시
간 복잡도 으로 구하는 기존 방법들에 비해 으
로 정확한 해를 구하는 알고리즘을 제안하였다.

제안된 알고리즘은 중위탐색 방법으로 번호를 부여하
고,  ≤ ≤ ≥ 레벨에 존재하는 노드들의 번호
를 재배정하는 방법으로 정확한 해를 구하였다. 제안된 
알고리즘은 Chung[14]의 min

       min
  min

  
이론이 성립함을 증명하였다. 또한, min

 에 대해서는 
Chung[14]의 60보다 좋은 58을 얻는데 성공하였다. 기존
의 근사 알고리즘들은 결과 값만을 제시하고 실제 번호 
배열 순서를 제시하지 않고 있다. 반면에 제안된 알고리
즘은 의 값에 상관없이 항상 정확한 해를 구할 뿐 아니
라 정확한 번호 부여 배열 결과도 제시하는 특징이 있다. 
따라서 이진트리에 대해 정확한 해도 구하지 못하고, 번
호 배열순서도 제시하지 못하는 기존의 근사 알고리즘을 
적용하지 않아도 된다.
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