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요 약
이 논문에서는 타원판의 벡터 중력과 중력 변화율 텐서 반응식을 유도하였다. 타원판의 벡터 중력은 이중 적분으로 표현한 타원판에 의                 

한 중력 퍼텐셜을 각 축 방향으로 미분하여 유도한다. 이중 적분으로 정의된 타원판에 의한 벡터 중력은 복소 그린 정리를 이용하여 타원                   

판 경계를 따라 폐곡선의 선적분으로 변형한다. 최종적으로 타원판 경계를 매개변수로 설정하여 1차원 수치적분을 통하여 타원판에 의               

한 벡터 중력을 유도한다. 타원판에 의한 중력 변화율 텐서의 xz, yz, zz성분은 타원판의 벡터 중력을 수직 방향으로 미분하여 구한다. xx,                   
yy, xy성분은 이중 적분 형태의 벡터 중력의 수평 성분을 먼저 수평 방향으로 미분한 후 복소 그린 정리를 이용하여 유도한다. 

주요어
벡터 중력, 중력 변화율 텐서, 타원판, 복소 그린 정리

ABSTRACT
In this paper, the vector gravity and gravity gradient tensor of an elliptical disk are derived. The vector gravity of an elliptical disk 
is defined by differentiating the gravitational potential due to the elliptical disk expressed by a double integral with respect to each 
axial direction. The vector gravity defined by the double integral is then transformed into a line integral of a closed curve along the 
elliptical disk boundary using the complex Green's theorem. Finally, vector gravity due to the elliptical disk is derived by 1D parametric 
numerical integration along the elliptical disk boundary. The xz, yz, zz components of the gravity gradient tensor due to the elliptical 
disk are obtained by differentiating the vector gravity with respect to vertical direction. The xx, yy, xy components are derived by 
differentiating the horizontal components of the vector gravity in the form of a double integral with respect to horizontal directions 
and then using the complex Green's theorem.
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vector gravity, gravity gradient tensor, elliptical disk, complex Green’s theorem

서 론

임의의 형태를 가진 3차원 이상체에 대한 중력 반응은 일반        

적으로 이상체의 단면을 다각형으로 근사하여 각각에 대한 중       

력 반응을 합산하여 계산한다(Nettleton, 1942; Talwani, 1973).      

이러한 경우 다각형의 꼭지점 개수만큼 파라미터가 필요하므      

로 계산의 편의를 위해 단면을 단순한 형태인 원형이나 타원        

형으로 근사한다. 단면의 면적이 일정하지 않은 축 대칭성 이        

상체의 경우, 이러한 근사법은 매우 유용하다. 예를 들어 칼데        

라 구조에 관입한 화성 암맥이나 킴벌라이트 구조 등, 한 쪽         

방향으로 연장된 이상체의 적용에 있어서 이러한 근사법이 적       

절하며(Kamm et al., 2015; Battaglia et al., 2008, Menezes        
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and García, 2007), 원판보다는 타원판 근사가 일반적인 축 대        

칭 이상체의 적용에 더 적합하다. 따라서 2차원 단면의 조합        

으로 축 대칭성을 가진 3차원 이상체의 중력 반응을 계산하기        

위한 타원판의 중력 반응 해석해가 필요하다. 여기에 더해 최        

근 중력 변화율 텐서는 기존의 수직 중력 탐사보다 많은 5개         

성분을 측정하며 중력 변화율 텐서 성분을 조합하여 해석하는       

방법으로 지하 밀도 구조를 정밀하게 분석해 낼 수 있는 특성         

을 이용하여 광물 자원 탐사 등에 널리 활용되고 있다        

(Capriotti and Li, 2022; Jirigalatu and Ebbing, 2019; Uieda        

and Barbosa, 2012). 따라서 타원판에 의한 중력 변화율 텐서        

자료를 지하 구조 해석에 활용하기 위해서는 중력 변화율 텐        

서 반응식의 해석해가 필수적이다. 

이 논문에서는 타원판에 의한 벡터 중력과 중력 변화율 텐        

서의 반응식을 유도하고자 한다. 이를 위해 타원 기둥에 의한        

벡터 중력 및 중력 변화율 텐서 반응식 유도(Rim, 2023)에 적         

용된 복소 그린 정리(complex Green’s theorem)를 활용하여      

타원판의 경계를 따라 선적분하는 방법을 사용하였다. 

타원판에 의한 벡터 중력

측정점 (x, y, z)에서 면밀도  이고, 넓이가 S 인 xy 평면에           

평행한 타원판의 인력 퍼텐셜(U )은 식 (1)과 같이 측정점과 이         

상체 내의 미소 면적소(infinitesimal integral surface)까지의 역      

거리를 이중 적분하는 방법으로 구해진다(Blakely, 1996). 식      

(1)에서   는 만유인력 상수이고, r 은 측정점과 2차원 미소 면           

적소까지의 거리이다. 측정점을 위한 좌표계 (x, y, z)는 북쪽을        

x 축, 동쪽을 y 축, 깊이 방향을 z 축으로 설정한 오른손 직교 좌            

표계를 이용한다. 타원판을 표현하는 좌표계 (, ,  )도 동일         

한 직교 좌표계를 적용한다. Fig. 1은 타원판의 모식도와 여기        

에 적용된 좌표계를 보여준다. 타원판 중심의 좌표는      

이고, 타원판의 두 반지름은 각각 a 와 b이다.

(1)

타원판에 의한 수직 중력 gz 은 식 (1)을 z 축으로 미분하여          

구한다.

(2)

식 (2)를 복소 평면에서의 1차원 선적분으로 변형하기 위하       

여 켤레 복소수를 도입하여 타원판의 경계를 매개 변수 t 로 표          

현한다. 켤레 복소수의 실수부와 허수부는 식 (4)과 같이 표현        

되며, 여기서  는 타원판의 주축이 x 축과 이루는 방위각이다.         

이를 미분하면 식 (5)과 같다.

 , (3)

 (4)

 (5)

복소 평면에서 이중 적분을 폐곡선에 대한 선적분으로 변환       

시키는 복소수 형태의 그린 정리(Green’s theorem)는 식 (6)으       

로 주어진다(Kwok, 1989; Kwok, 1991b; Kwok and Beyer,       

1993).

(6)

복소 그린 정리를 타원판에 의한 식 (2)에 적용하면 다음과        

같은 관계식을 얻을 수 있다. 

(7) 

식 (7)의 양변을 로 적분하면 가 구해진다      

(Gradshteyn and Ryzhik, 1980).

(8)

따라서 타원판에 의한 수직 중력(식 9)과 같이 복소 평면에        

서의 1차원 선적분으로 변환된다.
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Fig. 1. The schematic geometry of an elliptical disk. The center of 

the elliptical disk is located at . Two radii of the elliptical 

disk are a and b respectively. The heading  is the angle between 

the north and one axis of the elliptical disk. The identical Cartesian 

coordinates are used for observations and the elliptical disk.
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여기서 폐곡선 C 는 타원판의 경계이고, 식 (9)의 괄호 안 두          

번째 복소 선적분은 식 (10)과 같이 w 의 근의 위치에 따라 다           

르게 주어진다(Kwok, 1991a).

(10)

결과적으로 타원 매개 변수를 이용하면 타원판에 대한 수직       

중력은 식 (10)의 부가된 값을 포함하여 식 (11)으로 유도된다.

 (11) 

(12)

식 (11)에서 보듯이 타원판에 의한 수직 중력은 측정점이 타        

원판 외부 또는 경계에 위치할 때 부가되는 값이 존재한다. 식         

(12)와 같이 이 논문에서 도입한  (t) 함수들은 수평 변수로만         

따로 분리하여 정의한 함수이므로 수직 변수로  (t) 를 미분하         

면 소거된다.

벡터 중력의 x 성분은 타원 기둥에 의한 인력 퍼텐셜 (식 1)          

을 x 축 방향으로 미분하여 구한다.

(13)

벡터 중력의 x 성분은 식 (3)에 정의한 켤레 복소수를 도입         

하면 식 (14)로 변환한다.

(14)

복소 그린 정리를 이용하면 식 (14)의 이중 적분은 식 (15)         

과 같이 복소 평면에서 1차원 폐곡선 선적분으로 변형된다.

 (15)

타원판 경계인 폐곡선 C 에 대한 선적분을 매개변수 적분으        

로 변환하면 타원판에 의한 벡터 중력의 x 성분이 유도된다.

 (16)

 (17)

같은 방법을 벡터 중력의 y 성분에 적용하면 식 (18)과 같다.

 (18)

 (19)

타원판에 의한 중력 변화율 텐서

타원판에 대한 중력 변화율 텐서의 xz, yz, zz 성분은 벡터         

중력을 z 변수로 미분하여 구한다.

(20)

(21)

(22)

관측점이 타원판 내부 또는 경계에 있을 때 타원판에 의한        

수직 중력에 부가되는 상수 값이 있지만 중력 변화율 텐서 성         

분은 수직 중력을 미분하므로 이 상수 값이 사라진다. 

타원판의 중력 변화율 텐서 xx 성분을 유도하기 위하여 벡터        

중력 x 성분을 1차원 선적분으로 변환하기 이전 단계에서 x 변         

수로 먼저 미분한다.

(23)

식 (23)에 켤레 복소수를 도입하면 식 (24)로 변형된다.
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식 (24)에 복소 그린 정리를 적용하고 타원판의 매개 변수를        

도입하면 식 (25)과 같이 타원판에 의한 중력 변화율 텐서의        

xx 성분이 유도된다. 

(25)

여기서 와 는 각각 식 (26)과 (27)로 정의된다.

(26)

(27)

같은 방법으로 yy 성분은 다음과 같이 유도된다.

 (28)

퍼텐셜 이론에 따르면 중력 변화율 텐서의 xx, yy 및 zz 성분          

의 합은 항상 ‘0’인데(Cevallos, 2017; Lowrie and Fichtner,       

2020), 타원판에 의한 중력 변화율 텐서의 경우에도 이를 만족        

함을 알 수 있다. 

마지막으로 타원판의 중력 변화율 텐서 xy 성분은 벡터 중        

력의 x 성분을 y 변수로 미분하거나 y 성분을 x 변수로 미분하          

여 구한다. 

(29)

식 (29)에 켤레 복소수를 도입하면 식 (30)이다. 

 (30)

복소 그린 정리를 적용하고 타원 경계에 대한 매개 변수를        

도입하면 식 (31)과 같이 유도된다. 

(31)

(32)

벡터 중력 및 중력 변화율 텐서 모델링

Fig. 2는 중심이 (0, 0, 500 m), 단반경 400 m, 장반경 800           

m, 면밀도 1,000 kgm-2인 타원판에 의한 벡터 중력을 보여준        

다. 타원판에 의한 벡터 중력은 타원 기둥에 의한 벡터 중력         

반응(Rim, 2023)과 비슷한 패턴을 보이고 있고, 특히 수직 중        

력의 경우 장축의 방위각인 120o 방향으로 연장성을 보여주고       

있다. 타원판의 장반경과 단반경을 동일하게 400 m로 설정하       

면 반지름이 400 m인 원판과 같은 반응을 보이는데, 이들의        

차이는 10-9 Gal 이내로 완벽하게 일치한다(Fig. 3). 원판에       

의한 벡터 중력 계산은 Rim (2021)의 원판에 의한 벡터 중력         

반응식을 이용하였다.

동일한 타원판에 대한 중력 변화율 텐서 반응(Fig. 4)은 타        

원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서(Rim, 2023)와 비슷한 양상        

을 보이고, 특히 zz 성분의 경우 수직 중력과 같은 양상인 장반          

경 방향으로 중력 변화율 텐서 이상 반응이 연장된다. 벡터 중         
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Fig. 2. Vector gravity due to an elliptical disk. The center of the elliptical disk is located at (0, 0, 500 m). The short and long radius are 400 

m and 800 m, respectively. The density of the elliptical disk is 1,000 kgm-2. The observation points are located at the the sea level. The red 

line represents the elliptical disk.
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Fig. 3. Differences of the vector gravity between circular and elliptical disks.

Fig. 4. Gravity gradient tensor due to the same elliptical disk used in Fig. 2.

Fig. 5. Differences of the gravity gradient tensor between circular and elliptical disks.
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력에서 비교한 것과 같이 Fig. 5에서 원판의 중력 변화율 텐서         

(Rim, 2021)와 비교한 경우 완벽한 일치를 보여준다. 

결 론

타원판에 의한 벡터 중력은 이중 적분으로 표현된 타원판의       

중력 퍼텐셜을 각 축 방향의 변수로 미분한 후 복소 그린 정          

리를 이용하여 타원판의 경계를 따라 1차원 선적분으로 변환       

하여 유도하였다. 중력 변화율 텐서의 성분 중 xz, yz, zz 성분          

은 벡터 중력을 z 변수로 미분하여 유도하고, 나머지 xx, yy, xy          

성분은 이중 적분 형태의 벡터 중력 수평 성분을 수평 변수로         

미분한 후 복소 그린 정리를 적용하여 1차원 선적분으로 변형        

하여 유도하였다. 이 논문에서 유도한 타원판의 중력 및 중력        

변화율 텐서를 기존에 유도한 원판에 의한 벡터 중력 및 중력         

변화율 텐서 반응식과 비교하여 완벽하게 일치함을 보였다.

자연적으로 생성되는 지하 이상체는 불균질성에 의해 원형      

대칭이 아닌 한 축이 다른 축보다 연장되어 나타나는 경우가        

있다. 이런 이상체를 얇은 판상의 조합으로 표현할 때는 원판        

보다 타원판의 조합이 적합하다. 이상체이 단면이 타원 형태를       

갖지만 중심 축을 따라 장축의 방위각이 달라지는 경우 이 논         

문에서 유도한 타원판에 의한 중력 및 중력 변화율 텐서 반응         

식으로 모델링할 수 있다.
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