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Abstract

In the present work, the evolution rules for the internal variables including continuum damage factors are obtained using the

thermodynamic framework, which are in turn facilitated to derive the elastic-plastic constitutive relation for the particulate composites. 

Using the Mori-Tanaka scheme, the homogenization on state and internal variables such as back-stress and damage factors is carried out to 

procure the rate independent plasticity relations. Moreover, the degradation of mechanical properties of constituents is depicted by the 

distinctive damages such that the phase and interfacial damages are treated individually accordingly, whereas the kinematic hardening is 

depicted by combining the Armstrong-Frederick and Phillips’ back-stress evolutions. On the other hand, the present constitutive relation for 

each phase is expressed in terms of the respective damage-free effective quantities, then, followed by transformation into the damage 

affected overall nominal relations using the aforementioned homogenization concentration factors. An emphasis is placed on the qualitative 

analyses for strain localization by observing the perturbation growth instead of the conventional bifurcation analyses. It turns out that the 

proposed constitutive model offers a wide range of strain localization behavior depending on the evolution of various internal variable 

descriptions.

Keywords : Constitutive relation, Damage, Elasto-plasticity, Homogenization, Interfacial damage, Kinematic hardening, Plastic 

deformation, Particle size, Perturbation growth, Stress/strain concentration factor, Strain localization

1. 서 론

대표적인 복합재로는 MMC(Metal Matrix 

Composite), FRP (Fiber Reinforced Plastic), 

CMC(Ceramic Matrix Composite) 등을 들 수 있으며,

복합재의 지속적인 물성 향상에 따른 관심 및 적용

이 확대되고 있다. 특정 복합재의 경우, 경량화 및

기계적 물성 향상을 동반한 내열성 개선의 이점을

제공하므로 특히 항공-우주 분야에서는 기존의 내열

합금을 대신하여 주요부품을 대체하고 있는 추세이

다. 일례로 금속-세라믹 입자강화 복합재(particulate 

composite)는 기존의 합금에 비해 강도, 경도, 내마모

성 및 내구성의 증가와 아울러 세라믹 고유의 취성

의 개선에 따른 신뢰성이 향상되었다[1]. 이러한 독

특한 물성은 게재물(inclusion)과 기지(matrix), 각 상

(phase)이 제공하는 고유의 기능적 특성에서 비롯되

며, 구조물의 최적의 열-기계적 물성을 얻기 위해서

각 상의 체적분율 (volumetric fraction), 게재물 형상

및 배열에 대한 세심한 제어가 요구된다[2].

한편 복합재 전체적인 물성의 평가를 위해 대표
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적 체적 요소(RVE: Representative Volume Element)가

이용되며, 이 때 균질화(homogenization) 기법이 일반

적으로 적용된다. 대표적으로는 Eshelby 원리의 응용

및 TFA(Transformation Field Analyses)에 기반한 self-

consistent, Mori-Tanaka 및 Hashin-Shtrikman 기법 등

을 예로 들 수 있다[3]. 위의 균질화 기법 중에서

Mori-Tanaka 기법은 탁월한 범용성과 적용 용이성으

로 선형 탄성 복합재에 널리 사용되고 있다. 

위에 언급된 균질화 기법은 점탄성(visco-elastic),

점소성(visco-plastic)을 포함한 비선형물질에도 확장

될 수 있다[4, 5]. 이를 위해 mean-field 모델이 제안

되었으나, 할선(secant)기법에 기반하므로 J2 변형이

론(deformation theory)적용에 한정되며, 또한 단순/비

례(monotonic/proportional) 하중조건에서만의 적용이

제한된다[6-10]. 반면 affine 균질화 기법은 기존의

탄성 구성방정식을 기본으로 eigen 변수의 도입에

따른 단순화를 시도했다. 하지만 실제 보다 높은 강

성을 얻는다는 단점이 있다[9]. 위에 언급된 균질화

기법들은 기존의 선형탄성 구성방정식을 바탕으로

응용한 비선형 물질에 대한 확장으로 후방응력

(back-stress)과 같은 일부 내부변수(internal variable)의

부재 혹은 J2 변형이론 적용으로 반복(cyclic)하중 하

에서 변형이력을 확보할 수 없는 단점이 있다.

한편 복합재는 제작공정에서 발생하는 고유한 결

함 및 과도한 하중 노출에 따른 국부적 변형으로

불연속 결함이 발생할 수 있으며, 이런 결함들은 변

형이 진행됨에 의해 결합과 성장으로 최종적인 파

단에 이룰 수 있다. 상 내부 및 상간의 접촉 계면에

서의 응력/변형 상태변수의 불연속성은 연속체 결함

역학(continuum damage mechanics)의 적용으로 결함인

자의 형태로 구성방정식에 도입되어, 보다 실제적인

분석이 가능하다[11]. 일반적으로 상 내부에서의 결

함은 국부적 소성변형에 기인하는 반면 계면 결함

은 구성물 간의 계면에서의 응력/변형의 불일치성

(mismatch)으로 발생하는 것으로 알려졌다[12-17]. 

본 연구에서는 등온조건 하에서 변형율 독립(rate 

independent) 입자강화 복합재에 대해 전반적인 변형

이력의 확보 및 보다 현실적인 소성변형 거동분석

을 위해 접선(tangential) 기법에 기반하여 응력/변형

집중인자의 적용과 함께 점진적 소성흐름(J2 flow) 

구성방정식이 제안되었으며, 이 때 연속체 결함역학

을 바탕으로 결함에 따른 기계적 물성의 저하도 구

성방정식에 포함되었다. 더욱이 열역학에 기반하여

각 내부변수들의 전개식(evolution)들이 획득되었다. 

한편 복합재의 소성변형에 따른 등방경화(isotropic 

hardening)만이 고려되는 것이 일반적이나, 본 연구

에서는 이동경화(kinematic hardening)에 따른 탄소성

구성방정식이 유도되었다. 이는 등방경화의 경우, 

소성변형의 국부화에 따른 전단밴드 형성 시의 변

형을 과대평가하는 경향이 있다. 항공우주 구조체

특히 터보엔진에 적용되는 부품은 인장/압축 반복하

중에 노출될 수 있으므로 대신 이동경화가 본 연구

에서 적용되었다. 또한 국부적 소성변형 집중현상

또는 전단밴드(shear band) 분석은 전통적

(bifurcation) 분석보다 섭동 분석(perturbation analysis)

을 이용, 정성적 분석이 수행되며, 특히 다양한 변

수의 변화에 따른 효과에 대한 연구가 수행되었다.

2. 구성 방정식

2.1 열역학과 내부 변수
무결함 상태의 복합재 내부 에너지(internal energy)

는 탄성 및 소성변형 부분으로 분해된다[18-20]:

e p

ij ij ij ij ij ij
dU d d ds s s= = +% % % %% % %ò ò ò .    (1-1)

등온 조건 하에서 식 (1-2)의 Helmholtz 자유에너지

를 얻으며, 다시 상태변수 및 내부변수의 함수로 탄

성과 소성 변형에 해당되는 항들으로 구분된다: 

d dU dS Sd dU dSr y q q q= - - = -% % %% %% ,    (1-2)

( ),e e ey y f= %% % %ò ,  ( ),p p

ij
py y c=% % % %  [21].  (1-3)

에너지 분산(p : dissipation)은 (1-4)과 같다[22]:

e pdS d dU d dU d dq p r y r y r yº = - = - -% % %% % %  (1-4)

 
e e

e p

ij ij ij ij ije

ij ij

p p

ij

ij

d d d

d dp
p

y y
s r s r f

f

y y
r c r

c

æ ö¶ ¶
= - + - -ç ÷ç ÷¶ ¶è ø

¶ ¶
-

¶ ¶

% % %% %% %
%%

% %
% %

% %

ò ò
ò

0
e p p

p

ij ij ij ij

ijij

d d d dp
p

y y y
s r f r c r

cf

¶ ¶ ¶
= - - - ³

¶ ¶¶

% % %% %% %%
% % %

ò .

그 결과, 위와 같은 Clausius-Duhem 비등방식
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( 0dp ³ )을 얻으며, 이를 토대로 각 변수에 대한 열

역학적 공액힘(conjugate force)들과 각각의 상태 및

내부변수들에 대한 관계식들이 구성될 수 있다:

e

ij e

ij

y
s r

¶
=

¶

%
%

%ò
,

e

ij

ij

Y
y

r
f

¶
=

¶

%%
% , [23, 24]    (1-5)

p

ij
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y
a r

c

¶
=

¶
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%
,

p

R
p

y
r
¶

=
¶

%%
%

, [25]와 같으며, 따라서 (1-6)과

같이 Clausius-Duhem 비등방식은 공액힘과 상태와

내부변수의 형태로 표현된다: 

0p

ij ij ij ij ij ij
d d Y d d Rdpp s f a c= - - - ³%% %% %% %%ò  [26].  (1-6)

한편, 탄성과 소성 변형 상태로 구분된 각각의 자유

에너지에 대한 정의는 다음의 (1-7)과 같으며, 이를

토대로 상태변수 및 내부변수들에 대한 (1-8)의 상

태식 및 전개식들이 도출될 수 있다[27-29]. 

1
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2 2
p
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e
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목적함수(objective function)의 도입으로 균질화 상

태의 내부변수들의 전개식은 다음 식들에서 보는

바와 같은 일련의 과정을 통해 얻을 수 있다[30, 31].

p dd F Gp l lW º - -% % %%  (objective function),   (1-9)

( ),?F F R= σ α% % %%% (plasticity potential),   (1-10)

( ),G G f= Y %% % % (damage potential),

p p d
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따라서, 구체적으로 각 내부변수들에 대한 공액힘과

의 관계는 다음과 같이 열거될 수 있다.
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따라서, 각 내부변수 전개식들은 다음으로 정리된

다:

p p

ij ij
d l= S% %%ò  (plastic flow), (1-16)

d

ij ij
d Yf l= -% % %  (damage factor evolution),

p p

ij ij ij e
d d da b ga= -%% % %% %ò ò  (back-stress evolution),

p

e
dR dh=% % %ò  (drag-stress evolution).

특히 열역학을 기반으로 획득된 이동경화식(1-16: 

dα% )의 경우, 후방응력이 소성변형율( pdò )에 비례하

는 기존의 Prager 법칙과 비교하여, 회복항 (recovery 

term: p

e
dg α ò )이 추가된 것이 주목된다.

2.2 균질화 (Homogenization)

다음에 열거된 과정은 2개 이상 다수의 상으로

구성된 일반적인 복합재에 대해서, 일례로 균질화에
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요구되는 변형율 집중인자(strain concentration factor)

를 획득하는 과정을 보여준다[12, 33, 34].  

( ) *pt r

ij ijkl ij
d S d=ò ò    (2-1)

( ) ( ) ( )0r pt r

ij ij ij
d d d= +ò ò ò       (2-2)

( )pt rò : perturbed strain of phase r , S : Eshelby tensor, 
*  ò : Eigen strain,  ( )0ò : strain at far field

Eshelby의 등가 게재물 원리에 따르면[33]: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 *r pt r pt r

ijkl kl kl ijkl kl kl kl
E d d E d d d+ = + -ò ò ò ò ò (2-3)

계면에서의 응력 불연속성으로부터 다음을 얻는다: 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 0* r r

ij ijmn mnkl mnkl kl
d E E E d-= -ò ò ,   (2-4)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 0pt r r r

ij ijmn mnpq pqkl pqkl kl
d S E E E d-= -ò ò ,

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 0 0r r

ijkl ijmn mnpq pqkl pqkl kl ij
I S E E E d d-é ù+ - =ë û ò ò [35], 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0 1 0 0r r

ij ijkl ijmn mnpq pqkl pqkl kl
d I S E E E d

-
-é ù= + -ë ûò ò . (2-5)

한편 Mori-Tanaka 기법에 따라 균질 복합재 내 원격

장(far field)의 영률이 기지로 대체된다면:

( ) ( )0 1 1M

mnpq mnpq
E E- -®  [4, 36, 37],

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1r M r M M

ij ijkl ijmn mnpq pqkl pqkl kl
d I S E E E d

-
-é ù= + -ë ûò ò  (2-6)

( ) ( ) ( )r r M

ij ijkl kl
d a d=ò ò ,

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1r M r M

ijkl ijkl ijmn mnpq pqkl pqkl
a I S E E E

-
-é ù= + -ë û , 

( ) ( )r r

ij ijkl kl
d A d= %ò ò  [3, 38]이다.    (2-7)

위의 r 상의 변형율 집중인자 ( )rA 의 상세한 구성

은 뒤에서 다시 구체적으로 언급될 것이다.

전형적인
2

J 흐름이론(flow theory)에 따르면 각

상 및 균질화된 응력/변형 증분에 따른 관계식은 식

(2-8및 9)에서 보는 바와 같다[12, 52, 53]:

( ) ( ) ( )r r r

ij ijkl kl
d L ds = ò  (각 상),   (2-8)

° ° °
ijkl klijd L ds = ò  (균질화 복합재).   (2-9)

여기서 물질 강성을 나타내는 °L 는 균질화 복합재

의 RVE에서의 순간적인(instantaneous) 탄소성 탄젠

셜 모듈러스이며 A% 와 A는 균질화 변수 및 무결함

상태의 유효변수(effective)를 각각 나타낸다. 변형률

및 응력 집중인자가 적용되면 식 (2-10)과 같이 각

상의 구역적(local) 변형율과 응력에 대한 복합재 전

체적(overall)변수와의 관계가 도출된다[54]: 

( ) ( ) °r r
klij ijkl

A=ò ò ,   ( ) ( ) °r r
klij ijkl

Bs s= .    (2-10)

선형 탄성변형의 경우, 최초 집중인자들이 지속적

으로 적용될 수 있다. 반면 본 연구에서는 흡사한

형태의 집중인자들은 탄소성 영역까지 확대/적용되

었다[17, 51, 55]. 더욱이 시컨트 관계를 확장하여 증

분(increment)에 대해서 순간적인 집중인자를 적용하

여 (2-11)의 탄젠셜 접선 관계식으로 전환되었다:

( ) ( ) ( ) ( )( ) °,r r s s
klij ijkl mnpq

d B f L ds s= ,    (2-11)

( ) ( ) ( ) ( )( ) °,r r s s
klij ijkl mnpq

d A f L d=ò ò . 

한편, RVE의 복합재 응력율 및 변형률은 체적분율

( f )을 이용한 혼합법칙에 따르며, 그럼 무결함 유효

변수들의 복합재의 응력/변형 증분과 그 관계식은: 

° ( ) ( ) ( ) ( )I I M M
ij ij ij

d f d f ds s s= + ,  (2-12)

° ( ) ( ) ( ) ( )I I M M
ij ij ij

d f d f d= +ò ò ò ,  (2-13)

° ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) °I I I M M M
klij ijmn mnkl ijmn mnkl

d f L A f L A ds = + ò (2-14)

° °
ijkl klL d= ò 이다.

그러므로, ° ( ) ( ) ( )r r r
ijkl ijmn mnkl

r

L f L A=å 이며, 한편

( ) ( )r r

ijkl ijkl

r

f B I=å ,    ( ) ( )r r

ijkl ijkl

r

f A I=å .

선형 탄성 균질화 복합재와 달리 집중인자들은 매

증분 마다 업데이트가 요구되는 제한이 있다.

앞서 언급된 바와 같이 Mori-Tanaka 평균화 기법

을 이용, 각 상의 구체적 탄소성 집중인자와 균질화

변형율과 응력율은 아래와 같이 표현된다[38]: 

( ) ( ) ( )( )
1

1I M I

ijkl ijkl ijmn mnpq pqkl mnkl
a I S L L I

-
-é ù= + -ë û ,   (2-15)

( ) ( ) ( )( )
1

1I M I

ijkl ijkl ijmn mnpq pqkl mnkl
b I T L L I

-
-é ù= + -ë û ,
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( ) ( ) ( )I I M

ij ijkl kl
d a d=ò ò ,   ( ) ( ) ( )I I M

ij ijkl kl
d b ds s= ,   (2-16)

° ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I M M M
ij ijkl kl ijkl kl

d f a d f I d= +ò ò ò ,   (2-17)

° ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I M M M
ij ijkl kl ijkl kl

d f b d f I ds s s= + , 

여기서 ‘ S ’는 Eshelby 텐서이며, 게재물 입자의 형

상에 의해 결정된다. 한편 ( ) ( ) 1-= - M MT I L SL 이다. 그

럼, 각 상의 변형율과 응력율과 균질화 상태의 변수

들과의 관계는 식 (2-18)∼(2-21)과 같이 나타낸다[4]:

( ) ( ) °I I
klij ijkl

d A d=ò ò ,   ( ) ( ) °M M
klij ijkl

d A d=ò ò ,   (2-18)

( ) ( ) °I I
klij ijkl

d B ds s= ,   ( ) ( ) °M M
klij ijkl

d B ds s= ,   (2-19)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
I I I I M

ijkl ijmn mnkl mnkl
A a f a f I

-

é ù= +ë û ,    (2-20)

( ) ( ) ( ) ( ) 1
M I I M

ijkl ijkl ijkl
A f a f I

-

é ù= +ë û ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
I I I I M

ijkl ijmn mnkl mnkl
B b f b f I

-

é ù= +ë û ,   (2-21)

( ) ( ) ( ) ( ) 1
M I I M

ijkl ijkl ijkl
B f b f I

-

é ù= +ë û .

언급된 바와 같이 매 증분마다 계산을 해야 하는

단점에도 불구하고, 시컨트 기법의 과도한 강성을

교정할 추가적인 항들이[33] 요구되지 않으며, 또한

내부변수의 전개와 더불어 비선형 변형거동 이력의

지속적인 추적이 가능하다는 이점이 제공된다. 

2.3 연속체 결함 (Continuum Damage)
입자강화 복합재에 대한 실제적인 소성 변형거동

분석을 위해 탄소성 구성방정식에 결함의 전개에

따른 영향이 포함되어야 한다. 일반적으로 무결함

상태의 유효 응력/변형율에 대한 명목형(nominal) 항

들과의 관계는 식 (3-1)과 같다[39]:

kl
s=

ij ijkl
σ M , 1

kl

-=
ij ijkl

M òò .    (3-1)

이 때의 유효/명목 탄성 모듈러스의 관계는[22, 40]: 

1 1

ijkl ijmn mnpq pqkl
E M E M- -= 이다.    (3-2)

연속체 결함인자는 점진적인 물성 저하를 유발하는

크랙(crack), 미세 기공(porosity) 및 전체 혹은 부분

적 계면 박리 또는 탈착(separation/debonding) 등을

포괄적으로 나타내는 것이 가능하며, 가상의 유효

( A ), 명목형 면적 ( A )의 관계로 표현된다[43]:

A A

A

-
F = ,   

1

ij

ij

s
s =

-F
.   (3-3)

본 연구에서는 각 결함의 발생현상의 고립화 및

결함 간의 상호작용이 없는 것으로 가정되었다. 따

라서 상 내부에서의 결함은 ( )rΦ 로 접촉계면 결함은
( )dΦ 로 각각 표현되었다. 다음은 각 상에 대한 결함

한계 식(damage criterion function)[41]이며:

( ) ( ) ( )( )21
0

2

r r r

r r ij ij r
G g Y Y B f= = - = .    (3-4)

여기서 ( )rY 은 결함인자 ( ( )rf )에 대한 열역학적 항이

며
r

B 은 결함 생성여부를 결정하는 한계 계수

(threshold)이다. 각 상의 결함 전개는 통상적으로 변

형률 의존함수[41, 42]로 표현되나, 하지만 본 연구에

서는 변형이 응력의 함수로 표현되기 위해 결함이

응력변화에 의존하는 것으로 설정되었다: 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,=r r r r

ij ij
Y Y σf    (3-5)

( ) ( )
( )

r d r r

ij r

ij

g
d

Y
f l

¶
= -

¶
, ( ) ( ) ( )d r r r

mn mn
dl sº L    (3-6)

각 상의 결함인자 배수 ( ( )d rl : phase r  damage factor 

multiplier)에 대해 대체 변수로서 매개 결함배수

( ( )rΛ )와 응력율( dσ )의 함수로 표현된다면, 결함인자

의 전개는 (3-7)과 같이 나타내는 것이 가능하다:

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )r d r r r rr

ij mn ij mnr

ij

g
d Y d

Y
f l s

¶
= - = -L

¶
.    (3-7)

한편, ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

r r

r r rij ij

ij mn mnr r

mn mn

Y Y
dY d ds f

s f

¶ ¶
= +
¶ ¶

이며, 결함인자의

전개식을 얻기 위해 결함한계함수(
r

g )에 대해 일관

성조건(consistency)이 적용된다면: 

( )
( )

( )
( )f

f

¶ ¶
= +
¶ ¶

r rr r

r ij ijr r

ij ij

g g
dg dY d

Y
        (3-8)

( ) ( )
( )

( )r r rr r

ij ij ijr

r ij

g B
Y dY d

B
f

f

¶ ¶
= +

¶ ¶

( ) ( )
( )

( )2r r rr

ij ij r ijr

ij

B
Y dY B df

f

¶
= -

¶
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( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )2

r r

r r r rij ij r

ij mn mn r ijr r r

mn mn ij

Y Y B
Y d d B ds f f

s f f

æ ö¶ ¶ ¶
= + -ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶è ø

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
2

r r

r r r r rij ijd d r

ij mn r ij mn r r ijr r r

mn mn ij

Y Y B
Y d Y Y B Ys l l

s f f

¶ ¶ ¶
= - +

¶ ¶ ¶

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) 

r r

r r r r r rij ij

ij pq pq ij mn pqr r

pq mn

Y Y
Y d Y Y ds s

s f

¶ ¶
= - L +

¶ ¶

  ( ) ( )
( )

( )2r r rr

pq r ij pqr

ij

B
B Y ds

f

¶
L

¶
. 

결과적으로 매개 결함인자 배수( ( )rΛ ) 및 결함인자

전개식은 다음의 (3-9)와 (3-10)과 같이 표현된다: 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )2

r
r kl

kl r

r mn

mn r

r r rpq r
pq rs r pqr r

rs pq

Y
Y

Y B
Y Y B Y

s

f f

¶

¶
L =

¶ ¶
-

¶ ¶

,    (3-9)

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

2

r
r r kl

ij kl r

r rmn

ij mnr

r r r pqr
r pq pq rsr r

pq rs

Y
Y Y

d d
YB

B Y Y Y

s
f s

f f

¶

¶
=

¶¶
-

¶ ¶

  (3-10)

( ) ( )r r

ijmn mn
H ds= ,

여기서 ( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )2

r
r r kl

ij kl r

r mn

ijmn r

r r r pqr
r pq pq rsr r

pq rs

Y
Y Y

H
YB

B Y Y Y

s

f f

¶

¶
º

¶¶
-

¶ ¶

. 

결함인자 전개식의 단순화를 위해 결함변수들과 결

함인자 전개식이 스칼라 항으로 표현된다면[41]: 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

2

r
r

r

r rmn

mnr
rr

r r r

Y
Y

d d
B Y

B Y

s
f s

f f

¶

¶
=

¶ ¶
-

¶ ¶

,   (3-11)

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )2

r
r

r

r mn

mn r
rr

r r r

Y
Y

H
B Y

B Y

s

f f

¶

¶
º

¶ ¶
-

¶ ¶

이며,

보편적으로 정의되는 결함변수와 한계함수 항들[23]

과 각 미분항들이 정리되면 아래와 같다: 

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
2

2

4
1 ln 1

r

r r r r

r

r

E
B f a f fé ù= + - -ë ûù

, (3-12)

( )

( )
( )( ) ( )( )2

4
ln 1 ln 1 2

r

r rr

r

B E
f f

f

¶
é ù= - - - +ë û¶ ù

, 

( )
( )

( )

( )

( )
( )( )

2

1
2

r r

r re H

r r

e

Y f
E

s s
f

s

-æ ö
= - -ç ÷

è ø
,   (3-13)

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )( )

3

1
rr r

re H

r r r

e

Y
f

E

s s
f

f s

-æ ö¶
= - -ç ÷

¶ è ø
,   (3-14)

( ) ( )
2

2
1 3 1 2

3
H H

e e

f
s s

n n
s s

æ ö æ ö
= + + -ç ÷ ç ÷

è ø è ø
.

Fig. 1은 입자강화 복합재의 개념적인 형상을 나타

내며, 각 상의 내부 및 계면결함들을 함께 보여준다. 

일반적인 복합재의 경우, 결함이 비등방성으로 생성

될 수 있으므로, 각 상에 대해 계면 불연속성을 고

려치 않은 상태에서 다음과 같이 표현된다:

( ) ( ) ( )I I I

ij ijkl kl
Ms s= ,   ( ) ( ) ( )M M M

ij ijkl kl
Ms s= ,   (3-15)

( ) ( ) ( )1I I I

ij ijkl kl
M -=ò ò ,  ( ) ( ) ( )1M M M

ij ijkl kl
M -=ò ò ,   (3-16)

( ) ( )
1

2
ijkl ik ik jl ik jl jl

M d f d d d f
-

é ù= - + -ë û   (3-17)

( )IM 과 ( )MM 은 게재물과 기지의 결함텐서이며 에

너지 등가 원리를 이용, 명목 모듈러스는 (3-18)의

유효량과 결함인자의 함수로 표현된다[40, 56, 57]:

( ) ( ) ( ) ( )1 1r r r r

ijkl ijmn mnpq pqkl
L M L M- -= .   (3-18)

Fig. 1 Schematic representation of cross sectional of a 

particulate composite: damage in phases and 

interface
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게재물과 기지 사이 계면 결함의 경우, Weibull 분포

함수에 근거한 계면에서의 박리(debonding) 확률

(
d

P )이 결함 인자를 획득하는데 이용된다[12, 58]:

0

|
1 exp

m

kk M cr

d d
P f

S

s sé ùæ ö-
= = - -ê úç ÷

ê úè øë û

,   (3-19)

( )
( )

intint

interface

int int

| total|

| | total
d

d

A PA
P

A A

´
F = = = ,   (3-20)

여기서,
kk

s 는 계면에서의 평균 수직(normal)응력이

며, 
0

S 와 m 은 실험적으로 얻는 고유 물질 상수이

다[59-61]. 계면에서의 박리는 수직 응력이 임계 응

력에 도달할 때 발생하며, 다음과 같이 물성과 입자

특성을 이용한 다양한 형태의 정의가 존재한다: 

( )
( ) ( )

cr

1

1 2 1 / 2

I M

p I M M

f E

d f

g
s

n n

-
=

é ù- + +ë û
 [59],    (3-21)

cr

4

1
M

p M

E

d

g
s

n
=

+
 [61], 

cr

I

p

E

d

g
s =  [62].

g , 
M

E , 
I

E , 
M

n 및
p

d 는 계면 접착 에너지, 기

지, 게재물 영률, 기지 포아송비 및 게재물의 평균

입자의 크기를 나타낸다. 또한 임계 응력은 소재 물

성과 입자 크기의 함수이므로, 입자 크기는 변형 거

동 특히 계면결함과 밀접한 관계가 있다. Fig. 2는 복

합재 내부에서의 계면결함을 개념적인 단면을 보여

주고 있으며, 완벽한 계면접착, 부분적 박리 및 완

전한 계면 박리의 3 종류의 계면 상태로 구분된다.

또한 박리된 상태의 빈 공간의 영역은 변위 점프

( [ ]iu : displacement jump)로 나타낸다. 한편, 평균
p

d

크기의 게재물의 최초 체적분율은 다음과 같다:

( )
3

inc

3

RVE

I p
Nd

f
D

W
= =
W

,   (3-22)

N : 
RVE

W 에서의 게재물 갯수, D : 복합재 RVE의 크

기이다. 이때, 기지가 차지하는 도메인 (domain)은:

( )( )M RVE
1 IfW = - W .    (3-23)

부분적인 박리를 포함하여 계면결함에 노출된 게재

물의 수는
d

P 에 비례하므로 상대적인 면적 비율이

적용되면 계면결함에 의한 기공의 도메인 (
d

W )은:

[ ] [ ]
3

2

d d p i I d i

p

D
Nf d u f f u

d
p pW @ = 이며,   (3-23)

계면에서의 변위 불연속은 ( [ ]iu 또는 jump)는:

[ ]
( ) ( ) int int
1 | 1 | |

2 3
M kk M M

i p

M I

u d
E K

n s n s s- - +é ù
= -ê ú
ë û

이다. 따라

서, 계면 박리에 따른 결함인자( dF )는 (3-24)와 같

다:

( ) [ ]
6

I

d d id

RVE p

f f u

d

W
F = =

W
,   (3-24) 

( ) ( ) ( ) ( )2 cr int int

0

| 1 | 1 | |
6 1 exp

2 3

m

I kk M M kk M M

m

M I

f
S E K

s s n s n s sì üé ù- - - +é ùï ï
= ´ - - -ê úí ýê ú

ê ú ë ûï ïë ûî þ

여기서,
I

K : 게재물의 bulk 모듈러스, 
int
|s : 계면 강

도, 
0

mS : 파단 계면 강도 등을 나타낸다. 또한 복합

재에서의 결함인자를 이용한 균질화 유효 응력/변형

에 대한 명목형 항의 관계는:

°
ij ijkl kl

Ms s= % %  [22, 43],   ° 1
ij ijkl kl

M -= % %ò ò .   (3-25)

시간 혹은 증분에 대한 유효 변형율의 변화는: 

° 1 1
ij ijkl kl ijkl kl

d M d dM- -= +% %% %ò ò ò  [44],   (3-26)

Fig. 2 Schematic cross-sectional representation of 

interfacial damage
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과 같으며, 또한, 변형률-응력율 점진적 (incremental)

증분 구성방정식은 다음과 같이 표현될 수 있다.  

1

ij ijkl kl
d L ds-= % %%ò   (3-27)

° °1 1

mnpq mnpqijmn pqkl kl ijmn pqkl kl
M L M d M L dMs s

- -

= + -% % % %% %

1

ijmn mnkl kl
M dM -% % %ò , 

° °
1

1 1
ijkl klijkl kl ijkl kl

M d dM L ds
-

- -+ =% %% %ò ò 이므로,   (3-28)

° °
1

1
mnkl klij ijmn ijmn mnkl kl

d M L d M dMs
-

-= -% % %% %ò ò .   (3-29)

이때 계면결함이 함께 고려되면 (3-31)을 얻는다:  

( ) $ ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆd d I M
klij ijkl ijkl kl kl

M M f fé ù= = + -ë û% %ò ò ò ò   (3-30)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1d I I M M

ijmn mnkl kl mnkl kl
M fM f Mé ù= + -ë ûò ò

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) °1d I I M M
klijmn mnpq pqkl mnpq pqkl

M fM A f M Aé ù= + -ë ûò

° ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) °1d I I M M
kl klijkl ijmn mnpq pqkl mnpq pqkl

M M fM A f M Aé ù= + -ë û
% ò ò

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1d I I M M

ijkl ijmn mnpq pqkl mnpq pqkl
M M fM A f M Aé ù= + -ë û
% (3-31)

여기서, 일차원 결함인자로 대체되면 다음과 같다: 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1

1 1 11

I M

ijkl ijkl ijkld I M
f A f Ad

f f ff

é ù
= + -ê ú- - -- ë û%

. 

(3-32)

스칼라 결함인자를 적용하여 각 상에 대해서 (3-36)

의 탄소성 compliance를 얻는다:

( ) ( )
( ) ( )ˇ ˇ

1
r r

r r r
ij ijij

d d df f= - -ò ò ò ,   (3-33)

( ) ( )r rr

kl kl
d H df s= , ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )2

r
r

r

r ij

ij r r
r r

r r

Y
Y

H
B Y

B Y

s

f f

¶

¶
º

¶ ¶
-

¶ ¶

, (3-34)

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
ˇ ˇ

1 1
r r

r r r rr
ij ijijkl kl kl kl

L d d H ds f s- = - -ò ò ,

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )ˇ ˇ

1 1
r r

r r r r
ij ijijkl kl kl

L H d ds f-æ ö
+ = -ç ÷

è ø
ò ò ,

( )
( )

( )
( ) ( )

ˇ ˇ
11

1

r r
r r r

ij ijijkl kl klr
d L H ds

f
-æ ö

= +ç ÷- è ø
ò ò ,   (3-35)

∴ ( ) ( )
( )

( )
ˇ

1 11

1
ˆ

r
r r r

ijijkl ijkl klr
L L H

f
- -æ ö
= +ç ÷- è ø

ò 이다.   (3-36)

( )ˆ r

ijkl
L : tangential modulus of phase r

2.4 무결함 복합재 탄소성 구성방정식

무결함 상태에서의 균질화된 복합재에 대해 전형

적인 응력/변형 증분에 따른 탄소성 구성방정식은

대표적으로 식 (4-1)과 같이 표현될 수 있다:

° ° ° ° °e

ijkl ij ijkl klijd E d L ds = =ò ò .    (4-1)

여기서, 

° ( ) ( ) ( )1I M
ij ij ij

d fd f d= + -ò ò ò ,    (4-2)

° ( ) ( ) ( )1I M
ij ij ij

d fd f ds s s= + -  [45], 

° ( ) ( )r r
ijkl r ijmn mnkl

L f L A=å  [46]

( ) ( ) °r r
klij ijkl

d A d=ò ò ,   ( ) ( ) °r r
klij ijkl

d B ds s=  [7].    (4-3)

2.4.1 복합재 I

복합재 I은 탄성 기지와 탄소성 게재물로 이루어

졌다고 설정되었다. 앞서 언급되었듯이 J2 흐름이론

을 이용, 상태변수 및 내부변수들의 증분에 기반한

점진적 구성방정식이 유도되었다. 우선 무결함 상태

에서의 균질화 구성방정식 유도 후 연속체 결함인

자와의 조합으로의 변환되었다. 일반적으로 등방경

화의 가정 만으로는 국부적 변형집중이 분석될 때,

전단밴드 생성 시의 변형율이 과대평가되는 단점이

있다. 따라서 항복함수의 곡율반경을 유지하는 이동

경화식 또는 하중발생 지점에서 예리한 곡율을 갖

는 corner 이론을 이용한 전단밴드 분석이 보다 유

리한 것으로 알려졌다[63]. 더욱이 반복하중에서의

Rachetting 또는 shake-down 분석에서도 이동경화식

이 위의 제한을 극복하는데 유리하다[32]. 본 연구에

서는 (4-4)의 Armstrong-Frederick (상첨자 AF) 변형률

과 (4-5)의 Phillips 응력율 (상첨자 PH) 의존의 두

가지 후방응력 전개를 이용하여, 이중후방응력

(combined two back-stress) 전개식이 적용되었다:

AF p p

ij ij ij e
d d da b ga= -ò ò  [47-49],    (4-4)

PH

ij ij
d da z s=  [50],    (4-5)

° ( ) ( ) ( )1AF PH
ij ij ij

d d da r a r a= + - .    (4-6)

여기서 ,?b g z 계수들은 각 후방응력 전개식에서의

경화계수들이며, 일관성조건 적용으로 다음의 상호
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의존적인 경화계수들이 얻어진다:

( ) 0
1 1

ij

ij
K

r
b ga

r z s

Sæ ö
= -ç ÷

- - è ø
,    (4-7)

( )
( )

1 1
t ij

K
r

b ga
r z

= -
- -

,
( )

( )
1 1

c ij
K

r
b ga

r z
= +

- -
,

( )1 1

2
c t

K Kr z
b

r

- - +
= ,  

( )1 1

2
c t

s

K Kr z
g

r a

- - -
= ,

위의 하첨자 ,?t c : 인장, 압축 하중을 각각 나타낸다.

한편, 
s

a 는 역하중 시 후방응력이며, 경우에 따라서

최종 후방응력( 1.5 /
u

a b g= )으로 대체될 수 있다.

그럼 전체 변형율( %dò )은 탄성( % e

dò )과 소성변형

( % p

dò )으로 분리에 이어, 나아가서 (4-8)에서 보는 바

와 같이 각 상에 대한 변형율로 분해될 수 있다:

° ° °e p

ij ij ijd d d= +ò ò ò    (4-8)
( ) ( ) ( ) ( )1e I e M p I

ij ij ij
fd f d fdé ù= + - +ë ûò ò ò

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11I I M M p I I

ijkl kl ijkl kl ij
fE d f E d fs s l- -é ù= + - + Së û

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ° ( ) ( )1 11I I M M p I I
mnijkl klmn ijkl klmn ij

fE B f E B d fs l- -é ù= + - + Së û

° ° ( ) ( )
1

p I I
ijmn mn ij

E d fs l
-

= + S , ( ) ( ), 1I Mf f f f= = - . 

여기서, ° ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11I Mf f
-

- -= + -I ME E B E B 이다[51]. 다

음과 같이 게재물 (I)의 항복함수에 대한 일관성조

건으로 변형율-응력율 관계식을 얻는다:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )21 1

2 3

I I I I I I

ij ij ij ij y
s sq a a s= - - -    (4-9)

( ) ( ) ( )21 1

2 3

I I I

ij ij y
s= S S - ,

( ) ( ) ( )1

3

I I I

ij ij kk ij
s s s dº - ,   ( ) ( ) ( )I I I

ij ij ij
s aS º - . 

또한 게재물의 소성변형율이 내부변수 소성배수

( ( )p Il )와 유효응력 ( ( )rΣ ) 항으로 표현된다면:

( ) ( ) ( )I e I p I

ij ij ij
d d d= +ò ò ò ,   (4-10)

( ) ( ) ( )p I p I I

ij ij
d l= Sò , ( ) ( ) ( )2 / 3p I p I I

e e
d l= Sò ,

여기서 ( )
1/2

2 / 3p p p

e ij ij
ºò ò ò , ( )

1/2

3 / 2
e ij ij

S º S S .

게재물의 소성변형률을 얻기 위해 게재물의 항복함

수에 대해 (4-11)과 같이 일관성조건이 적용되면: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I I I I

ij ij ij ij
d d dq s a= S -S   (4-11)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1I I I AF PH

ij ij ij ij ij
d d ds r a r aé ù= S -S + -ë û

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I I p I I p I

ij ij ij ij ij e
d d ds rb rgaé-S ë= S - +ò ò

( ) ( )1 I

ij
dr z s ù- û

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 I I p I I I

ij ij ij ij
dr z s l rbé ù= - - S - S S +ë û

( ) ( ) ( ) ( )2
0

3

p I I I I

ij ij e
l rg aS S = .

그럼, 게재물의 소성배수 ( )p Il 는:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

°
2

1 1

2 2

3 3

I

klp I I
mnklmn

II I I

abe ab e

B d
r z

l s
rb rg a

é ù- - Së û=

S - S S

로, (4-12)

결과적으로 아래와 같이 균질화 상태의 변형율에

대한 응력율 관계식이 얻어진다:

° ° °

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

°

1

2

1 13

2

ij ijmn mn

I I

I ij kl
mnklmn II I I

pqe pq e

d E d

fB d

s

r z
s

r b g a

-

= +

S S- -

S - S S

ò

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( ) % %

( ) ( ) ( ) ( )

°

1 1

2

1

1 13

2

I I M M

ijkl klmn ijkl klmn

I I
tu vwI ijtu klvw

mnklmn II I I

pqe pq e

fE B f E B

B B
fB d

r z
s

r b g a

- -= + - +

öS S- -
÷
÷S - S S ø

.

(4-13)

그러므로 탄소성 구성방정식은 다음과 같다:

° ° °
1

ij ijmn mnd L ds
-

=ò   (4-14)

° ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11I I M M
ijkl ijkl klmn ijkl klmn

L fE B f E B
-

- -= + - +

( ) ( ) ( ) ( ) % %

( ) ( ) ( ) ( )2

1 13

2

I I
tu vwI ijtu klvw

klmn II I I

pqe pq e

B B
fB

r z

r b g a

S S- -

S - S S
.

반면 위의 식이 응력율-변형율 방정식으로 전환되

면:

° ° ° ( ) ( ) ( )( ) ° °r r r
ijkl kl ijkl klij kl

d E d f L ds l= - S =ò ò ,    (4-15)

° ° ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ° % ( ) %1 1 r r r r
ijvw xy tuvwxy pqtu rskl pqrsr

ijkl ijkl

B B A E E
L E f

D

r V- - S Sé ùë û= - ,
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( ) ( ) ( ) % ( ) %

( ) ( ) % % ( ) % ( ) ( )

1 1

2

3

r r r
ef ghabef cdgh abcd

r r r r r
ef gh efabef abgh abef ab e

D B B E

B B B

r V

rb rg a

º - - S S +é ùë û

S S - S S
이다. 

2.4.2 복합재 II

복합재 II는 앞서 복합재 I와는 달리 기지와 게재

물 모두 탄소성 변형에 노출되는 것으로 설정되었

다. 그럼, 각 상의 항복함수는 동일한 형태로: 

( ) ( ) ( )21 1

2 3

I I I

I ij ij y
q s= S S - ,   (4-16)

( ) ( ) ( )21 1

2 3

M M M

M ij ij y
q s= S S - 이다.

아울러 각 상의 소성변형은 각기 상이한 후방응력

전개식에 따르는 것으로 설정되었으며, 이에 대해

기지의 후방응력은 Phillips 법칙에 지배되며, 반면

게재물의 소성변형은 Armstrong-Frederick 법칙에 따

르는 것으로 각각 가정되었다. 균질화 상태에서 복

합재 II의 전체적인 변형율의 분해는:  

° ° ° ° ° ° %1 pe p

ij ij ij ijkl ijkld d d E ds l
-

= + = + Sò ò ò ,   (4-17)

이며, 균질화 항복함수에 대한 일관성조건으로:

° ( ) ( ) ( )1I Md fd f dq q q= + -   (4-18)

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )1

I I

I I

ij ijI I

ij ij

M M

M M

ij ijM M

ij ij

f d d

f d d

q q
s a

s a

q q
s a

s a

é ù¶ ¶
= + +ê ú

¶ ¶ê úë û

é ù¶ ¶
- +ê ú

¶ ¶ê úë û
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

I I I I

ij ij ij ij

M M M M

ij ij ij ij

f d d

f d d

s a

s a

é ù= S -S +ë û

é ù- S -Së û

( ) ( ) % ° % ° ( )AFI I
tu tuvw vwijtu ijvw

fB B d ds aé ù= S -Sê úë û

( ) ( ) ( ) % ° % ° ( )
1

PHM M
tu tuvw vwijtu ijvw

f B B d ds aé ù+ - S -Sê úë û

( ) °( ) ( ) ( ) % °' '1 1I M
tu vwtuvw tuvw

fB f B dz sé ù= + - - S
ê úë û

° ( ) ° % % ° ( ) ° % ° %' '2
0

3

p p
I I

tu vw tu evwtuvw tuvw
fB fBl b l g a- S S + S S =

( ) ( ) ( )' r r r

tuvw ijtu ijvw
B B Bº . 

그럼 복합재 II에서의 균질화 소성배수 ° p

l 는: 

°
( ) °( ) ( ) ( ) %

( ) ° % % ° % ° %
°

' '

'

1 1

2

3

I M
tutuvw tuvwp

vw

I
pq rs pq erspqrs

fB f B
d

fB

z
l s

b g a

é ù+ - - S
ê úë û=

æ ö
S S - S Sç ÷

è ø

이며, 

변형율-응력율 구성방정식은 (4-19)와 같다:  

° ° °
1

ij ijkl kld L ds
-

=ò ,   (4-19)

° °
( ) °( ) ( ) ( ) % %

( ) ° % % ° % ° %

' '

1 1

'

1 1

2

3

I M
ij mnmnkl mnkl

ijkl ijkl

I
pq rs pq erspqrs

fB f B
L E

fB

z

b g a

- -

é ùé ù+ - - S Sê úê úë ûê ú= -
æ öê úS S - S Sç ÷ê úè øë û

.

마찬가지로 위의 구성방정식은 응력율-변형율 구성

방정식으로 변환되면:

° ° ° °( ) ° °p

ijkl kl kl ijkl klijd E d d L ds = - =ò ò ò .   (4-20)

° °
( ) ( ) ( ) ( ) ° % ° %' '1 1I M

ijtu pq rskl tupqrs pqrs
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fB f B E E
L E
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Vé ù+ - - S Së û= -

( ) ( ) ( ) ( ) % ° %

( ) % % ( ) % ° %

' '
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I I
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D fB f B E

fB fB

V

b g a

é ùº + - - S S +ë û

S S - S S

와 같이 표현될 수 있다. 

2.5 결함상태 복합재의 구성방정식

앞 장에서는 무결함 상태의 복합재에 대한 균질

화 탄소성 구성방정식에 대해서 언급되었으며, 여기

서는 일차원 결함인자를 기반으로 탄소성 구성방정

식이 변환되었다. 계면 박리에 따른 결함 인자는:

[ ]
6d d i

p

ff u

d
f = ,  

[ ]
6d d i

p

ff d u
d

d
f = .   (4-21)

계면결함이 고려되면, 각 상의 관계식들이 적용된

다:

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1ˆ ˆ
1

1

r r r r

ijkl ijkl ij klr
L L H

f
- -º +

-
ò ,   (4-22)

$ ( )1 d
ij ij

f= -% %ò ò ,   (4-23)
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$ ( )1 d d
ij ij ij

d d df f= - -% % %ò ò ò , (4-24)

( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ 1I M d d

ij ij ij ij
fd f d d df f+ - = - -% %ò ò ò ò , (4-25) 
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ij ij
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따라서 일례로 복합재 II에 대해서 다음을 얻는다: 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )11

ˆ
1

1 1

r I I I

ij ijkl ij kl mnklId
d f L H B

f f
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= + +ê- -ë
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d
f L H B d

f
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- + +ú -- û
%ò ò ,

∴ ( ) °( ), ,ˆ rr

ij ij
d d L df s=% %ò ò .   (4-26)

3. 국부적 변형 집중

전단밴드로 알려진 좁은 구역 내 소성변형 집중

은 결함 및 영구적 손상을 발생시키며, 궁극적인 파

단 발생으로 부품의 구조적 건전성을 잃게 된다. 하

지만, 구성방정식이 복잡해짐에 따라 강성의 결정자

( ( )det
i ijkl l

n L n )에 대한 non-trivial 해를 근거로 전단밴

드 발생조건(onset)을 얻는 기존의 박리분석(bifurcation 

analyses)[64]의 직접적인 접근이 용이치 않다. 대신

섭동(
( )0
| 0

i t
u

=
D ¹ , 0

i
uD ¹& ) 분석을[65, 66] 이용, 정성

적 비교로 제어 요소들에 의한 영향이 간접적 분석

이 본 연구에서 수행되었다. 

결함인자와의 결합으로 (5-1)의 관계식을 얻는다. 

결함인자 영향에 앞서, 별도로 후방응력의 전개의

영향에 대한 분석을 위해 등방경화, 각 상의 내부결

함 및 계면에서의 박리는 무시되었다: 

˙ ˙ ˙
1 1

ij kl klijkl ijkl
L Ls s- -D = D + D% %% %%ò .    (5-1)

˙ ˙
1

ij klijkl
L s-D @ D% %%ò .    (5-2)

0,
y

ds =  (등방경화 무시)

0d ddf f= = , ( ) ( ) 0r rdf f= =  (결함 무시).

게재물만이 소성변형을 겪는 복합재 I의 경우, 소성

변형 거동은 이중 후방응력 경화모델에서의 지배분

율(fractional factor: ρ)로 결정되는 지배적인 이동경화

전개식과 Phillips 경화계수(ζ)에 의해 결정된다. 한편,

앞에서 유도된 변형률 성동 분석 식은:

° ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) °
˙ ˙

1 1 1I I I I M M M
ij klijmn ijmn mnkl ijmn mnkl

f E R B f E B s- - -é ùD = + + Dë ûò

   (5-3)

과 같이 표현될 수 있으며, 단순화를 위해 다음의

가정도 도입되었다: ( ) const.r

ijkl
B @ , 

˙

0klsD ³% . 

예로 복합재 I에 대해 지배분율과 Phillips 경화계

수에 대한 편미분으로 다음의 결과를 얻는다:

° ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p I p I I p I I
ij ij ij

d f d f l= = Sò ò ,    (5-4)
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(5-5)

° ( ) ( )
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°
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2

1
0

2 2
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p I I

I I mn kl
ij klijmn
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f B
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e s
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æ ö S Sæ ö¶ - +
D = D £ç ÷ ç ÷ç ÷¶ è øè ø S - S S
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(5-6)

0 1r£ £ , 0 1z£ £ , ( )If f= , ( ) 1Mf f= - .

따라서, Armstrong-Frederick 이동경화가 지배적일수

록 소성변형의 증가가 감소하며(negative growth in 

perturbation), 아울러 높은 Phillips 경화계수도 섭동

의 증가를을 억제하는 역할을 하는 것으로 나타났

다. 이는 위의 두 개의 제어 변수의 변화에 따른

경화 효과의 증대가 원인으로 파악된다. 한편, 게

재물의 체적분율에 따른 영향의 분석을 위해서, 유

사하나 보다 더 단순화된 일차원적 섭동 분석이

수행되었으며, 그 결과는 다음에서 보는 바와 같

다:
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°
( )

°
( )( ) °

˙ ˙

2
0

p I

ME
E

f E
b s

b

æ ö¶
D = - D ³ç ÷ç ÷¶ è ø
ò , 

|
M

E b³ 일 때 (5-7)

섭동 분석 결과, 게재물의 체적분율 ( f )이 증가에

따라 분석 값은 증가한다. 이는 일반적으로 경도가

높은 게재물 체적분율 증가로 복합재의 강도는 증

가하나, 취성 (brittleness)의 증대에 따라 복합재가

변형에 취약해지는 현상을 반영해 주고 있다. Fig. 3

과 4는 위에서 후방응력 지배분율 (5-5) 및 Phillips 

경화계수 (5-6)의 영향에 대한 유한변분 (Finite 

difference model) 수치해석으로, 섭동 분석 결과들과

정성적으로 비교될 수 있다.

게재물 및 기지가 동시에 소성변형을 겪는 복합

재 II 경우에는 균질화된 상태 및 내부변수를 이용,

균질화 항복함수를 적용하여 소성 흐름이 얻으며, 

마찬가지로 이번에도 각종 결함은 무시되었다. 후방

응력의 전개가 단순한 Prager 법칙에 따른다면:

° % °( ) % °( ) ° % % °2 21 1 1 1

2 3 2 3
ij ijij ij ij ij y ys sq a a s s= - - - = S S - .  (5-8)
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= +ê ú
ê úSë û
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그럼, 게재물 체적분율에 대한 미분으로:

°

( )
°

˙ ˙

2 2
0

1
M I

M
f f

b b
s

b

é ù¶ -æ ö
D @ D ³ê úç ÷¶ -è øë û
ò , 

M I
b b³ . (5-11)

수치해석 결과는 Fig. 5와 같으며, (5-11)의 정성적 섭

동 분석 결과와 마찬가지로 게재물의 체적분율의

증가로 국부적 소성변형 집중현상이 증가한다.

앞장에서 유도된 구성방정식은 다시 (5-12)와 같

이 결함이 고려된 섭동성장으로 표현된다:  

Fig. 3 Variation of plastic strain at the center of work-

piece showing the effect of fractional factor ( r ): 

z = 0.4

Fig. 4 Variation of plastic strain with respect to Phillips 

coefficient (ζ) at the center of work-piece: 

r = 0.5  

Fig. 5 Distribution of equivalent strain of half of work-

piece: effect of volumetric fraction (f) of 

inclusion: z = 0.4, r = 0.5



30 윤수진 ∙ 김기근
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위의 성장식에서 2번재 항의 영향은 상대적으로 적

으므로, (5-13)과 같이 단순화가 가능하다:
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더욱이 각 상의 내부결함이 무시되면, 균질화 결함

인자는 다음과 같이 계면결함만으로 간략화 할 수

있다.

( ) 1

1

d

ijkl d
M M= =

-F
% .   (5-14)

앞서 언급되었듯이 계면결함은 소재 물성, 게재물

체적분율 뿐만 아니라 물질 계수(
0

S )를 결정하는 게

재물 입자크기와 밀접한 관련이 있다:  
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(5-15)

일반적으로 게재물 크기의 증가에 따라 영률에 대

한 영향은 비교적 적은 편이나, 전체적인 항복강도

및 파손에 대한 민감도는 증대된다[67, 68]. 입자 크

기의 영향은 성장분석을 통해 다음과 같다: 
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L s
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여기서
c

K 는
cr

s 계면 강도를 결정하는 고유 물성

이다. 따라서 주어진 게재물 체적분율에 대해서 입

자 크기의 증가로 성장이 증가 또는 국부적 변형

집중현상의 가능성이 높아짐을 알 수 있다.   

다음으로는 일축 인장(
11

0s > )에서의 응력 변화에

따른 성장 분석이 수행되었으며, 모든 변수들은 균

질화 상태에서 일차원으로 변환되었다: 

11H kk
s s s= = ,   ( 0

ij
s = , 

11
0s ¹ )   (5-18)

그럼
11e H

s s s= = . 또한 편의를 위해: 

( )/
H e

A f s sº . 

결함에 대한 매개변수 Y% 와 B% 에 대한 각 상태 및

내부변수에 의한 편미분은 다음과 같이 열거된다:
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가령 결함 발생에 따른 경화효과가 무시된다면, 즉

0dB =% 으로 가정되면, 성장에 대한 일축 방향 응력

의 영향은 (5-23)과 같이 나타난다: 
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(5-23) 

따라서 당연한 물리적 현상이지만, (5-23)에서 밝혀
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진 바와 같이 인장응력에 대해서 성장은 증가함과

동시에 국부적 소성변형 집중과 증가한다. 

한편 앞서 수치해석과 간단한 분석을 통해 게재

물 체적분율에 따른 국부적 변형집중에 대해 파악

된 바 있으나, 복합재 I의 경우, 기지의 탄성 영률이

게재물의 경화도 보다 높다는 전제( |
M

E b³ ) (식 5-

7), 또 복합재 II의 경우 상대적인 경화도 차이가 있

다는 전제( ( ) ( )M Ib b³ ) (5-11)가 각기 적용되었다. 여

기서는 강소성(rigid plasticity) 구성방정식을 적용, 성

장에서의 게재물 체적분율의 영향에 대한 분석이

재차 수행되었다. 열역학적으로 탄성 에너지가 결함

인자의 함수로 표현된 근거가 적용되었다. 강소성에

서 탄성변형은 무시되며 다음과 같다:

° ° ° %pp

ij ij ijd d l@ = Sò ò ,   (5-23)

열역학적으로 구해진 Armstrong-Frederick 이동경화

에 따른 균질화된 항복함수에 대한 일관성조건의

적용으로 다음과 같은 변형율/응력율 관계식을 얻는

다:
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° 1 1
ij ijkl kl ijkl kl

d M d dM- -= +% %% %ò ò ò ,   (5-27)
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성장 분석을 위해 보편적으로 일상에서 관찰되는

다음의 물리적 조건들이 적용되었다:

11
const.s = ,  ( ) ( )I ME E? ,  ° °R E= ,   (5-29)

( ) 1 0rR - ¹ ,  ( ) ( )1 1I MR R- -³ .      

탄성 에너지로부터 얻은 결함과 관련된 항들은 (5-

30)과 같이 간략화 되었다:
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, (결함에 의한 경화효과 무시)

따라서,
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게재물의 체적분율의 국부적 소성변형 집중에 대한

효과를 보여주기 위해서는 앞서 언급된 분석과 달

리 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ° 0M I M I
eb b g g a- - - ³ 이라는 조건이 별

도로 요구되며, 일반적으로 강도가 높은 게재물의

변형에 의한 경화정도는 기지에 비해 낮다

( ( ) ( )M Ib b> ). 상대적으로 탄성계수 영률이 높은 게

재물의 체적분율이 증가할수록 성장 또한 증대되는

것으로 간주해도 무방할 것으로 보인다.  
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4. 결 론

본 연구에서 열역학을 기반으로 결함인자를 포함

한 내부변수 전개식이 획득되었으며, 입자강화 복합

재를 대상으로 등온 변형률 독립 탄소성 구성방정

식이 유도되었다. Mori-Tanaka 기법을 이용, 응력-변

형율 관계식 균질화에 적용되었으며, 연속체 결함역

학을 적용하여 상 내부와 계면 결함인자들이 설정

되었다. 더욱이 국부적 소성변형 집중 분석에 보다

유용한 이동경화식이 이용되었으며, 후방응력의 전

개로는 융통성이 탁월한 이중 이동경화식의 조합으

로 구성되었다. 우선 무결함 상태의 탄소성 구성방

정식 유도 후, 연속체 결함인자와의 조합으로 명목

적 구성방정식으로의 변환이 이루어졌다. 더욱이 전

통적인 박리분석을 대신해 정성적인 비교/분석을 위

해 성장분석이 수행되었다. 본 연구를 통해:

(1) 내부변수의 전개를 통해 광범위한 소성 변형

및 국부적 변형집중이 묘사될 수 있다.   

(2) 또한 복합재에서의 게재물의 체적분율과 입자

의 크기가 국부적 소성변형 집중에 심대한 영향을

줌이 밝혀졌다.

본 연구에서는 열역학을 기반으로 결함인자는 탄

성에너지를 결정하는 내부변수의 함수로 표현되었

다. 한편 결함 인자는 일반적으로 변형율의 함수로

표현되나, 응력율의 함수로 표현되었다. 따라서 후

속 연구에서는 연속체 결함이 소성변형의 함수로

표현되는 구성방정식과 그에 따른 국부적 소성변형

집중에 대한 후속 연구가 필요하다.

후 기

이 논문은 2023년 정부의 재원으로 수행된 연구

결과임.
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