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대학수학 경사하강법(gradient descent method) 교수․학습자료 개발
1)

이 상 구 (성균관대학교, 교수)

남 윤 (성균관대학교, 연구원)

이 재 화 (성균관대학교, 연구원)✝

본 논문에서는 인공지능 알고리즘에서 많이 사용되는 경사하강법(gradient descent method)을 대학수학 강좌에서 인
공지능 활용사례로 사용할 수 있도록 연구한 교수·학습 기초자료를 소개한다. 특히 대학 미적분학 수준에서도 가르
칠 수 있도록 자세한 개념 설명과 함께 복잡한 함수에 관해서도 쉽게 계산할 수 있도록 파이썬(Python) 기반의
SageMath 코드를 제공한다. 그리고 실제 인공지능 응용과 연계하여 선형회귀에서 발생하는 최소제곱문제를 경사하
강법을 활용하여 풀이한 예시도 함께 소개한다. 본 연구는 대학 미적분학 뿐만 아니라 공학수학, 수치해석, 응용수학
등과 같은 고급 수학 과목을 지도하는 다양한 교수자들에게 도움이 될 수 있다.

Ⅰ. 서론

최근 인공지능(Artificial Intelligence) 기술이 발전하면서 우리의 생활 속으로 깊숙이 들어옴에 따라, 인공지능
에 대한 이해는 점차 기본 소양이 되고 있다. 특히 인공지능 속의 알고리즘은 수학적 사고를 바탕으로 설계되었

으므로, 이를 이해하고 활용하기 위해서는 여러 수학 과목(선형대수학, 미적분학, 확률/통계, 이산수학, 수치해석

학 등)의 지식이 동시에 요구된다. 이상구 외(2020a)의 최근 연구에서는 언급한 많은 수학 과목을 모두 수강하지
않고도 다양한 전공의 대학생 누구나 쉽게 인공지능에 접근할 수 있도록, 인공지능에 필수적인 기초수학 지식을

제공하는 한 학기(또는 두 학기) 분량의 강좌 운영사례를 제시하였다.

그러나 이렇게 인공지능에 필요한 수학을 제공하는 별도의 강좌를 개설하는 것 이외에, 기존의 대학수학 강
좌(미적분학, 선형대수학, 확률/통계, 이산수학 등)에서도 각 과목과 관련된 인공지능 응용 예시를 소개해주는 것

이 필요하다고 여겨진다. 이는 각 대학의 상황에 따라 별도의 강좌를 개설하는 것이 어려울 수도 있으며, 또 대

학에서 학습하는 수학 과목이 현실에서도 잘 활용되고 있음을 보여주어, 학생들에게 구체적인 학습 동기를 부여
할 수 있기 때문이다.

이에 본 연구진은 대학수학 강좌에서 활용할 수 있는 인공지능 관련 수학 교수·학습자료를 개발하기로 결정

하였다. 본 논문에서는 그 중 인공지능 알고리즘에서 중요한 위치를 차지하는 경사하강법(gradient descent
method)에 대하여 개발한 교수·학습자료를 소개한다. 경사하강법은 미분가능한 함수의 극솟값(local minimum)을

계산하는 대표적인 수치적 방법(numerical method)인데, 학습 수준에 따라 대학 미적분학 수업에서도 다룰 수

있는 내용과 이보다 높은 수준의 수학 수업에서 교육할 수 있는 내용으로 나누어 개발하였다.
영어로 gradient method 또는 steepest descent method라고도 불리는 경사하강법은 학부 수준의 수치해석
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(numerical analysis)이나 계산과학(computational science)과 같은 과목에서도 간간이 소개되는 주제이다. 그러
나, 해당 과목들 자체가 수학과나 일부 공학 전공 학생들만 수강하는 경우가 많을뿐더러, 학부 수준에서는 경사

하강법의 내용이나 교수 방법이 상당히 제한적이다. 예를 들어, Burden & Faires(2010)와 같이 경사하강법을 선

형연립방정식의 반복적 수치해법(iterative method)이나 비선형방정식의 수치해법을 다룰 때 한하여 부분적으로
소개하는 식이다. 이런 경우에는 경사하강법의 본질인 최적화의 개념을 파악하기가 쉽지 않다. 또한 Chapra &

Canale(2020)과 같이 경사하강법을 포함한 방대한 수치적 방법들이 나열된 교과서를 사용할 경우, 교수자의 관

점에 따라 경사하강법이 제외될 수도 있다. 이런 경우에는 학생들이 대학 내내 상당한 수학 과목을 수강하고도
경사하강법의 전체적 내용을 전혀 접하지 못할 수 있다. 그러나 사실 경사하강법은 형식이 단순하여 선형회귀

(linear regression), 로지스틱 회귀(logistic regression), 서포트 벡터 머신(support vector machine) 등의 인공지

능 알고리즘에 많이 사용되기 때문에 이를 전반적으로 다루어야 할 필요가 있다.
게다가 경사하강법의 핵심적인 아이디어는 대학 미적분학 수준에서 충분히 이해할 수 있음에도 불구하고 교

과 내용에는 거의 포함되지 못하였다. 일반적으로 미분을 응용한 최적화 문제에서는 함수의 극소점을 찾기 위해,

먼저 후보가 되는 임계점(stationary point)을 계산하고, 구한 임계점에서 함수가 극솟값을 갖는지를 이계도함수
또는 헤시안(Hessian)을 활용하여 판단한다. 이때 함수가 복잡한 경우에는 임계점을 구하기 위한 방정식 자체도

복잡하여 지필로 계산하기가 쉽지 않다. 그래서 대부분의 미적분학 교재에서는 지필로 계산할 수 있는 단순한

문제만 제시되고 있다. 그래서 지필로 계산하기 어려운 복잡한 함수들을 만날 때 학생들이 해결할 수 있도록 대
학 미적분학 강좌에서 경사하강법이 소개될 필요가 있다고 생각한다.

본 논문에서는 먼저 경사하강법에 관하여 소개하고, 복잡한 함수에 관해서도 쉽게 계산할 수 있도록 파이썬

(Python) 기반의 SageMath 코드를 제공한다. 이를 활용하면 미리 입력된 코드에서 함수와 조건들을 변경해가면
서 유사한 문제도 모두 해결할 수 있다. 또한 선형회귀에서 나타나는 최소제곱 문제를 경사하강법으로 해결하는

예시를 소개한다. 본 연구는 대학 미적분학을 지도하는 다양한 전공의 교수자들에게 도움이 될 기초자료가 될

것이다.

Ⅱ. 연구의 배경

1. 이론적 배경

데이터를 기반으로 하는 인공지능 알고리즘은 주어진 데이터에 잘 들어맞도록 모형을 학습시키는 과정을 거
친다. 이는 데이터를 모형에 입력하여 얻은 예측값과 관측값 사이의 오차를 나타내는 함수를 최소화하는 문제로

나타난다. 예를 들어, <표 Ⅱ-1>은 기본적인 인공지능 알고리즘인 선형회귀에서 발생하는 최소제곱문제(least

squares problem)를 보여준다.

minimize x  

 ∥xb∥, x∈ (∈× , b∈일 때)

<표 Ⅱ-1> 최소제곱문제

이렇게 제약조건(constraint)이 없이 주어진 함수를 최소화하기 위해서는 먼저 함수의 극솟값을 계산해야 한

다. 이는 극솟값 중에 제일 작은 값이 최솟값(global minimum)이기 때문이다. 그러나 비볼록(nonconvex)인 다변
수 함수의 경우, 극솟값이 모두 몇 개나 있는지 파악할 수가 없어서 어떤 알고리즘을 통하여 계산한 극솟값이

최솟값인지 파악하기가 쉽지 않다. 실제로 함수의 최솟값을 구하는 문제는 현재까지도 연구가 활발한 분야이다.
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따라서 본 논문에서는 제약조건이 없이 함수의 극솟값을 구하는 것을 대상으로 한다.
미분가능한 함수의 극솟값을 구하는 방법은 <표 Ⅱ-2>와 같이 나타낼 수 있다. 학생들이 쉽게 이해할 수 있

도록 독립변수의 개수에 따라 1변수 함수, 2변수 함수, 변수 함수의 경우로 나누어 기술하였지만, 본질은 모두
같다. 즉 극소점이 되는 후보는 페르마의 임계점 정리(Fermat’s theorem on stationary points)를 만족해야 하며,
임계점이 극소점이 되는지 확인하기 위해서는 이계도함수 또는 헤시안을 조사해야 한다. 다변수 함수의 경우, 임

계점에서의 헤시안의 고윳값(eigenvalue)이 모두 양수임을 보이거나 선행 주 소행렬식(leading principal minor)

이 모두 양수임을 보이면, 그 임계점에서 함수가 극솟값을 갖게 된다. 1변수 함수의 경우, 이계도함수의 부호가

양수이면 극솟값으로 판정되는데, 이때는 헤시안이 바로 이계도함수를 성분으로 하는 × 행렬이 되므로, 이
계도함수의 부호가 바로 고윳값의 부호이자 선행 주 소행렬식의 부호가 되어 본질은 모두 동일하다(이상구 외,

2022).

미분가능한 함수의 극솟값을 구하는 방법(1변수 함수의 경우)

문제 minimize  , ∈

[1단계]  ′   인 점(임계점) 를 찾는다.

[2단계] ″   이면, 는 의 극소점이다. 즉 는 의 극솟값이다.

<표 Ⅱ-2> 미분가능한 함수의 극솟값을 구하는 방법(1변수, 2변수, 변수 함수의 경우)

미분가능한 함수의 극솟값을 구하는 방법(2변수 함수의 경우)

문제 minimize   ,  ∈

[1단계] ∇    인 점(임계점)  를 찾는다.

[2단계]

헤시안을 ∇   



 


    

   
이라 할 때,

    이고  
＞이면,  는 의 극소점이다.

즉  는 의 극솟값이다.

, 를 ∇  의 고윳값이라 할 때,    이면,  는 의 극소점이다.

즉  는 의 극솟값이다.

미분가능한 함수의 극솟값을 구하는 방법(변수 함수의 경우)

문제 minimize x    , x   ∈

[1단계] ∇a 인 점(임계점) a를 찾는다.

[2단계]

헤시안 ∇ a에 대하여,   ⋯ 을 ∇ a의 선행 주 소행렬식이라 할 때, 모든

    ⋯ 에 대하여   이면, a는 의 극소점이다. 즉 a는 의 극솟값이다.

, , ..., 을 ∇ a의 고윳값이라 할 때, 모든     ⋯ 에 대하여  이면,
a는 의 극소점이다. 즉 a는 의 극솟값이다.
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이와 같이 의 임계점을 구하기 위해서는 방정식( ′    또는 ∇x  )을 풀어야 한다. 그러나 가
복잡한 경우에는 이 방정식을 풀기도 쉽지 않다. 대학 미적분학 교재에서는 대개 지필로 계산할 수 있는 단순한

문제만 제시되고 있어서 현실에서 지필로 계산하기 어려운 복잡한 함수를 만날 때, 미적분학 지식을 어떻게 활

용해야 하는지 어려움을 느낄 수 있다. 따라서 수치적으로 계산하는 방법도 함께 소개해줄 필요가 있다고 생각
한다.

2. 연구 방법 및 절차

본 연구진은 미적분학과 같은 대학 기초수학 과목에서도 인공지능 응용예시와 같은 최신 동향을 소개할 필요

가 있다고 판단하고, 대학 미적분학 강좌에 사용할 수 있도록 미분가능한 함수의 극소점을 계산하는 대표적인
수치적 방법인 경사하강법을 주제로 정하였다. 그리고 경사하강법과 관련된 논문과 교재 등을 검토하여 다음과

같은 방법으로 자료를 정리하였다.

① 먼저 다양한 전공의 학생들이 경사하강법을 이해할 수 있도록, 쉬운 개념과 간단한 예제로 시각화 자료를
구성하여 설명한다.

② 학생들이 수학에 관해 생각하고 논의할 시간을 충분히 갖도록 복잡한 계산에 대한 부담을 덜어준다. 특히

파이썬 기반의 SageMath 코드를 제시하여 함수와 조건들을 변경해가면서 유사한 문제도 쉽게 해결할 수
있도록 한다.

③ 선형회귀에서 나타나는 최소제곱문제를 경사하강법으로 해결한 예시를 설명한다.

④ 실제 인공지능 알고리즘에는 경사하강법을 변형한 확률적 경사하강법(Stochastic Gradient Desecnt, SGD)
이 주로 사용되므로 경사하강법의 한계에 대해서도 함께 소개한다.

⑤ 필요시 개발된 자료의 타당성에 관하여 사전 및 사후 전문가 검토를 통해 자료를 보완/완성한다.

Ⅲ. 연구 결과 및 논의

이 장에서는 경사하강법에 대한 개념 소개 및 SageMath 코드, 최소제곱문제를 경사하강법으로 해결하는 예
시에 대하여 설명한다.

1. 경사하강법 소개

경사하강법의 아이디어는 1847년 코시(Augustin Louis Cauchy, 1789-1857)가 발표한 논문(Cauchy, 1847)에서

연립방정식을 푸는 일반적인 방법으로 처음 제시되었다. 당시 코시는 천체의 궤도를 계산하기 위해 미분방정식
이 아니라 천체의 움직임을 나타내는 대수방정식을 풀려고 했는데, 소거법 대신 함수의 최솟값을 구하는 문제로

변형하여 해결하는 방법을 제시하였다. 엄밀하지는 않았던 코시의 아이디어를 설명하면 다음과 같다. 먼저 항상

0보다 크거나 같은 연속인 함수      를 만든다.1) 그리고 특정한 점    에서 의 함숫

값을 라 하자. 만일      ,     ,     , ...라 하면 는 근사

적으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

1) 예를 들면, 연립방정식       ,     문제를 함수        



  



    
를 최소화

하는 문제로 변형할 수 있다.
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     ⋯

이제 작은 양수   를 취하여  ,  ,  , ...라 하면, 다음과 같이 보다 작은 함숫

값 을 얻을 수 있다.

         ⋯  

즉  ,  ,  , ...라 하면,    에서보다 함숫값이 더 감소한 점

   을 얻게 된다. 여기서  ,  ,  , ...은 이후에 자세히 기술할 경

사하강법의 반복 단계(iteration)를 보여준다. 코시는 위의 방법을 반복적으로 진행하면 의 최솟값에 수렴하게
될 것이라고 하였다(Lemaréchal, 2012).

가. 1변수 함수의 경우

다음과 같이 1변수 함수 를 최소화하는 문제를 생각해보자. 이 내용은 (이상구 외, 2020b)를 참조하였다.

minimize  , ∈

여기서 는 목적함수(obejective function), 비용함수(cost function), 또는 손실함수(loss function) 등으로 불린
다. 본 논문에서는 인공지능 알고리즘 용어와의 일관성을 위해 손실함수라는 용어를 사용하도록 한다. 경사하강

법은 반복법(iterative method)으로 초기 근사해 에서 시작하여 특정한 반복 단계를 거쳐 이전보다 나은 근사

해 , , , , …를 생성한다. 목표는 번째 근사해  또는 극한값 (→) 에서 방정식  ′   

을 만족하도록 하는 것이다. 경사하강법의 기본 아이디어는 함수의 기울기(경사)를 구하여 기울기가 낮은 쪽으
로 계속 이동시켜서 극값에 이를 때까지 반복시키는 것으로 기본적인 알고리즘은 <표 Ⅲ-1>과 같다.

[단계 1] 초기 근사해 , 허용오차 ≤ ≪ , 학습률   를 설정하고,   로 한다.

[단계 2]   ′ 를 계산한다. 만일 ≤ 이면, 알고리즘을 멈추고 를 반환한다.

[단계 3]  ,   이라 두고, [단계 2]로 이동한다.

<표 Ⅲ-1> 경사하강법 알고리즘(1변수 함수)

우리의 목표는 함수를 최소화하는 것이므로, 경사하강법의 반복단계  가 의미하는 것은 현재

위치 에서의 함숫값 보다 더 작은 함숫값을 갖는 을 찾는 것이다. 이를 위해 에서 만큼 이동한

다. [그림 Ⅲ-1]은   ′ 의 부호에 따라 경사하강법의 움직임을 보여준다.
먼저 번째 근사해 에서 접선의 기울기   ′   이면([그림 Ⅲ-1] 왼쪽 그림) 에서 오른쪽으로

이동할 때 함수가 감소하므로 극소점 는 의 오른쪽에 있다고 판단할 수 있다. 따라서 에서   

방향(오른쪽)으로 이동하여  을 생성한다. 마찬가지로  ′   이면([그림 Ⅲ-1] 오른

쪽 그림) 에서 왼쪽으로 이동할 때 함수가 감소하므로 극소점 는 의 왼쪽에 있다고 판단할 수 있다. 따

라서 에서   방향(왼쪽)으로 이동하여  을 생성한다. 즉 경사하강법은
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   ⋯ 가 만족되도록 , , …을 찾는 것이라 볼 수 있다. 이때 는 학습률(learning rate)로

 방향으로 얼마만큼 이동해야 하는지 결정한다.2)

 ′    인 경우   ′   인 경우

   

[그림 Ⅲ-1] 경사하강법 원리

이제 다음과 같이 간단한 예제를 경사하강법으로 풀어보자.

예제 1. 함수   의 최솟값을 구하시오. (단,  ,    ,   )

이 예제는 간단한 이차함수의 최솟값을 계산하는 것으로 ′     에서 임계점은   


 이

고, 특히 는 아래로 볼록인 이차함수이므로   


에서 최솟값이 

  

 임을 쉽게 알 수 있다.

<표 Ⅲ-2>의 SageMath 코드3)를 활용하면 함수의 그래프   와 점  를 시각적으로 나타내어

경사하강법 알고리즘이 수렴하는 것을 쉽게 확인할 수 있다. 이 알고리즘을 통해 얻은 해를 소수점 아래 셋째
자리에서 반올림하면 0.75이다.

2) 알고리즘을 효과적으로 진행시키려면 적절한 값을 사용해야 한다. 예를 들어, 가 너무 크면 함숫값이 증가하여 수렴하지

않을 수도 있고, 가 너무 작으면 수렴하는 속도가 느릴 수 있다. 학습률은 대개  에서 사이의 범위에서 정하는 것으
로 알려져 있으며, 초기 학습률로는    또는   이 주로 사용된다고 한다.
https://www.andreaperlato.com/theorypost/the-learning-rate/

3) 제시된 SageMath 코드를 복사하여 웹사이트 https://sagecell.sagemath.org/에 붙여넣기 한 후 “Evaluate”를 클릭하면 바로
실행된다.

https://www.andreaperlato.com/theorypost/the-learning-rate/
https://sagecell.sagemath.org/
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f(x) = 2*x^2 - 3*x + 2 # 함수 입력
df(x) = diff(f(x), x) # 도함수 계산
x0 = 0.0 # 초기 근사해
tol = 1e-6 # 허용 오차
eta = 0.1 # 학습률
r = [] # 그래프를 그리기 위한 용도
for k in range(300):
g0 = df(x0)
r.append((x0, f(x0))) # 점 (x_k, f(x_k)) 저장
if abs(g0) <= tol:
print("알고리즘 성공!")
break

x0 = x0 - eta*g0 # 경사하강법 반복단계

print("x* =", x0) # 해 출력
print("|g*| =", abs(g0)) # 도함수의 절댓값 출력
print("f(x*) =", f(x0)) # 극솟값 출력
print("반복 횟수 =", k + 1) # 반복 횟수
p1 = plot(f(x), (x, 0, 1)) # 함수 y = f(x)의 그래프
p2 = line2d(r, linestyle = '--', color = 'grey') + point(r, color = 'red') # (x_k, f(x_k)) 그리기
p1 + p2 # 동시에 그리기
알고리즘 성공! # 도함수의 절댓값이 허용 범위내에서 매우 작다는 의미 ≈

x* = 0.749999834194560
|g*| = 6.63221759289456e-7
f(x*) = 0.875000000000055
반복 횟수 = 31

<표 Ⅲ-2> 예제 1을 해결하는 경사하강법 코드(SageMath)와 결과

나. 다변수 함수의 경우

다변수 함수의 경우에도 <표 Ⅲ-3>과 같이 경사하강법이 쉽게 확장된다.

[단계 1] 초기 근사해 x, 허용오차 ≤ ≪ , 학습률   를 설정하고,   로 한다.

[단계 2] g  ∇x를 계산한다. 만일 ∥g ∥≤ 이면, 알고리즘을 멈추고 x를 반환한다.

[단계 3] x xg ,   이라 두고, [단계 2]로 이동한다.

<표 Ⅲ-3> 경사하강법 알고리즘(다변수 함수)

여기서 스칼라 가 벡터 x로, 절댓값 가 벡터의 노름 ∥g∥로, 도함수  ′ 가 그레이디언트

(gradient) ∇x로 바뀌었지만, 기본적인 구성은 1변수 함수의 경우와 완전히 동일하다. 물론 이와같이 1변수
함수에 대한 경사하강법을 다변수 함수로 확장하여 이해하는 방식 이외에 그레이디언트의 특성을 가지고 경사

하강법의 아이디어를 설명할 수도 있다. 대학 미적분학에서 살펴보듯이 미분가능한 함수의 방향도함수

(directional derivative)와 코시-슈바르츠 부등식으로부터 d∇x가 x상에서 함수 가 가장 빠르게 감

소하는 방향임을 알 수 있다.
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d x  lim
→


xdx
 d∇x , d∇x≤∥d∥∥∇x∥

따라서 경사하강법은 현재의 위치 x상에서 함수가 가장 빠르게 감소하는 g  ∇x 방향으로 만큼

이동하여 새로운 위치 x을 얻는다고 이해할 수 있다. 다음 예제를 살펴보자.

예제 2. minimize    ,  ∈

(단,      ,   ,   ) (Dennis & Schnabel, 1996).

이 예제는 2변수 함수  의 최솟값을 계산하는 것으로, 함수 의 수식으로 판단해볼 때 점
    에서 가 최솟값을 가짐을 쉽게 알 수 있다. <표 Ⅲ-4>의 SageMath 코드를 활용하면 의
등고선(level curve) 그래프와  를 시각적으로 나타내어 경사하강법 알고리즘이 수렴하는 것을 쉽게 확인

할 수 있다. 이 알고리즘을 통해 얻은 해를 소수점 아래 셋째 자리에서 반올림하면  이다.

var('x, y') # 변수 선언
f(x, y) = (x - 2)^4 + (x - 2)^2*y^2 + (y + 1)^2 # 함수 입력
gradf = f.gradient() # 그레이디언트 계산
u0 = vector([1.0, 1.0]) # 초기 근사해
tol = 1e-6 # 허용오차
eta = 0.1 # 학습률
s = [] # 그래프를 그리기 위한 용도
for k in range(300):
g0 = gradf(u0[0], u0[1])
s.append(u0) # 점 (x_k, y_k) 저장
if g0.norm() <= tol:
print("알고리즘 성공!")
break

u0 = u0 - eta*g0 # 경사하강법 반복단계

print("x* =", u0) # 해 출력
print("||g*|| =", g0.norm()) # 그레이디언트의 노름
print("f(x*) =", f(u0[0], u0[1])) # 극솟값 출력
print("반복 횟수 =", k + 1) # 반복 횟수
p1 = contour_plot(f, (x, 0, 4), (y, -2, 2), contours = [0, 0.2,..,6], cmap = 'hsv', fill = False) # 함수 f의 등
고선
p2 = line2d(s, color = 'black') + point(s, color = 'red') # (x_k, y_k) 그리기
show(p1 + p2, aspect_ratio = 1) # 동시에 그리기
알고리즘 성공! # 그레이디언트의 노름이 허용 범위내에서 매우 작다는 의미 g ≈

x* = (1.99999964647608, -0.999999671779490)

||g*|| = 9.64795555404069e-7
f(x*) = 2.32707780035600e-13

반복 횟수 = 72

<표 Ⅲ-4> 예제 2를 해결하는 경사하강법 코드(SageMath)와 결과
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2. 경사하강법의 한계와 확률적 경사하강법

경사하강법은 물론 한계도 존재한다. 예를 들어, 1변수 함수와 같이 간단한 경우에도 함수가 비볼록이면([그

림 Ⅲ-2]), 경사하강법 적용시 시작점 이 어디냐에 따라 서로 다른 극솟값 또는 (극대도 극소도 아닌) 임계점

으로 수렴할 수도 있다. 즉 알고리즘을 통해 얻은 값이 임계점이라는 것 이외에는 보장하지 못한다. 그리고 다른

최적화 알고리즘(예. Newton’s method, Quasi-Newton method)에 비해 이론적으로 보장하는 수렴 속도가 느리

다. 또한 여기서 소개한 학습률 는 모두 고정된 상수로 택하였는데, 문제에 따라서 적절한 학습률을 선택해야
한다. 이와 관련하여 다양한 방법이 있으나 구체적인 내용은 대학 미적분학 수준을 벗어나므로 최적화 관련 문

헌을 참고하라(Bottou et al., 2018;Boyd & Vandenberghe, 2004;Fletcher, 1987;Nocedal & Wright, 2006;Sun &

Yuan, 2010).

[그림 Ⅲ-2] 비볼록인 함수의 그래프(예시)

실제 인공지능 알고리즘에서 최적화하려는 문제는 다음과 같이 특수한 형태를 가지고 있는데, 이러한 문제를
유한합 최적화(finite-sum minimization)라 한다. 여기서 는 성분함수(component function)라 한다.

minimize x  


  



 x , x   ∈

앞서 <표 Ⅱ-1>에서 언급한 최소제곱문제도 이러한 유형에 속한다. 즉 행렬 ∈×의 번째 행을

∈라 하고 b   라 하면, 다음과 같은 형태로 나타낼 수 있다.4)

minimize 
 ∥xb∥ 



  



x
 



  






x

, x∈

유한합 최적화 문제의 경우, 경사하강법을 적용하기 위해서는 그레이디언트 ∇x   



  



∇x 를

계산하여야 한다. 그러나 이 매우 큰 경우, ∇x 를 모두 계산하여 메모리에 저장하고 있는 것은 실용적

이지 않다. 현실적인 데이터는 보통 중복된 데이터들을 포함하고 있어서 모든 데이터를 반복 단계마다 사용하는
것이 효율적이지 않을 수 있기 때문이다. 이때는, 앞서 소개한 경사하강법을 변형하여 만든 확률적 경사하강법

4) <표 Ⅱ-1>에서는 이 없이 최소제곱문제를 소개하였으나 두 문제의 본질은 같다.
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(SGD)을 활용한다. 확률적 경사하강법에서는 각 반복 단계에서 임의로 하나의 성분함수를 선택하여 그 함수의

그레이디언트 ∇
x 로 전체 그레이디언트 ∇x 를 대신한다. 이렇게 하면 경사하강법보다 적은 계산 비

용으로 향상된 결과를 이끌어낼 수 있고, 특히 알고리즘의 시작 단계에서 매우 효과적일 수 있다. <표 Ⅲ-5>는
확률적 경사하강법의 기본 알고리즘이다(이상구ㆍ이재화, 2019).

[단계 1] 초기 근사해 x, 허용오차 ≤ ≪ , 학습률   를 설정하고,   로 한다.

[단계 2]

x 
x라 두고 다음을 회 반복한다. (     )

  에서 임의로 를 선택한다.

x  x ∇
x 

x  x로 한다.

[단계 3]
∥x

x∥≤이면 알고리즘을 멈추고 x를 반환한다. 그렇지 않으면   라 두

고 [단계 2]로 이동한다.

<표 Ⅲ-5> 확률적 경사하강법의 기본 알고리즘

본 논문에서는 경사하강법에 대한 이해를 목적으로 하기 때문에 SGD를 자세히 소개하지는 않는다. SGD에

관한 내용은 관련 문헌(Bottou et al., 2018;Wright & Recht, 2022)을 참고하라.

3. 인공지능 알고리즘에서 경사하강법의 활용 예시

경사하강법은 다양한 인공지능 알고리즘에 활용된다. 먼저 단순 선형회귀 모델의 계수를 최소제곱법으로 추
정하는 예시를 소개한다. 다음 예제를 살펴보자.

예제 3. 주어진 다섯 개의 점   ,   ,   ,   ,  을 지나는 최소제곱

직선(least square line)   를 소수점 셋째 자리에서 반올림하여 계산하여라.

이 예제는 주어진 데이터에 대하여 와 의 관계를 가장 잘 보여주는 일차함수   를 찾으려는 것이
다. 이와 같은 형태의 문제를 선형회귀라 한다. 가장 이상적인 상황은 모든 데이터   에 대해서

 가 만족되는 절편 와 기울기 를 찾는 것이다. 그러나 실제로는 각 데이터   에 대하여,

 라 할 때 오차 

의 합  가 최소가 되는 , 를 구한다. 따라서 다음과 같은 형태로

나타낼 수 있다(최용석, 2014;최원, 2022).

minimize    
 



<표 Ⅲ-4>의 SageMath 코드를 변형하여 시작점   , 학습률   , 허용오차   으로 설정하고,

최대 반복 횟수를 2,000으로 늘려서 경사하강법을 진행하면,  가 최소가 되는 , 는 각각   ,
  이다. 따라서 최소제곱직선은   이다(<표 Ⅲ-6>).
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var('a, b') # 변수 선언

E(a, b) = 0.5*((a + 1.2*b - 3.0)^2 + (a + 2.0*b -
4.5)^2 + (a + 3.1*b - 5.1)^2 + (a + 4.6*b - 6.0)^2 +

(a + 7.2*b - 9.8)^2) # 함수 입력

gradE = E.gradient() # 그레이디언트 계산
u0 = vector([0.0, 0.0]) # 초기 근사해

tol = 1e-6 # 허용오차

eta = 0.01 # 학습률
for k in range(2000):

g0 = gradE(u0[0], u0[1])

if g0.norm() <= tol:
print("알고리즘 성공!")

break

u0 = u0 - eta*g0 # 경사하강법 반복단계

print("(a*, b*) =", u0) # 해 출력

print("||g*|| =", g0.norm()) # 그레이디언트의 노름
print("E(a*, b*) =", E(u0[0], u0[1])) # 극솟값 출력

print("반복 횟수 =", k + 1) # 반복횟수

알고리즘 성공! # 그레이디언트의 노름이 허용 범위내에서 매우 작다는 의미 ∇ ≈

(a*, b*) = (1.86170908090266, 1.05477644336184)

||g*|| = 9.91504784356063e-7
E(a*, b*) = 0.462203036221992

반복 횟수 = 1176

<표 Ⅲ-6> 예제 3을 해결하는 경사하강법 코드(SageMath)와 결과 및 데이터와 최소제곱직선

다음은 앞서 언급한 경사하강법의 한계와 관련하여 손실함수 선택의 중요성을 로지스틱 회귀에 경사하강법을

적용하는 예시를 통해 설명한다. 로지스틱 회귀는 성공, 실패와 같은 이진 분류(binary classification) 문제에 사

용되는 알고리즘으로, 사건이 발생할 확률을 추정한다. 일반적으로 분석해야 할 데이터의 종속 변수는 분류에 따
라 0 또는 1로 나타낸다. 그리고 예측 결과는 확률이므로 0과 1 사이에 있다. 로지스틱 회귀 모형은 다음과 같은

시그모이드(sigmoid) 함수를 사용한다.

 









시그모이드 함수 는 다음과 같은 좋은 성질이 있다.
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① 모든 에 대하여     이다.

②   일 때   ,   일 때   이다.
③ 시그모이드 함수의 미분 공식은 다음과 같다. 즉 를 그대로 활용할 수 있다.

′      






⋅




 

주어진 데이터가   ,   ⋯이고 가 0 또는 1만 가질 때, 로지스틱 회귀는 다음과 같이 함숫값과

 사이의 오차를 최소화하는 와 를 찾는 것이다.

     
   



그리고 오차를 수식으로 나타내면 다음과 같다.

  
  



     


그러나 로지스틱 회귀에서는 오차보다 다음과 같은 교차 엔트로피(cross entropy)를 최소화하는 와 를 찾
는 것이 더 일반적이다.

 
  



  log         log    

왜냐하면 오차를 최소화하는 문제에서는 손실함수가 비볼록이므로, 경사하강법의 초깃값을 설정하는 것이 더
어렵기 때문이다. 다음의 예제를 통해 이를 자세히 살펴보자.

예제 4. 실패를 0, 성공을 1로 표현하고, 각 독립변수의 값마다 성공과 실패를 나타내는 데이터가
  ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,  과 같
이 열 개의 점으로 주어진다. 로지스틱 회귀 모형을 이용하여 오차와 교차 엔트로피를 계산하라.

[그림 Ⅲ-3]은 예제 4에서 오차를 손실함수로 하는 2변수 함수  를 그린 것이다. 오차  는 볼
록한 부분이 있지만 그레이디언트 ∇가 에 가까운 영역도 매우 넓어서 경사하강법이 잘 작동하지 않
을 수도 있음을 직관적으로 알 수 있다. 반면 교차 엔트로피는 [그림 Ⅲ-4]에서 보듯이 대부분의 영역에서 가파

른 기울기를 가지는 볼록함수임을 알 수 있다. 이를 수학적으로 간단히 설명하기 위해 모수가 단 한 개인 경우

를 생각해보자. 즉,   



인 모형의 교차 엔트로피는 다음과 같다.

  log       log  

이제 함수 를 정리하면 다음과 같이 간단히 할 수 있다.

  log 
      log  

   log  
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따라서 의 이계도함수는 다음과 같다.









그러므로 모든 에 대해



≥ 이고, 이는 가 볼록함수임을 의미한다. 모수가 여러 개이거나 관찰

데이터의 차원이 높고 개수가 많더라도, 유사한 방식으로 교차 엔트로피가 항상 볼록함수임을 보일 수 있다. 따라

서 교차 엔트로피에 경사하강법을 적용할 경우, 어떠한 초깃값을 설정하든 수렴하는 조건을 만족함을 의미한다.

[그림 Ⅲ-3] 예제 4의 손실함수로 오차를 사용한

경우의 그래프

[그림 Ⅲ-4] 예제 4의 손실함수로 교차 엔트로피를

사용한 경우의 그래프

실제 예제 4에 제시된 데이터에 대한 오차와 교차 엔트로피에 경사하강법을 적용하면, 오차는 시작점에 따라

수렴하지 않는 경우가 있었으나, 교차 엔트로피는 잘 작동하였다. 예를 들어, 시작점   , 학습률   ,

허용오차   로 설정하고, 최대 반복 횟수를 3,000으로 늘려서 경사하강법을 진행하면, 오차의 경우 3,000

번 반복 후에 대략  을 해로 제시하였으나, 교차 엔트로피의 경우 652번 반복 후 허용오차 범위내

에서 대략  를 해로 제시하였다. 또한 오차는 시작점에 따라 다른 점을 해로 제시하였고 허용범위
내에도 들지 못하였으나, 교차 엔트로피는 시작점을 변경하여도 허용범위 내에서 동일한 결과를 제시하였다. 따
라서 로지스틱 회귀 문제에서는 교차 엔트로피가 경사하강법을 적용하기에 더 적절함을 확인할 수 있다.

참고로 인공신경망(artificial neural network) 모형에서 로지스틱 회귀는 매우 중요한 역할을 하는데, 로지스

틱 회귀의 종속변수를 하나의 출력 노드로 보고 이러한 노드를 여러 개를 생성하는 경우를 단층 퍼셉트론
(Single Layer Perceptrons, SLP)이라 하며, 여기에 은닉층을 포함하면 다층 퍼셉트론(Multi Layer Perceptrons,

MLP)을 구성하여 심층학습이 가능하다. 그렇기 때문에 로지스틱 회귀에서 오차를 적용할 경우, 그레이디언트가

에 가까운 영역이 많아서 학습 속도가 느려지는 경사하강법의 본질적 한계를 극복하지 못하여 더 이상 인공신
경망을 발전시킬 수 없게 된다. 오차를 일반화한 평균 제곱오차(mean square error)는 1980년대와 1990년대 인

공지능 연구에서 유행했으나 점점 교차 엔트로피가 그 역할을 대체하기 시작하였다. 현대 인공신경망에서는 오

차를 최소화하는 대신 교차 엔트로피를 손실함수로 사용하여 최소화함으로써 인공지능 알고리즘 성능을 비약적



이 상 구ㆍ남 윤ㆍ이 재 화480

으로 개선할 수 있었다(Goodfellow et al., 2016).
지금까지 대학 미적분학 강좌에서 활용 가능한 인공지능 응용 사례로 경사하강법에 관하여 소개하였다. 학습

자는 이를 통해 자신이 학습하는 수학 과목이 현실에서도 잘 활용되고 있음을 느끼며 학습 동기를 구체화할 수

있을 것이다. 또한 인공지능에 관심이 있는 학습자에게는 경사하강법이 추후 관련 알고리즘을 이해하는데 탄탄
한 기초가 될 수 있다. 또한 제시한 SageMath 코드는 복잡한 함수에 대해서 수치적으로 문제를 해결하는데 적

용 가능하다.

Ⅳ. 결론 및 제언

본 논문에서는 대학 미적분학 강좌에서 활용 가능한 인공지능 관련 응용 예시로, 인공지능 알고리즘에서 많
이 활용되는 경사하강법에 관하여 소개하였다. 경사하강법에 대한 개념 소개 및 시각화 자료와 SageMath 코드,

선형회귀에서 발생하는 최소제곱문제를 경사하강법으로 해결한 예시를 함께 제시하였다. 이 과정은 미적분학에

서 도함수(또는 그레이디언트)가 왜 중요한지를 보여주는 좋은 사례가 될 수 있다. 특히 다변수 함수의 그레이
디언트가 인공지능을 구동하는데 어떻게 활용되는지를 잘 보여준다.

본 논문에서 제시하는 교수·학습자료를 활용하여 수업을 계획할 때 다음 사항을 고려하기를 제언한다.

① 학습자가 추후 인공지능 알고리즘을 공부하는 데 도움이 되도록 수업을 구성해야 한다. 예를 들어, 실제
인공지능 문제를 해결할 때, 경사하강법을 변형한 확률적 경사하강법(SGD)이 주로 사용되는데, 이는 많은

양의 데이터로부터 구성한 인공지능 문제에서 기인한다. 따라서 인공지능 알고리즘의 특징 및 경사하강법

의 근본적 한계와 이를 극복하기 위한 조치 등도 간단히 소개된다면, 학습자가 경사하강법의 본질을 파악
한 후 SGD도 유연하게 받아들이게 될 것이다.

② 인공지능을 위한 수학교육에서는 모델링의 관점에서 접근할 필요가 있다. 단순히 최적화 문제의 풀이를

위해 경사하강법을 배우는 것 이외에 주어진 문제를 최적화의 관점으로 접근할 수 있는 사고력을 길러 주
는 것이 중요하다. 무엇을 손실함수로 생각할 것인가? 문제의 근본적인 제약조건은 무엇인가? 학생들이

질문하고 고민하는 과정을 가지도록 하면, 학생들이 실제 문제에 따라 변형된 인공지능 알고리즘의 핵심

을 파악하고 이해하는데 도움이 될 것이다.

경사하강법은 미분가능한 함수를 최소화하는 기본적인 방법이지만 현재에도 인공지능 등 다양한 분야에서 지

속적으로 활용되고 있다. 따라서 대학 미적분학 강의에서 사용 가능한 코드와 함께 인공지능 응용 예시를 소개
한다면, 학생들이 미적분학을 왜 배우는지 또한 대학에서 학습하는 수학 과목이 현실에서도 잘 활용되고 있음을

보여주어, 학생들에게 구체적인 학습 동기를 부여할 수 있다. 또한 지필로 계산할 수 없는 실제 문제에 대해서도

활용 가능한 알고리즘을 제시하였으므로, 이를 바탕으로 실제적인 대안을 찾을 수 있게 된다. 본 연구는 대학 미
적분학을 지도하는 다양한 전공의 교수자들에게 기초자료로 도움이 될 것이며, 수업 교안 및 관련 교재를 집필

하는데 활용될 수 있다. 특히 인공신경망과 관련된 기초 지식인 로지스틱 회귀 모형에서 단순한 예제와 그림을

통해 어떠한 손실함수가 더 효율적인지 이해할 수 있는 자료를 제시하였다. 이로써 복잡한 컴퓨터 공학적 용어
를 사용하지 않고도 비교적 쉽고 직관적으로 설명할 수 있었다. 본 연구가 학생들이 경사하강법과 같은 인공지

능 알고리즘을 이해하는데 많은 도움이 되기를 기대한다.
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A Study on the Development of Teaching-Learning Materials for Gradient 
Descent Method in College AI Mathematics Classes5)
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In this paper, we present our new teaching and learning materials on gradient descent method, which is widely used 
in artificial intelligence, available for college mathematics. These materials provide a good explanation of gradient 
descent method at the level of college calculus, and the presented SageMath code can help students to solve 
minimization problems easily. And we introduce how to solve least squares problem using gradient descent method. 
This study can be helpful to instructors who teach various college-level mathematics subjects such as calculus, 
engineering mathematics, numerical analysis, and applied mathematics.
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