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다중 크랙을 갖는 신장 보의 수리 모델링

A Mathematical Model of the Extensible beam

with Multiple Cracks
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1. 서론

다양한 공학 분야에서 오일러-베르누이 보(Eular- 

Bernoulli beam, EB beam) 이론은 비교적 단순하지

만, 티모셴코 보(Timoshenko beam) 이론과 더불어 

보의 해석 모델로 매우 유용하게 적용된다. 이러한 EB 

beam을 바탕으로 여러 연구자는 다중 크랙 보(multi- 

cracked beam)의 닫힌 해(closed-form solution)에 

관해서 관심을 가지기 시작하였고, 주로 가상의 스프

링 모델(spring model)을 도입하여 크랙 부분의 모델

을 표현하려 하였다. 이 경우, 스프링은 가상의 등가 

강성도(stiffness)나 등가 유연도(flexibility)를 이용해 

표현하여 지배방정식을 유도하였다. 이들의 크랙에서

의 조건은 연속성을 가진 처짐과 불연속인 처짐각이 
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되며, 크랙의 위치에서 부여되는 경계조건을 구간별 

중첩한 패치 조건(patch condition)을 이용해 고유함

수를 유도한다.

그러나 이러한 연구에서 부재의 축 방향에 대한 영

향의 고려는 일반적인 휨(bending)에 대한 퍼텐셜 에

너지(potential energy)와 더불어 처짐으로 인한 축 

방향 변형에너지가 함께 고려되어야 한다. 이것은 처

짐(deflection)의 영향으로 축력이 발생하며, 따라서 

큰 처짐이 발생하는 보의 고유진동수(natural frequency)

는 이 영향을 받아서 일반적인 EB beam과는 달라진

다. 즉, 크랙 보(cracked beam) 모델에서 축방향력이 

고려된 보 모델은 축 방향 변형에너지와 함께 크랙에 

의한 영향을 동시에 고려하여야 한다.

축 방향에 대한 힘을 고려한 보의 첫 이론은 

Woinowsky-Krieger (1950)1)의 문헌에서 도입되었

으며, 초기 응력(Initial stress)과 처짐에 의한 축 방

향 변형이 고려되었다. 이러한 보는 Bell의 문헌2)에서 

신장 보(extensible beam)로 표현되었고, 비선형 항이 

포함된 방정식으로 제안되고 다루어졌다. 이후 여러 
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연구자의 연구로 다양한 모델이 선보였으며, 일반화된 

형태의 적분형 계수를 갖는 미분 방정식의 표현과 더 

확대된 수학적 배경을 마련하였다.3)

크랙 보의 경우는 크랙에 대한 가상의 회전 스프링

(rotational spring)을 이용하여 등가의 강성도 또는 

유연도를 정의하여 수리모형에 적용하는 경우가 많았

고, 다른 방법에 비해서 쉽게 모형화할 수 있었다. 그

러나 수학적 이론과 지배방정식 및 닫힌-해(closed- 

form solution)에 관한 연구는 쉽지 않았으며, 최근 

많은 연구자의 노력으로 공학적인 문제의 수리모형의 

정당성과 이론이 제시되기 시작하였다.4),5) 이후 변분

원리를 이용한 크랙의 에너지 모델이 연구되었고, 유

도된 비선형 시스템의 정해에 관한 동적 거동이 연구

되었다.6)-8) 본 기사에서는 이러한 다중 크랙 신장 보

의 크렉에 대한 에너지 모델과 지배방정식 및 고유함

수(eigen-function)에 관한 내용을 설명하고자 한다.

2. 다중 크랙 신장 보 모델

EB beam의 크랙에 대한 수학적 모형의 이론을 문

헌 [4]~[7]에 잘 소개되어 있다. 우선, 크렉의 에너지 

함수에 대해서 문헌 [4]에서 표현된 모델로 간략히 

설명하면 다음과 같다.

양단에 힌지(hinge)를 가진 탄성(elastic) 보의 구간 

 에 열린 크랙(open crack)   가 있는 시

스템의 휨 강성을  라 할 때, 휨 변형에 대한 퍼

텐셜 에너지 는 다음과 같이 유도된다.

  
 

 



 ″
 
 

 



″ 
 





″
 
 ′  ′ 

          (1)

여기서, 는 수직 변위이며 연속이고, ′은 크랙 위

치에서 불연속이며, 좌우 극한이 다르다. 이와 유사하

게 축강성이  로 정의된 모델에서 변형에 대한 

퍼텐셜 에너지 는 다음과 같이 정의된다.

  
 

 



 ′ 

′



      (2)

여기서 는 축방향 변위함수이며, 가 연속이라

는 가정에서 는 크렉에 대한 에너지 함수로는 나

타나지 않고 축력에 의한 영향만 고려된다. 이러한 까

닭에 에너지 함수의 모형은 다음과 같은 형태를 보이

게 된다.



′  ′                        (3)

여기서, 는 탄성 회전 스프링의 등가한 강성에 해

당되고, 유연도 모델의 경우는 이 값의 역수인 유연도 

파라미터가 사용되어 경계조건으로 나타난다.

이와 같은 크랙의 에너지 모델을 일반적인 파라미

터를 가진 신장 보 모델의 변형에너지 함수로 나타내

면 다음과 같다.

  
 






                         (4)

  
 






  
 





 

 

  



       (5)

여기서,  는 점프함수(jump function)이다. 

식(4)-(5)를 해밀튼 원리(Hamilton’s principle)를 이

용하여 축력이 고려된 상하 진동(transverse vibration)

의 운동 방정식(motion equation)을 유도하면 다음과 

같은 유효한 식을 얻을 수 있다.

                 (6)

여기서, ∈  ∪이고, 은 처임에 의

한 축력이다. 그러나 위의 방정식은 크랙의 위치 

에 대한 에너지 함수로부터 경계조건이 부여되며, 다

음과 같다.
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        

     
 

      
 

    

                (7)

여기서 스프링 강성 는 문헌 [9]에 잘 요약되어 

있으며, 다음과 같이 표현된다.

  





                              (8)

위의 식은 다음 <Fig. 1>의 파라미터로 표현할 수 

있으며, 의 함수는 연구자에 따라 조금씩 차이는 

있다.

<Fig. 1> Crack and crack Parameters6)

식(7)의 조건에서 의 값은 크랙에 따라 비율적으

로 표현할 수 있고, 이것은 축력이 크랙의 크기에 따

라 비례하는 값으로 표현된다.

3. 고유치와 고유함수

식(6)과 식(7) 시스템의 선형 부분에 대한 다음의 

고유치 문제를 생각해 보자.

″″   ∈                     (1)

여기서,      . 모델의 경계조건은 힌지

인 경우는

  ″  
     ″  

                     (2)

적합 조건에 의해서 크랙 포인트에서의 일반적인 

패치 조건은 다음과 같다.10)

    

″   ″
″′   ″′

 ″   ′ ′

             (7)

여기서, 는 i-번째 크랙의 유연도이며, 각 구간에 

대한 일반 해는 다음과 같다.


   sin   

cos   
sinh   
cosh   

               (8)

      및  
라 두고 패

치 조건을 이용해 이에 등가한 표현의 행렬을 구성하

면 다음과 같다.

   
 
                           (9)

식(9)의 재귀적 시퀀스(recursive sequence)에 따

라서 변환행렬로 표현하면,

   
                  (10)

식(10)은 전체 구간에 대해서 다음과 같은 자명하

지 않은 해를 갖을 조건을 얻게 된다.

  
                 (11)

위의 조건을 통해 각 구간의 계수들을 역으로 구할 

수 있으며, 이것을 만족하는 각각의 고유치  , 

   에 대응하는 고유함수는 다음과 같이 표현

할 수 있다.

  

 
 

 

   


          (12)

여기서,    , 는 헤비사이드 함수

(Heaviside function)이다.
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이상과 같이 시스템(6)과 경계조건(7)을 이용한 시

스템의 고유 기저를 식(12)와 같이 표현하여 크랙을 

가진 상하 진동 신장 보의 해석적 정해를 얻어 구조

물을 해석한다.

4. 결언

크랙을 갖는 보의 에너지 함수와 이것을 적용한 시

스템의 지배방정식에 대해서 다루었다. 에너지 함수의 

수학적 모델의 의미와 해밀튼 원리를 이용한 방정식

의 유도 및 크랙이 고려된 시스템의 고유함수를 유도

하고 이것을 이용해 주파수 영역을 고려하는 상미분 

지배방정식을 유도할 수 있다. 크랙의 함수에 따라 다

소간의 차이를 보일 수 있지만 구하여진 고유치를 바

탕으로 시스템의 안정성을 연구할 수 있는 유용한 방

법이며, 해석적 정해를 통해서 시스템을 관찰할 수 있

으므로 보다 다양한 시스템에 적용하여 활용할 수 있

을 것으로 생각된다.
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