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History of solving polynomial equation by paper
folding

종이접기를 활용한 방정식 풀이의 역사

CHOI Jaeung 최재웅 AHN Jeaman* 안재만

Paper folding is a versatile tool that can be used not only as a mathematical model
for analyzing the geometric properties of plane and spatial figures but also as a
visual method for finding the real roots of polynomial equations. The historical
evolution of origami’s geometric and algebraic techniques has led to the discov-
ery of definitions and properties that can enhance one’s cognitive understanding
of mathematical concepts and generate mathematical interest and motivation on
an emotional level. This paper aims to examine the history of origami geometry,
the utilization of origami for solving polynomial equations, and the process of de-
termining the real roots of quadratic, cubic, and quartic equations through origami
techniques.
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1 서론

종이접기는 본질적으로 수학분야의 연구 대상이 될 수 있는 다양한 속성을 가지고 있다.
종이를 접고 펴는 과정에서 얻게 되는 종이주름은 평면의 직선 또는 선분에 대응하며 이들

의 패턴은 기하학, 정수론, 위상수학, 조합론 및 그래프 이론 등 여러 분야의 수학적 내용을
담고 있다.
종이접기 수학이 언제 어디서부터 발생했는지는 일부 논쟁의 여지가 있지만 Michael

Friedman [9]은 그 시작을 16세기 초반 Albrecht Dürer가 다면체를 나타내기 위해 종

이접기를 활용한 것에서 찾는다. 18세기에는 종이접기가 합법적인 증명 절차로 인정되어
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2 History of solving polynomial equation by paper folding

평행선 공리의 증명을 위한 도구로서 사용되었고, 19세기 이후에는 시각 및 손으로 만지고
느끼며 경험할 수 있는 수학적 모델을 만들기 위해 사용되었다 [9, 13, 12].
종이접기를 수학적으로 모델링하는 가장 기본적인 방법은 종이와 종이 위의 한 점을 각

각 복소평면과 그 위의 복소수에 대응시키는 것이다. 이때 종이주름선은 평면 위의 한 직
선에 대응되며 종이를 접는 것은 직선에 대한 대칭이동으로 볼 수 있다. 이러한 관점에서
종이접기를 결정하는 접기법에 대한 연구가 1980년대 중반부터 2000년대까지 있었고, 그
결과 7가지 접기법으로 명확하게 정의될 수 있음이 증명되었다 [3, 1, 16]. 이러한 7가지

종이접기 방법은 단일 접기에 대한 공리로 채택되어 후지타-하토리 공리(Huzita-Hatroi
Axiom)로 불리며 이로써 종이접기 기하학에 대한 공리적 접근이 가능하게 되었다.
19세기와 20세기에는 종이접기를 활용하여 다항식의 해를 기하학적으로 찾는 방법에

대한 연구가 이루어졌다. 종이 위의 두 점은 복소평면의 두 점 0과 1에 대응시킬 수 있

고, 이로부터 후지타-하토리 공리의 7가지 방법으로 접어서 구성할 수 있는 복소수들이

무엇인지 이론적으로 생각할 수 있다. 이는 대수적으로 ‘종이접기 수(Origami numbers)’
를 정의할 수 있게 하며 이러한 수들의 집합이 체(Field)를 이룬다는 것을 증명할 수 있다
[14]. 어떠한 다항방정식의 해가 종이접기 수가 되는가에 대한 질문은 자연스러우며 이를
종이접기로 구성하는 과정은 대수와 기하학의 연결고리로서 종이접기가 활용되는 중요한

예가 된다.
본 논문에서는 종이접기를 활용하여 방정식의 해를 구하고자 했던 시도들이 역사적으로

어떻게 진행되어 왔는지 개괄하여 정리하고, 차수가 4 이하인 다항방정식의 실근은 종이

접기로 구할 수 있음을 설명한다. 또한 이차, 삼차방정식의 식이 구체적으로 주어질 때 릴
의 방법(Lill’s method) [13, 20], 벨로치 접기(Beloch’s fold) [9, 16] 그리고 알페린 접기
(Alperin’s fold) [2, 13] 등을 사용하여 실근을 구하는 구체적인 접기 과정을 설명한다. 한
편 사차방정식의 경우 해를 종이로 접는 방법이 존재함을 증명할 수 있으나, 삼차방정식의
경우처럼 일반적인 접기 방법은 알려져 있지 않다. 차수가 4 이상인 고차방정식의 해를

종이로 접는 기하학적 방법을 찾기 위해, 여러 개의 주름을 동시에 접는 다중 접기에 대한
연구가 최근 진행되고 있다. 본 논문에서는 2개의 주름을 동시에 접는 접기 방법을 간단히

소개하고, 이를 활용하여 사차방정식의 실근을 구하는 방법을 설명한다.

2 종이접기의 기하학의 역사

16세기 Albrecht Dürer(1471–1528)와 Francesco Maurolico(1494–1575)는 종이접기
를 기하학과 접목하여 다면체의 성질을 입증하기 위한 도구로 사용하였다. 18세기에 이

르러 종이접기는 대칭의 개념과 연관되어 합법적인 증명 절차로 받아들여졌고, Johann
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Heinrich Lambert(1727–1777)는 평행선 공리에 대한 증명을 위해 종이접기를 활용하였
다 [9].
19세기에는 Bernhard Riemann(1826–1866)이 1854년에 리만 기하학과 비유클리드 기

하학의 기초를 제공하면서 유럽 수학자들 사이에서 이와 관련된 연구를 위해 종이를 사용

하기도 하였다. 1868년 Eugenio Beltrami(1835–1900)는 음의 상수 곡률을 갖는 타원면,
쌍곡면, 포물면을 석고와 종이로 제작하여 음의 상수 곡률을 갖는 곡면이 존재함을 보였고,
쌍곡면과 포물면을 모두 갖는 유사구(pseudosphere)의 제작을 위해 종이를 사용하였다

[9].
영국에서는 Dionysius Lardner(1793–1859)가 당시 유클리드 원론에 기초한 기하교육

을 비판하며, 학교와 대학에서의 기하교육을 위해 ‘운동 (motion)’의 개념을 사용해야 한
다고 주장하였다. 그는 기하학에서의 증명 방법으로서 접기를 생각하고 이를 통해 대칭의
개념을 강조하였다 [19]. 평면 기하학에서 기하학 명제를 증명하기 위해 종이접기를 고려한
또 다른 수학자로 Olaus Henrici(1840–1918)가 있다. 그 또한 접기와 대칭 사이의 관계를
개념화하였고 이러한 Henrici의 연구는 Tandalam Sundara Row(1853년생)에게 영향을
미쳤다 [11].

Figure 1. Folding of Successive Rectangles and Regular Nonagon; 연속 사각형 및 구각형 접
기

19세기에 실제적이고 구체적인 활동을 통해 수학적 모델을 만들어 기하를 교육하고 연
구하고자 하던 시도는 당시 유아교육에도 영향을 미쳤다. Friedrich Fröbel(1782–1852)
은 이러한 흐름 하에 기하적 원리에 기반한 종이접기 활동을 제안하였다 [10]. Henrici와
Fröbel의 영향을 받아 Row는 [Figure 1]과 같이 종이접기로 정다각형(정오각형, 정육각
형, 정팔각형, 정구각형 등)을 만들었고, 원과 이차곡선에 대한 개념에 접기를 활용하였다.
그는 이런 활동을 기초로 1893년에 그의 책 “Geometric Exercises in Paper Folding”을
발간하였다 [9].
다각형의 작도 가능성에 대한 Gauss-Wantzel 정리 [7]에 의하면 정구각형은 작도 불가

능하다는 사실이 알려졌지만, 그는 정구각형을 종이접기로 접을 수 있을 뿐만 아니라 종이
접기로 120◦의 삼등분이 가능함을 보였다 [9]. 또한 그는 [Figure 2]와 같이 직선 밖의 한
점을 직선 위의 한 점에 올리는 접기를 할 때 생기는 주름들의 포락선(envelope)이 포물선
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임을 발견하였고, 이때 각각의 주름선은 포물선의 접선이 된다는 사실을 발견하였다 [23].

Figure 2. Folding of a Parabola; 포물선 접기

19세기 당대 영향력이 컸던 수학자 Felix Klein(1849–1925)은 1895년 그의 강연에서

Row의 종이접기 기하학 책 “Geometric Exercises in Paper Folding”을 언급하여 그 당
시 교육 및 수학계에 종이접기 기하에 대한 관심을 불러일으켰다 [12, 21]. 이후 Giovanni
Vacca(1872–1953)는 Row의 책에 영향을 받아 접기에 대한 수학사를 주제로 논문을 발표
하였고 Margherita Piazzolla Beloch(1879–1976)는 Vacca의 논문을 읽고 Row의 책에

영향을 받아 종이접기로 삼차방정식을 푸는 방법을 연구하게 되었다 [12, 24].
Beloch는 Row의 ‘한 점을 직선 위로 올리는 접기’에 대한 아이디어에 영감을 받아 ‘두

점을 두 직선 위에 동시에 올리는 접기’인 ‘벨로치 접기(Beloch’s fold)’를 정의하였다. 그
녀는 Row의 발견으로부터 추론하여 벨로치 접기를 할 때 생기는 주름선은 두 포물선의 공
통접선이 된다는 기하적 의미를 발견하였다. 이러한 공통접선을 대수적으로 구하는 문제는
삼차방정식의 해를 구하는 것과 동치인 사실을 이용하여 그녀는 이를 정육면체의 부피를

두 배로 만드는 델리안 문제(Delian problem), 즉 방정식 x3 = 2의 실근 3
√
2를 종이접기

방법으로 해결할 수 있음을 증명하였다 [12]. 이는 오래된 작도 불능 문제가 종이접기로는
가능함을 보여주는 결과이며, 눈금없는 자와 컴파스로 구성할 수 있는 기하와 종이접기로
구성할 수 있는 기하의 차이를 보여준다. Beloch는 이를 일반화하여 삼차방정식의 해를

종이접기를 활용하여 구하는 기하적 방법을 설명하고 이를 1935년과 1936년에 두 편의

논문으로 발표하였다 [12].
Beloch는 그녀의 연구 결과를 발표하며 1867년에 발표된 Eduard Lill(1830–1900)의

접기 방법을 인용하였다. 이는 방정식의 실근을 그래프를 사용하여 시각적으로 찾는 ‘그래
프 방법(graphical method)’으로 현재 릴의 방법(Lill’s method)으로 불린다. 릴의 방법
은 임의의 차수를 가지는 다항방정식의 계수 경로로부터 릴의 경로를 구하여 기하학적으로

방정식의 해를 구하는 방법을 제공하지만, Lill이 자신의 논문에서 종이접기와의 연관성을
언급하지는 않았다 [20]. 그러나 Beloch는 삼차방정식의 경우 릴의 방법과 종이접기와의
연관성을 발견하고 실근을 구하기 위해 두 점을 두 직선 위에 올리는 접기 방법을 사용하
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Figure 3. Lill’s method; 릴의 방법

였다. [Figure 3]은 삼차방정식 ax3+ bx2+ cx+ d = 0을 릴의 방법으로 해결하는 과정을

보여준다.
Beloch의 결과는 한 번에 한 개의 주름을 접는 단일 접기를 다루었기에 고차방정식의

종이접기 해법에 적합하지 않다. 여러 개의 주름선을 동시에 접는 다중 접기에 대한 연

구는 후대 기하학자들에 의해 이루어졌다. Robert Lang과 Roger Alperin(1947–2019)은
세 개의 주름을 동시에 접어 특정한 오차방정식의 해를 구하였다. 실제로 세 개의 주름을
동시에 접고 조정하는 작업은 매우 복잡하고 어렵기 때문에 종이접기로 오차방정식의 실

근을 구하는 것은 쉽지 않은 일이지만 컴퓨터의 도움을 얻어 주름선을 디자인하는 것이 가

능하다 [1, 12]. Lang과 Alperin은 이를 일반화하여 임의의 n차 방정식의 해는 n−2개의

주름을 동시에 접어 풀 수 있다는 정리를 증명하였다 [1, 17]. 이후 Yasuzo Nishimura는
일반적인 오차방정식의 해를 종이접기로 구하기 위해서는 2개의 주름이면 충분하다는 사

실을 보였고 [22], Joachim König와 Dmitri Nedrenco는 차수가 7인 일반적인 유리계수

다항방정식은 2개의 주름을 동시에 접어 풀 수 있다는 것을 보였다 [17].
Beloch의 결과가 당시 수학자들의 흥미를 끌지 못하였다는 사실을 주목할 필요가 있다.

그녀가 활동하던 시기에 파시즘이 이탈리아에서 부상하면서 유럽 다른 지역과의 학술 교류

가 어려웠고, 그 결과 그녀의 연구는 이탈리아 내에서만 알려지게 되었다. 또한 비유클리드
기하, 리만 기하, n차원 벡터공간과 함수공간, 힐베르트 공간 등 공간 기하에 대한 연구가
활성화되고 있던 당시에 그녀의 연구가 2차원 평면 기하에만 국한되었다는 점과 종이접기

기하학이 순수수학보다는 수학교육의 한 분야로써 분류되었다는 점이 그 이유라 할 수 있

다 [9]. 그러나 이러한 Beloch의 결과는 1980년대에 Humiaki Huzita에 의해 소개되면
서 종이접기 기하에 대한 국제적 관심이 재개되었다. 일본계 이탈리아 수학자 Humiaki
Huzita(1924–2005)는 1989년에 열린 국제학술회의인 “The First International Origami
Science and Technology”에서 벨로치의 논문을 소개하였고 이와 함께 벨로치 접기로 삼
차방정식의 실근을 구하는 방법을 설명하였다.
20세기 초반에 힐베르트가 주도한 수학의 형식화 운동이 일어나면서 많은 수학자들이
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유클리드 기하와 비유클리드 기하에 대한 공리화를 시도했다 [5, 25]. 그러나 종이접기 기
하학에 대한 공리화는 20세기 말에 와서야 이루어졌다 [9]. 종이접기 기하학에서의 공리는
1980년대 Jacques Justin에 의해 처음으로 주어졌다 [16]. 그는 Peter Messer에게 영감을
얻어 7개의 공리를 제안하였으나 그의 논문은 수학자들의 주목을 받지 못했다. 이와 독립
적으로 비슷한 시기에 Humiaki Huzita [15]도 종이접기에 대해 체계적인 연구를 수행하
여 6개의 공리(공리 1-공리 6)를 발표하였고, 2000년대 초 Koshiro Hatori에 의해 오랜기
간 간과되었던 Justin의 공리7이 재발견되었다 [1]. 이러한 이유로 종이접기의 7개의 공리

집합은 Huzita-Hatori Axioms 또는 Huzita-Justin Axioms로 불린다. 2010년 Alperin
과 Lang은 공리1부터 공리5까지 5가지 접기 방법으로 구성할 수 있는 것은 공리6 하나로
가능하다는 것을 증명했다 [1]. 따라서 종이접기 공리는 공리6과 공리7만으로 충분하지만
1980년대 이후 종이접기 분야에서 지속되어 온 관례를 따라 7개의 공리로 기술한다. 이후
단일 접기에 관한 이 공리 집합은 두 개 이상의 주름을 동시에 접는 다중 접기 구조로 발

전하였다 [1].

다음은 후지타-하토리 공리를 구성하는 7가지 종이접기 방법이다.

후지타-하토리 공리(Huzita-Hatori Axioms)

Axiom 1. 두 점 p1, p2에 대하여, 두 점을 지나는 접기 방법은 유일하다.

Axiom 2. 두 점 p1, p2에 대하여, p1을 p2위에 올려 접는 방법은 유일하다.

Axiom 3. 두 선분 l1, l2에 대하여, l1을 l2위에 올려 접을 수 있다.

Axiom 4. 점 p와 선분 l에 대하여, 선분 l에 수직이며 점 p를 지나도록 접는 방법

은 유일하다.

Axiom 5. 두 점 p1, p2와 선분 l1에 대하여, 점 p1을 선분 l1위에 올리면서, 접힌
주름이 점 p2를 지나도록 접을 수 있다.

Axiom 6. 두 점 p1, p2와 선분 l1, l2에 대하여, 점 p1을 선분 l1 위에 놓음과 동시

에, 점 p2가 선분 l2 위에 놓일 수 있도록 접을 수 있다.

Axiom 7. 한 점 p, 두 선분 l1, l2에 대하여, 점 p를 선분 l2위로 올리면서, 접힌 주
름이 선분 l1과 수직이 되도록 접을 수 있다.

1989년에 종이접기 기하학을 위한 공리가 세워진 후 종이로 접을 수 있는 것과 없는

것이 무엇인지, 만약 접을 수 있다면 실제로 어떻게 접을 수 있는지에 대한 문제가 제기

되었고 이는 기하학적 접기 알고리듬 및 계산 문제로 발전하였다. MIT 대학의 교수 Erik
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Demaine [8]은 기하학 접기 알고리듬에 대한 연구를 수행하여 종이로 접을 수 있는 주름
패턴을 밝히고 어떠한 대상을 종이로 접을 수 있는가 연구하였다. 이 연구는 컴퓨터 프로
그램뿐 아니라 특정 알고리듬을 사용한 계산 가능성 문제와 관련이 있기 때문에 컴퓨팅

이 종이접기에 중요한 역할을 하게 되었다. 주름 패턴에 관한 기본정리는 Jun Maekawa,
Toshikazu Kawasaki 그리고 Jacques Justin의 선행 연구가 있었으며, Robert Lang [18]
은 이를 바탕으로 종이접기 디자인 알고리듬과 컴퓨터 프로그램을 개발하였다.

3 종이접기를 활용한 방정식의 풀이

이 장에서는 종이접기를 활용하여 이차, 삼차, 사차방정식의 해를 기하학적으로 어떻게
구할 수 있는지 설명한다.

3.1 릴의 방법 (Lill’s method)

오스트리아 공학자 Lill은 1867년 다항방정식의 해를 시각적으로 볼 수 있는 방법을 제
시하였다. 릴의 방법은 다항방정식

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (1)

의 실근을 구할 수 있는 기하학적 방법이며 다음과 같다.
첫째, 원점 O에서 출발하여 방정식 (1)의 계수 경로를 구한다. 먼저 xn의 계수가 1이므

로 원점 O에서 x축을 따라 점 (1, 0)까지 이동하고, 이어서 xn−1 계수의 부호가 양수이면

90◦회전하고, 음수이면 −90◦회전한 후 계수의 절댓값만큼 좌표축에 평행하게 이동한다.
같은 방법으로 나머지 계수들에 적용하면 계수 경로를 얻을 수 있다. 경로가 끝나는 마지막
위치를 점 T로 나타내자.
둘째, 원점 O에서 출발하여 계수 경로는 n개 이하의 선분으로 이루어진다. 계수 경로

를 이루는 각 선분 위에 한 점을 택한 후 원점에서 시작하여 이 점들을 선분으로 연결하여

그린다. 이때 그려진 선분들이 서로 수직이 되면서 마지막 선분이 점 T를 지나도록 조정

한다. 이렇게 얻어진 경로를 릴의 경로라 하자.
셋째, 릴의 경로를 이루는 첫 번째 선분의 기울기를 m이라고 하면, −m은 다항방정식

(1)의 해가 된다 [20].
예를 들어 계수가 모두 양수인 이차 방정식 x2+a1x+a0 = 0을 생각해보자. 점 O로부터

x축의 양의 방향으로 계수 1만큼 이동하여 점 A(1, 0)을 구하고, 점 A로부터 y축의 양의

방향으로 a1만큼 평행이동하여 점 B(1, a1)을 구한다. 점 B로부터 x축의 음의 방향으로

a0의 크기만큼 평행이동하여 점 T (1− a0, a1)를 구하면 이차 방정식 x2 + a1x+ a0 = 0

의 계수 경로를 얻을 수 있다.
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Figure 4. Finding solutions of a quadratic equation using Lill’s method; 릴의 방법을 활용
한 이차 방정식의 해 구하기

계수 경로로부터 릴의 경로는 다음과 같이 찾을 수 있다. 이는 각 ∠OXT = 90◦을 만

족시키도록 선분 AB의 연장선 위에 있는 점 X를 찾는 문제와 같다. 먼저 점 (2, 0)을 지

나며 선분 AB에 평행한 직선 L을 잡고 점 O를 직선 L 위로 접을 때 생기는 주름선이 점

T를 지나도록 조정한다. 이때 주름선이 AB의 연장선과 만나는 점을 X라 하면 TX와

선분 OX는 서로 수직이고 따라서 ∠OXT = 90◦가 된다. 두 점 O, X를 지나는 직선의
기울기를 m이라 하면 릴의 방법에 의해 x = −m은 이차 방정식 x2 + a1x+ a0 = 0의 해

가 된다 [1, 13]. 이때 선분 AX의 길이는 m이므로 이는 주어진 이차 방정식의 해에 대한

기하학적 의미를 가진다.
[Figure 4]는 릴의 방법으로부터 종이접기를 이용하여 이차방정식 x2 + a1x + a0 = 0

의 실근을 구하는 방법을 보여준다. 종이접기 주름은 동적 기하 소프트웨어인 지오지브라
(GeoGebra)를 사용하여 구현할 수 있다 [1].

3.2 벨로치 접기 (Beloch’s fold)

Beloch는 1934년 Row가 제시한 접기 방법, 즉 한 점을 한 직선 위에 올리는 접기를

일반화하여 두 점을 두 직선 위에 올리는 접기 방법으로 발전시켰다 [9]. 평면 위의 한 점
P를 한 직선 l 위에 올리는 접기를 할 때 점 P가 놓이는 l위의 점을 Q라 하자. 이때 얻게
되는 주름선을 m이라 하면 종이접기의 대칭성으로부터 직선 m은 선분 PQ의 수직이등

분선이 됨을 알 수 있다. 또한 점 Q를 지나며 직선 l에 수직인 직선 n이 주름선과 만나는

점은 점 P와 직선 l로부터 거리가 같다 ([Figure 5] 참조). 따라서 직선 l 위의 점 Q의 위

치를 바꾸어가면서 반복해서 접을 때 생기는 주름선들의 포락선은 점 P를 초점으로 하고

직선 l을 준선으로 하는 포물선이 된다. 한 점을 한 직선 위에 올리는 접기를 수행할 때 얻
게 되는 주름선은 기하적으로 포물선의 접선을 의미하고, 이는 대수적으로 이차 방정식의
해를 구하는 것과 동치이다 [13, 12].
Beloch는 Row의 개념을 확장하여 [Figure 6]과 같이 두 점을 두 직선 위에 동시에 올

리는 접기를 고려하였다. 이는 벨로치 접기(Beloch’s fold)라 하며 이때 생긴 주름선은 두
점 P1, P2를 초점으로 하고 두 직선 l1, l2를 각각 준선으로 하는 두 포물선의 공통접선이
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Figure 5. Folding the point P onto a line l; 점 P를 한 직선 l 위에 올리는 접기

Figure 6. Beloch’s fold; 벨로치 접기

된다 [12]. 이것이 벨로치 접기의 기하학적 의미이며 두 포물선의 공통접선을 구하는 것은
대수적으로 삼차 방정식을 푸는 것과 같다.
주어진 두 점 P1, P2와 두 직선 l1, l2에 대하여 벨로치 접기 방법은 많아야 3가지가 존

재한다 [4]. 그 이유를 밝히는 과정은 대수와 기하가 어떻게 연관되는지를 보여주는 좋은
예가 된다. 이를 기하학적으로 살펴보기 위해 지오지브라(GeoGebra)를 사용할 수 있다.
먼저 두 점 P1, P2 그리고 직선 l1을 좌표평면 위에 나타낸 후 점 P1을 직선 l1위의 임의

의 점 Q로 올리는 접기를 시행한다. 그러면 이 접기에 의해 점 P2는 직선 l1에 대칭인 점

P ′
2로 이동한다. 이제 지오지브라의 ‘자취그리기’ 기능을 사용하여 점 Q의 위치를 이동시

키면 점 P ′
2의 자취는 하나의 곡선 C가 된다. 이 곡선은 점 P2의 좌표에 의존하며, 점 P2

의 위치에 따라 다양한 모양으로 그려진다. [Figure 7]은 점 P1(1, 2)와 직선 l1 : y = 0에

대해, 점 P2의 위치에 따른 곡선 C의 그래프를 지오지브라로 나타낸 것이다.
이제 직선 l2를 고려하면 벨로치 접기는 기하학적으로 직선 l2 위에 점 P ′

2가 놓이는 경우

이므로, 그 경우의 수는 직선 l2와 곡선 C의 교점의 개수와 같다. 곡선의 형태는 바뀌어도
이러한 교점의 개수가 3개 이하만 존재한다는 사실은 지오지브라(GeoGebra)를 활용하여
다양한 곡선을 그려 예측할 수 있다. 그러나 이 사실을 엄밀히 증명하기 위해서는 곡선 C

의 자취의 방정식과 직선 l2의 연립방정식의 해를 구하는 것이 필요하다.
벨로치 곡선 C의 방정식을 구하기 위해 두 점의 좌표를 각각 P1(0, a)와 P2(b, c)로 놓

고 두 직선을 각각

l1 : x = −a, l2 : y = dx+ c
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Figure 7. Drawing Beloch curve using GeoGebra; 지오지브라를 활용한 벨로치 곡선 그리기

로 정하자. 그러면 점 P2의 대칭점 P ′
2의 자취의 방정식, 즉 곡선 C를 나타내는 식은

−2a(b− c)2 + (c− y)(b2 + c2 − x2 − y2) = 0

이 됨을 증명할 수 있다 [4]. 곡선 C의 방정식은 차수가 3인 대수 곡선(algebraic curve)
을 나타내며, 일반적인 경우에 타원 곡선이 됨을 알 수 있다. 직선 l2의 식을 곡선 C의 방

정식에 대입하여 연립하면 삼차방정식을 얻게 되고 벨로치 접기 방법의 개수는 삼차방정

식의 해의 개수와 같다. 따라서 벨로치 접기는 최대 3가지 방법이 있음을 알 수 있다 [12].
이러한 이유로 벨로치 접기는 임의의 삼차방정식의 실근을 구하는 종이접기 방법과 연관

이 있음을 유추할 수 있다. 그녀는 이러한 연관성을 밝히기 위해 릴의 방법을 도입하였다.
일반적으로 방정식의 해를 릴의 방법으로 구하기 위해 릴의 경로를 구성하는 것은 쉬운

일이 아니다. Beloch의 중요한 업적은 삼차방정식의 실근을 구하기 위해 벨로치 접기를

이용하여 릴의 경로를 찾는 방법을 제시한 것이다. 그녀는 임의의 삼차방정식의 실근을

얻기 위해 계수 경로를 원점 O에서 점 T까지 나타낸 후, 두 점 O, T를 특정한 두 직선

위에 동시에 올리는 접기를 시행하여 릴의 경로를 찾을 수 있음을 보였다 [1, 9, 13, 12].
[Figure 8]은 모든 계수가 양수인 삼차방정식 ax3 + bx2 + cx+ d = 0의 실근을 벨로치

접기와 릴의 방법으로 구하는 방법을 보여준다. 이를 설명하면 다음과 같다.
선분 P1P2를 포함하는 직선을 주름선으로 하여 접을 때 원점 O가 대칭이동된 점을 A

라 하자. 또한 선분 P2P3을 포함하는 직선을 주름선으로 하여 접을 때 점 T가 대칭이동된

점을 B라 하자. 점 A를 지나며 x축에 수직인 직선을 L1, 점 B를 지나며 y축에 수직인

직선을 L2라 하고 두 점 O와 T를 두 직선 L1와 L2 위에 각각 올리는 벨로치 접기를 시

행한다. 이때 생기는 주름선이 계수 경로와 만나는 두 점을 Q1, Q2라 하자. 그러면 선분
OQ1의 기울기 m에 대하여 −m은 주어진 삼차방정식 ax3 + bx2 + cx + d = 0의 해가

된다. 이는 다음과 같이 보일 수 있다.
∠Q1OP1 = θ로 놓으면 m = tan θ이다. 세 개의 삼각형 △Q1OP1, △Q2Q1P2 그리고
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Figure 8. Finding a solution of a cubic equation using Lill’s method; 릴의 방법을 활용한
삼차방정식의 해 구하기

△TQ2P3은 닮은 삼각형이므로

m = tan θ =
P1Q1

OP1

=
P1Q1

a
=

b−Q1P2

a

이고 따라서 Q1P2 = b− am이다. 또한

m = tan θ =
Q2P2

Q1P2

=
Q2P2

b− am
=

c−Q2P3

−am

이고 따라서 Q2P3 = am2 − bm+ c이다. 마지막으로

m = tan θ =
P3T

Q2P3

=
d

am2 − bm+ c

이므로 이를 정리하면

a(−m)3 + b(−m)2 + c(−m) + d = 0

을 얻는다. 따라서 x = −m은 삼차방정식 ax3 + bx2 + cx+ d = 0의 해가 된다.

3.3 알페린 접기 (Alperin’s fold)

주어진 임의의 삼차방정식 x3 + ax2 + bx + c = 0에 x = z − a

3
를 대입하여 정리하면

다음과 같이 z에 대한 삼차방정식을 얻는다.

z3 +

(
3b− a2

3

)
z −

(
9ab− 27c− 2a3

27

)
= 0

따라서 일반적인 삼차방정식의 풀이는 이차항의 계수가 0인 삼차방정식

x3 + ax+ b = 0 (2)

의 경우만 다루어도 충분하다. 2010년 Alperin [2]은 삼차방정식 (2)의 해를 종이접기로
구하는 방법을 제시하였다. 이 종이접기 방법은 다음과 같다.



12 History of solving polynomial equation by paper folding

Figure 9. Alperin’s fold; 알페린 접기

정리 3.1 ([2]): 삼차방정식 x3 + ax+ b = 0 대하여 두 점

P1

(
0,

1

2

)
, P2

(
b

2
,
a

2

)
를 두 직선

l1 : y = −1

2
, l2 : x = − b

2

위로 각각 동시에 올리는 벨로치 접기를 시행하면 이때 얻어지는 주름선에 대한 직선의 기

울기 m은 x3 + ax+ b = 0의 해이다.

이 정리에 대한 증명은 다음과 같이 할 수 있다. [Figure 9]와 같이 점 P1을 초점으로

하고 직선 l1을 준선으로 하는 포물선을 C1, 점 P2를 초점으로 하고 직선 l2를 준선으로

하는 포물선을 C2라 하자. 이때 두 점 P1, P2를 두 직선 l1, l2 위로 각각 동시에 올리는
벨로치 접기를 시행하면 주름선은 두 포물선 C1, C2의 공통접선이다. 두 포물선의 방정식
을 식으로 나타내면 다음과 같다.

C1 : y =
1

2
x2 C2 :

(
y − 1

2
a

)2

= 2bx

주름선이 나타내는 공통접선 g가 두 포물선 C1, C2와 만나는 점의 좌표를 각각 A(x1, y1),
B(x0, y0)이라 하면 공통접선의 기울기는 포물선 위의 각 점 A, B에서의 접선의 기울기와
같으므로 두 점의 좌표는 다음과 같다.

A(x1, y1) =

(
m,

1

2
m2

)
, B(x0, y0) =

(
b

2m2
,
a

2
+

b

m

)
따라서 공통접선 직선 g의 기울기 m은 다음 식

m =
y1 − y0
x1 − x0

=
m2

2 − a
2 − b

m

m− b
2m2

을 만족시키고, 이를 간단히 하면 m3 + am+ b = 0이다. 따라서 주름선에 대한 직선 g의

기울기 m은 삼차방정식 x3 + ax+ b = 0의 해가 된다 [4].
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Alperin은 또한 종이접기로 구성 가능한 수를 연구하였다 [2]. 실수 α가 종이접기 수

(Origami number)라는 것은 길이 1로부터 시작하여 종이접기 공리의 7가지 접기 방법으

로 길이가 |α|인 선분을 얻을 수 있다는 것을 의미한다. 예를 들면
√
2는 한 변의 길이가

1인 정사각형을 접고 그 대각선을 접어서 얻을 수 있기 때문에 종이접기 수이다. 이러한
정의는 임의의 복소수로 확장하여 정의할 수 있다 [7]. 종이를 복소평면에 대응시키고 종이
위의 한 점을 복소수 z에 대응시키면 원점과 복소수 z를 잇는 선분을 고려할 수 있다. 이
선분을 종이접기 공리로부터 구성할 수 있는 경우 복소수 z를 종이접기 수라고 정의한다.
종이접기 수들의 집합 O는 사칙연산에 대해 닫혀 있음을 보일 수 있다. 즉, 종이접기 수

를 더하거나 빼도 다시 종이접기 수가 되고, 곱하거나 나누어도 다시 종이접기 수가 된다.
따라서 종이접기 수들의 집합 O는 복소수 체 C의 부분체가 된다 [2, 14, 7]. 이 사실은 종
이접기 수를 연구할 때, 갈루아 이론을 비롯한 체이론을 도입할 수 있게 한다. 작도가능한
수, 작도가능한 다각형과 같은 주제의 여러 결과들이 체이론을 도입하여 설명할 수 있고,
이와 유사하게 종이접기 가능한 수, 종이접기 가능한 다각형 등과 같은 주제들을 설명하기
위해 갈루아 이론을 도입할 수 있다 [7].

3.4 2개 이상의 주름을 동시에 접기

삼차방정식과 사차방정식의 근의 공식이 존재하고 이는 복소수의 사칙연산, 제곱근 √ ,
세제곱근 3

√
기호를 사용하여 표현할 수 있다. 이들은 모두 종이접기 작용에 대해 닫혀

있기 때문에 종이접기 수를 계수로 가지는 4차 이하의 모든 다항식의 해는 종이접기 수가
된다. 릴의 방법과 벨로치 접기는 삼차방정식의 실근을 구성하는 종이접기 방법을 알려주
지만 삼차방정식의 복소수 해를 체계적으로 접는 알고리듬은 아직 알려져 있지 않다. 사차
방정식의 경우에는 릴의 방법을 통해 단일 접기로 실근을 구하는 일반적인 방법이 알려져

있지 않다. 그러나 Alperin은 유리계수를 가지는 사차방정식을 x4 + ax2 + bx + c = 0

형태로 바꾸면 이 방정식의 실근은 두 포물선

y = x2,
(
y +

a

2

)2

= −b

(
x+

c

b
− a2

4b

)
의 해가 된다는 사실을 이용하여 이 두 포물선의 쌍대곡선의 공통접선으로부터 해를 구할

수 있음을 보였다 [2].
차수가 5 이상인 방정식의 해를 종이접기로 구하는 어려움은 다중 접기를 고려하여 극

복할 수 있다. Lang은 두 개의 주름을 동시에 접어 각을 오등분할 수 있음을 보였다. 각
의 오등분은 대수적으로 오차방정식의 해를 구하는 문제와 같기 때문에 이 결과는 2개의

주름을 동시에 접는 방법으로 특정 오차방정식의 해를 구할 수 있음을 보여준다 [1]. 이
후 Alperin과 Lang은 여러 개의 주름 선을 동시에 조정하는 방법에 대해 연구하였고 임
의의 n차 방정식의 해는 n−2개의 주름을 동시에 접어 풀 수 있다는 정리를 증명하였다
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Figure 10. Solving quartic equations using Lill’s method; 릴의 방법으로 사차방정식 풀기

[1, 6, 17]. 이는 사차방정식과 오차방정식의 경우 각각 2개와 3개의 주름을 동시에 접는

방법으로 방정식의 실근을 구할 수 있다는 것을 의미한다. 이후 2015년에 Nishimura는
일반적인 오차방정식의 실근은 2개의 주름을 동시에 접어서 구하는 것이 가능함을 보였다

[22].
사차방정식의 실근을 2개의 주름을 동시에 접어 구할 수 있는 이유는 릴의 방법으로부터

가능하다. [Figure 10]과 같이 모든 계수가 양수인 사차방정식 ax4+bx3+cx2+dx+e = 0

에 대하여 계수 경로와 릴의 경로를 나타내자.
방정식의 해를 구하기 위해서는 릴의 경로를 찾아야 하고 이는 그림과 같이

∠OQ1Q2 = ∠Q1Q2Q3 = ∠Q2Q3T = 90◦ (3)

를 만족시키는 점 Q1, Q2, Q3를 종이접기를 사용하여 찾아야 한다. 이를 위해서는 다음과
같은 과정이 필요하다.
직선 P1P2를 주름선으로 하여 접을 때 원점 O가 대칭이동된 점을 A라 하자. 또한 직

선 P3P4를 포함하는 직선을 주름선으로 하여 접을 때 점 T가 대칭이동된 점을 B라 하자.
점 A를 지나며 x축에 수직인 직선을 L1, 점 B를 지나며 x축에 수직인 직선을 L2라 하고

두 점 O와 T를 두 직선 L1과 L2 위에 각각 올리는 접기를 시행한다. 각각의 주름선이

직선 P1P2와 직선 P3P4와 만나서 생기는 교점을 각각 Q1, Q3라 할 때, 직선 P2P3 위에

놓이는 점 Q2가 식 (3)을 만족시키도록 두 주름선을 조절하면 릴의 경로를 접을 수 있다
[1].
사차방정식의 해를 구하기 위해 사용한 방법은 삼차방정식의 경우처럼 두 점을 두 직선

위에 동시에 올린다는 점에서 유사하다. 그러나 삼차방정식의 경우는 하나의 주름만 생긴
다. 사차 방정식의 경우는 직선 Q1Q2와 직선 Q2Q3과 같이 두 주름선이 동시에 발생하

고, 두 주름선이 특정 조건을 만족하도록, 즉 수직으로 만나도록 조절하면서 접어야 한다는
점에서 단일 접기와 다르다 [1].
단일 접기에서 방정식의 해를 언제 종이접기로 구할 수 있는지 판별하는 문제뿐 아니라,
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종이접기 수학 분야에서 많은 문제들은 결국 단일 접기로 구성할 수 있는 복소수 α ∈ C가

무엇인가에 대한 질문으로 귀결된다. 이와 관련하여 다음과 같은 사실이 알려져 있다.

정리 3.2 ([14, 7]): 복소수 α ∈ C에 대하여 Q 위에서 α ∈ C의 분해체를 L이라 하자. 이
때, 다음은 동치이다.

(1) α ∈ C는 종이접기 수이다.

(2) [L : Q] = 2s3t 꼴이다. 이때 t, s는 음이 아닌 정수이다.

위의 정리는 종이접기 수들의 집합이 체를 이룬다는 사실로부터 갈루아 이론을 사용하

여 증명할 수 있고, 이 결과는 종이접기 가능성에 대한 판별법을 준다. 예를 들면 소수 p

에 대하여 언제 정p각형을 단일 접기로 구성할 수 있는가 하는 문제는 복소수 α = e
2πi
p 가

종이접기 수가 되도록 소수 p를 결정하는 문제와 같다. α의 분해체 L의 확대차수 [L : Q]

는 p차 원분 다항식(the p-th cyclotomic polynomial)의 차수 p − 1과 같으므로 소수 p

가 p = 2s3t+1꼴이 되는 경우에만 정p각형 접기가 가능하다 [7]. 반면 같은 이유로, 단일
접기로는 임의의 각의 오등분, 정11각형 등은 종이접기가 불가능하다. 그러나 이는 2개

이상의 주름을 동시에 접는 방법으로 해결할 수 있다. Lang은 2개의 주름을 동시에 접어

각을 오등분하였고 Alperin과 Lang은 세 개의 주름을 동시에 조절하는 접기로 임의의 오
차방정식을 풀 수 있음을 보였다 [1]. 체 이론의 관점에서 다중 접기로 접을 수 있는 종이
접기 수들에 대한 분류는 아직 해결되지 않은 문제로 남아있다.

4 결론

16세기에 Dürer는 3차원 공간에 있는 대상들을 평면에 그리는 원근법 기술과 함께 공

간에 대한 기하학적 이해를 위해 정다면체와 준정다면체의 전개도를 제작하고 이를 종이

접기로 구성하였다.
18세기 유럽에서는 종이접기가 기하학 명제를 증명하기 위한 합법적인 요소로 간주되

면서 평행선 공리를 증명하기 위한 도구로 종이접기가 사용되기도 하였다.
19세기에 이르러 Riemann이 기하학 분야에서 리만 기하학과 비유클리드 기하학의 기

초를 제공하면서 이를 설명하기 위한 수학적 모델의 제작 필요성이 증가하였고 프랑스와

영국에서는 이와 관련된 연구를 위해 종이를 사용하기도 하였다.
이러한 시대적 배경에서 유아교육에 종이접기를 도입한 Fröbel의 업적과, 접기와 대칭

사이의 관계를 개념화한 Henrici의 연구는 Row에게 영향을 주었다. 그는 기하 교육을

위한 도구로서 종이접기를 활용하였다. 특히 직선 위의 임의의 점을 직선 밖의 한 점에

올리는 접기를 할 때 생긴 주름선의 포락선이 포물선이 된다는 사실을 발견하고 1893년
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발간된 그의 책에 이를 기록하였다. 이후 당시 수학계에 영향력이 컸던 수학자 Klein이
그의 강연에서 이 책을 언급하면서 종이접기 기하가 주목을 받게 되었고, 이는 이탈리아의
여성 수학자였던 Beloch에게 영향을 주었다. 그녀는 Row의 책 안에 수록된 포물선 아이
디어에 영향을 받아 종이접기로 삼차방정식을 푸는 방법을 발견하였다. 이를 위해 그녀는
두 점을 두 직선 위에 올리는 접기와 다항방정식의 해를 기하적으로 구할 수 있는 릴의 방

법을 사용하였다. 이는 이후 Lang과 Alperin, 그리고 Thomas Hull 등 이 분야의 여러
학자들에게 영향을 주었고 고차방정식의 종이접기 해법에 대한 연구로 이어졌다.

20세기 초반에 힐베르트가 주도한 수학의 형식화 운동이 일어나면서 많은 수학자들이

유클리드 기하와 비유클리드 기하에 대한 공리화를 시도했다. 그러나 종이접기 기하학의
공리화는 20세기 말에 와서야 Justin, Huzita, Hatori 그리고 Lang 등에 의해 이루어졌다.
이는 단일 접기를 수학적으로 엄밀하게 설명하는 방법을 제공하며 총 7가지 접기 방법으로

단일 접기가 결정된다는 것을 말해준다. 이 접기법은 단일 접기에 대한 공리로 채택되어
현재 ‘후지타-하토리 공리(Huzita-Hatori Axiom)’ 로 불린다. 이후 다양한 필요에 의해
두 개 이상의 종이 주름을 동시에 조절하여 접는 방법에 대한 논의가 발생하였으며 이를

수학적으로 엄밀하게 공리화하고자 하는 연구가 Lang과 Alperin에 의해 수행되었다. 이
러한 접기 방법은 각의 오등분 및 차수가 4이상인 고차방정식의 종이 접기 해법을 위한

이론적 토대가 된다.
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