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요 약
이 논문에서는 타원 기둥에 대한 벡터 중력과 중력 변화율 텐서 반응식을 유도하였다. 임의의 3차원 이상체에 대한 벡터 중력은 이상체                  

의 모양에 따른 3중 적분이 포함된 인력 포텐셜을 각 축 방향으로 미분하여 구한다. 축 대칭성을 가진 이상체에 의한 벡터 중력은 먼저 축                    

방향으로 적분하여 2중 적분 형태로 축약한다. 켤레 복소수를 도입한 복소 그린 정리를 이용하면 2중 적분은 1차원 폐곡선 선적분 형태                  

로 변환된다. 최종적으로 타원 기둥에 의한 벡터 중력은 타원 기둥 단면의 경계를 폐곡선의 매개변수로 설정하여 1차원 수치적분으로 유                 

도된다. 같은 방식으로 타원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서는 인력 퍼텐셜을 2차 미분하여 3중 적분으로 표현된 중력 변화율 텐서를 구한                   

후, 수직 축 방향으로 적분하여 2중 적분으로 축약한다. 벡터 중력에서 적용한 방법과 동일한 복소 평면에서의 그린 정리를 도입하여 타                  

원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서 반응식의 모든 성분을 유도한다. 

주요어
벡터 중력, 중력 변화율 텐서, 타원 기둥, 복소 그린 정리 

ABSTRACT
This study derives the expressions of vector gravity and gravity gradient tensor due to an elliptical cylinder. The vector gravity for 
an arbitrary three-dimensional (3D) body is obtained by differentiating the gravitational potential, including the triple integral, 
according to the shape of the body in each axis direction. The vector gravity of the 3D body with axial symmetry is integrated along 
the axial direction and reduced to a double integral. The complex Green's theorem using complex conjugates subsequently converts 
the double integral into a one-dimensional (1D) closed-line integral. Finally, the vector gravity due to the elliptical cylinder is derived 
using 1D numerical integration by parameterizing a boundary of the elliptical cross-section as a closed line. Similarly, the gravity 
gradient tensor due to the elliptical cylinder is second-order differentiated from the gravitational potential, including the triple integral, 
and integrated along the vertical axis direction reducing it to a double integral. Consequently, all the components of the gravity gradient 
tensor due to an elliptical cylinder are derived using complex Green’s theorem as used in the case of vector gravity.
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서 론

지하 이상체를 기본적인 형태인 직육면체, 원기둥 또는 원판       

과 같은 형태의 조합으로 해석하기 위하여 여러 연구자들에       

의해 벡터 중력 및 중력 변화율 텐서 반응식이 유도되고 있다         

(LaFehr and Nabighian, 2012; Lowrie and Fichtner, 2020). 기        

본적인 3차원 물체에 대한 중력 및 중력 변화율 텐서를 유도         

하는 방법은 직접 3중 적분을 수행하는 방법(Okabe, 1979;       
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Nagy, 1966; Nettleton, 1942), 축 방향 대칭성을 이용하여 베        

셀 함수를 도입하는 방법(Singh, 1977; Damiata and Lee,       

2002; Rim, 2021) 등이 있다. 

칼데라 구조에서 관입하는 화성암맥의 경우 주 방향이 보조       

방향에 비해 연장되어 관입하는 경우가 많다(Alatorre‐Zamora     

and Campos‐Enríquez, 1991; Battaglia et al., 2008). 이런 경        

우 관입 화성 암맥을 원통 보다는 타원 원통으로 근사하여 해         

석할 수 있다. 다이아몬드와 같은 유용 광물을 배태하고 있는        

킴벌라이트(Kimberlite) 암맥은 타원 기둥 형태를 가지는 경우      

가 많은데(Vasanthi and Mallick, 2005; Matende and Mickus,       

2021), 타원 기둥에 대한 중력 및 중력 변화율 해석해를 이용         

하면 해석하는 파라미터 개수를 서너 개로 제한할 수 있으므        

로 다수의 육면체로 나누어 3차원 역산 해석하는 방법에 비해        

효율성을 비약적으로 향상시킬 수 있다.

이 논문에서는 타원 기둥에 대한 이미 수직 중력과 중력 변         

화율 텐서의 일부 성분을 유도한 Kwok (1991a)의 방법을 확        

장하여 벡터 중력의 수평 성분과 중력 변화율 텐서의 모든 성         

분을 유도한다. 복소수를 도입한 복소 그린 정리(complex      

Green’s theorem)를 이용하여 2중 적분을 복소 평면에서 1차원       

폐곡선으로 선적분하는 방법을 활용한다.

타원 기둥에 의한 벡터 중력

측정점 (x, y, z)에서 밀도  , 부피 V 인 임의의 3차원 물체에            

의한 인력 퍼텐셜은 식 (1)과 같이 측정점과 이상체 내의 미소         

적분소(infinitesimal integral volume)까지의 역거리를 3중 적     

분하는 방법으로 구해진다(Blakely, 1996). 이 식에서  는 만        

유인력 상수이고, r 은 측정점과 3차원 물체의 미소 적분소까        

지의 거리이다. 측정점에 해당하는 좌표계 (x, y, z)는 북쪽을        

x 축, 동쪽을 y 축, 깊이 방향을 z 축으로 설정한 오른손 직교 좌            

표계를 이용한다. 임의의 3차원 이상체를 표현하는 직교 좌표       

계 도 동일한 좌표계를 적용한다. Fig. 1은 이 논문에        

서 유도할 단면이 타원인 타원 기둥의 모양을 보여준다. 타원        

기둥 윗면 중심의 좌표는 이고 아래 타원 단면의 z        

좌표는 1 이다. 타원 단면의 두 반지름은 각각 a 와 b 이다.

(1)

먼저 타원 기둥에 대한 수직 중력을 유도한 Kwok (1991a)        

의 방법을 간단히 기술하고, Kwok의 방법을 적용하여 두 개        

의 수평 중력 성분을 유도하여 벡터 중력을 완성한다. 임의의        

3차원 물체에 대한 수직 중력 g
z 
은 식 (1)을 z 축으로 미분하           

여 구한다.

(2)

임의의 3차원 물체가 Fig. 1과 같이 수직 축 방향으로 대칭         

성을 가진다면 수직 중력은 먼저 축으로 적분하여 식 (3)과        

같이 2중 적분으로 축약된다. 식 (3)에서 S 는 수직 축에 수직          

인 이상체의 단면을 나타낸다. 

(3)

여기서 r0 와 r1 은 다음과 같이 정의된다.

(4)

식 (3)을 1차원 선적분으로 변형하기 위하여 다음과 같은 켤        

레 복소수를 도입한다.

(5)

식 (3)의 2중 적분을 1차원 폐곡선 선적분으로 변환시키는       

복소수 형태의 그린 정리(Green’s theorem)는 식 (6)로 주어진       

다(Kwok, 1989; Kwok, 1991b; Kwok and Beyer, 1993).
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Fig. 1. The schematic geometry of a vertical elliptical cylinder. The 

origin of top elliptical plane is  and z coordinate of 

bottom elliptical plane is . Two radii of the elliptical cross-section 

are a and b respectively. The identical Cartesian coordinates are 

used for observations and the elliptical cylinder. 
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(6)

1차원 선적분에 필요한 복소 함수 는 식 (7)을       

에 대하여 적분하여 구한다. 

(7)

(8)

2중 적분을 포함한 식 (3)은 복소 그린 정리(식 6)를 적용하         

면 식 (9)과 같이 복소 평면에서 1차원 선적분으로 변환된다.

(9)

여기서 폐곡선 C 는 단면 S 의 경계이고, 식 (9)의 두 번째 복            

소 선적분은 식 (10)로 주어진다(Kwok, 1991a).

(10)

타원 단면의 경계에 해당하는 폐곡선 C 은 식 (11)과 (12)로         

매개 변수로 설정한다(Kwok, 1991a).

 (11)

(12)

타원 매개 변수를 이용하면 타원 기둥에 대한 수직 중력이        

식 (13)으로 유도된다(Kwok, 1991a).

(13)

(14)

벡터 중력의 x 성분은 타원 기둥에 의한 인력 퍼텐셜 (식 1)          

을 x 축의 미분하여 구한다.

(15)

수직 축에 대한 대칭성을 이용하여 수직 축에 대하여 적분        

하면 식 (16)와 같다. 

(16)

벡터 중력의 x 성분은 식 (5)에 정의한 켤레 복소수를 도입         

하면 식 (17)로 변환한다. 

(17)

복소 그린 정리를 이용하면 식 (17)의 2중 적분은 식 (18)과         

같이 복소 평면에서 1차원 폐곡선 선적분으로 축약된다.

 

(18)

타원 단면의 매개 변수(식 11-12)을 대입하면 타원 기둥형       

이상체에 대한 벡터 중력 x 성분은 식 (19)과 같이 구해진다. 

 (19)

같은 방법을 벡터 중력의 y 성분에 적용하면 식 (20)과 같다.

 (20)

타원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서

Kwok(1991a)이 이미 유도한 타원 기둥에 의한 중력 변화율       

텐서의 zz, xz, yz 성분에 대한 유도 기법을 기술하고, 나머지         

성분인 xx, yy, xy 성분을 유도하여 완전한 중력 변화율 텐서를         

완성한다. 

타원 기둥에 대한 중력 변화율 텐서의 zz 성분은 수직 중력         

(식 13)를 z 축으로 미분하여 구한다(Kwok, 1991a).

(21)

중력 변화율 텐서의 zz 성분(식 21)은 관측점 (x, y, z)가 타          

원 기둥의 외부에 위치한 경우이고, 관측점이 타원 기둥의 내        

( , )
( , ) 2

C S

F w w
F w w dw i d d

w
 





 �

( , )F w w

w

2

0

( , ) 1
2

( )

F w w
i

w ww z




  

2

0
( )

( , )
ww z

F w w i
w

 

 

2

00

0

( )1

S C

zww z
d d i dw

r w w


 

  
   
  

 �

0

0

0

0 0 is outside 

0 is on 

2 0 is inside 

C

w C
z

i dw z w C
w

z w C


 

 

 
 

   
  

�

0

0

( ) cos
        0 2

( ) sin

t a t
t

t b t

 


 

 
 

 

0

0

( ) cos

( ) sin

u t a t x

v t b t y





  

  

 

 

 

2

1 0 1
0

2

1 0 1 1 0
0

2

1 0 1 1 0
0

( ) if ( , ) is outside 

( ) ( ) if ( , ) is on 

( ) 2 ( ) if ( , ) is inside 

z

r r t dt x y C

g r r t dt z z x y C

r r t dt z z x y C







 

    

    

 



      

     








1 2 2

( ) '( ) '( ) ( )
( )

( ) ( )

u t v t u t v t
t

u t v t








3x
V

U x
g d d d

x r


   

 
 




1 0

2 2

1 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )
x

S

x z z
g d d

x y r r

  
  

 

   
  

    


1 0

2 2

1 0

( ) ( )
Re

( ) ( )
x

S

w z z
g d d

ww ww z ww z

 
  

 

      
       


2

1 11

2

1 1 1

2

0 00

2

0 0 0

( )( )
ln

( )1
Re

2 ( )( )
ln

( )

x
C

ww z zz

z ww z z
g i

ww z zz
dw

z ww z z

 

  


 

  

     
    

  
     
      

�

2
1 1 0 0

1 0
0

1 1 0 0

sgn( ) ln sgn( ) ln '( )
2

x

r z r z
g z z v t dt

r z r z

  
 

 

    
    

     


2
1 1 0 0

1 0
0

1 1 0 0

sgn( ) ln sgn( ) ln '( )
2

y

r z r z
g z z u t dt

r z r z

  
 

 

    
     

     


2
1 0

1
0

1 0

( ) ( )
( )

zz

z z
g t dt

r r

  
 

  
  

 




4 임형래

부에 위치하면 4 를 더하고 타원 기둥 옆면에 위치하면        

2 를 더한다. 

타원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서의 xz 성분은 수직 중력         

(식 3)을 1차원 선적분으로 변환하기 전 단계에서 x 축 방향으         

로 먼저 미분하여 구한다(Kwok, 1991a).

(22)

식 (22)에 복소 그린 정리를 적용하면 식 (23)과 같이 유도         

된다(Kwok, 1991a)

(23)

마찬가지로 yz성분은 식 (24)와 같이 주어진다(Kwok,     

1991a).

(24)

타원 기둥에 의한 중력 변화율 텐서의 xx, yy 및 xy성분은         

다음과 같이 유도된다.

xx 성분을 유도하기 위하여 벡터 중력 x 성분을 1차원 선적         

분으로 변환하기 전 단계에서 x 축으로 미분한다.

(25)

식 (25)를 타원 기둥의 수직 축 방향의 대칭성을 이용하여          

로 적분하면 식 (26)이다.

(26)

식 (26)에 켤레 복소수를 도입하면 식 (27)로 변형된다.

(27)

식 (27)에 복소 그린 정리를 적용하고 타원 기둥의 매개 변         

수를 도입하면 식 (28)과 같이 타원 기둥에 대한 중력 변화율         

텐서의 xx 성분이 유도된다. 

 (28)

여기서 와 는 각각 식 (29)과 (30)로 정의된다.

 (29)

(30)

같은 방법으로 yy 성분은 식 (31)으로 유도된다.

 (31)

xx 성분과 yy 은 관측점 (x, y, z) 가 타원 기둥의 외부에 위            

치한 경우이고, 관측점이 내부에 위치하면 를 더하고      

타원 기둥의 옆면에 위치하면 를 더한다. 퍼텐셜 이론       

에 따르면 중력 변화율 텐서의 xx, yy, 및 zz 성분의 합은 항상           

‘0’인데(Blakely, 1996), 타원 기둥의 경우에도 만족함을 알 수       

있다. 

xy 성분은 벡터 중력의 x 성분을 y 축으로 미분하거나 y 성          

분을 x 축으로 미분하여 구한다. 

(32)

식 (32)를 수직 축 방향의 대칭성을 이용하여  로 적분하면         

식 (33)이다.

(33)

식 (33)에 켤레 복소수를 도입하면 식 (34)이다. 
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 (34) 

복소 그린 정리를 적용하고 타원 단면에 대한 매개 변수를        

도입하면 식 (35)와 같이 유도된다. 
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Fig. 2. Vector gravity due to an elliptical cylinder with the length, 1,000 m. The origin of the top plane is (0, 0, -500 m). The short and long 

radius is 400 m and 800 m, respectively. The density of the elliptical cylinder 1,000 kgm
-3

. The observation points locates on the the sea level.

Fig. 3. Differences of the vector gravity between circular cylinder and elliptic cylinder.

Fig. 4. Gravity gradient tensor due to the same elliptical cylinder used in Fig. 2.
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벡터 중력 및 중력 변화율 텐서 모델링

Fig. 2는 윗면의 타원 단면의 중심이 (0, 0, -500 m), 단반경          

400 m, 장반경 800 m, 기둥의 길이 1,000 m, 밀도 1,000 kgm-3           

인 타원 기둥에 대한 벡터 중력을 보여준다. 원형 기둥에 의한         

벡터 중력과 비슷한 패턴을 보이고 수직 성분의 경우 장반경        

방향으로 연장되는 양상을 보인다. 타원 기둥의 장반경과 단반       

경이 같으면 원기둥과 동일한데 원기둥에 의한 벡터 중력과       

차이를 비교하면 Fig. 3과 같이 완벽하게 일치한다. 원기둥에       

의한 벡터 중력은 Rim and Li (2016)의 벡터 중력식을 이용하         

였다 

같은 타원 기둥에 대한 중력 변화율 텐서 반응(Fig. 4)은 원         

기둥과 비슷한 양상을 보이고, 특히 zz 성분의 경우 장반경 방         

향으로 중력 변화율 텐서 이상 반응이 확장되는 양상을 보인        

다. 벡터 중력에서 비교한 것과 같이 Fig. 5에서 원기둥의 중         

력 변화율 텐서(Rim and Li, 2016)와 비교한 경우 완벽한 일         

치를 보여준다. 

결 론

임의의 지질 구조를 반영하는 3차원 물체에 의한 중력 및        

중력 변화율 텐서 반응은 3중 적분을 포함한 형태로 주어진다.        

만약 지질 구조가 대칭성을 가지고 있으면 3중 적분을 수행하        

여 해석해 형태로 표현할 수 있다. 다양한 지질 구조를 구현하         

기 위해서는 단순한 형태에 대한 해석해를 유도하여 한다. 예        

를 들어 화성암 관입의 경우 원기둥 형태보다는 한 축이 다른         

축보다 길게 연장된 타원 기둥의 형태를 갖는 경우가 많다. 이         

논문에서는 타원 기둥으로 근사가 가능한 지질 구조를 중력 및        

중력 변화율 탐사 자료로부터 해석하기 위해서 타원 기둥에 대        

한 중력 및 중력 변화율 텐서 반응의 해석해를 유도하였다.

타원 기둥에 의한 벡터 중력은 3중 적분이 포함된 인력 퍼         

텐셜을 각 축으로 미분한 후 타원 기둥의 축 대칭성을 이용하         

여 수직 방향으로 적분하여 2중 적분으로 축약한 후 복소 그         

린 정리를 이용하여 1차원 선적분으로 변환한다. 최종적으로      

타원 단면의 경계를 선적분 곡선의 매개 변수로 변환하여 벡        

터 중력을 유도하였다. 같은 방법으로 중력 변화율 텐서의 모        

든 성분을 복소 그린 정리를 적용하여 유도하였다. 기존에 이        

미 알고 있는 원형 기둥의 벡터 중력 및 중력 변화율 텐서 반           

응식과 비교하여 완벽하게 일치함을 보였다. 

밀도 대비가 큰 화성암 관입이나 유용한 광물 자원을 배태        

한 킴벌라이트 구조 등은 중력 및 중력 변화율 탐사의 주요 대          

상이다. 이런 이상체의 구조는 일반적으로 원형 대칭이 아니고       

주 방향이 보조 방향에 비해 길게 연장되어 나타나므로 타원        

기둥에 의한 반응식으로 중력 및 중력 변화율 텐서 이상을 해         

석해야 한다. 이 논문에서 유도한 타원 기둥에 의한 벡터 중력         

및 중력 변화율 텐서 반응식을 이용하면 타원 기둥의 장반경,        

단반경, 및 원통의 길이 등 서너개의 변수만으로도 타원 기둥        

모양의 이상체를 해석해 낼 수 있으므로 통상 3차원 중력 역         

산에서 사용하는 다수의 직육면체의 조합으로 해석하는 것보      

다 획기적으로 효율적인 해석이 가능할 것이다.
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