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ABSTRACT
The purpose of this study is to explore how the student, who interiorized three levels of units, constructed fractions as multipliers by 
analyzing her ways of conceiving improper fractions with three levels of units and coordinating two three-levels-of-units structures. 
Among the data collected from our teaching experiment with two 4th grade students meeting 13 times for three months, we focus 
on how Seyeon, one of the participating students, wrote numerical expressions in the form of “× fraction” for the given situations 
using her splitting operation for composite units. Given the importance of splitting operation for composite units for the construction 
of fractions as multipliers, implications for further research are discussed.
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초록
본 연구의 목적은 3수준 단위를 내재화한 학생이 가분수에 대해 3수준 단위를 다루는 것으로부터 두 3수준 단위를 조정하는 방식을 분석하고, 곱셈 
연산자로서의 분수 개념의 발달과 어떠한 관련이 있는지를 탐구하는 것이다. 이를 위해 초등학교 4학년 학생을 대상으로 3개월 동안 13차시의 교수 
실험을 하였고 본 논문에서는 세연의 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 두 3수준 단위를 조정하여 식(어떤 양×분수)으로 나타내는 과정에 
주목한다. 양적 추론에 기반한 측정 활동을 바탕으로 학생의 곱셈 연산자로서의 분수 개념이 형성되는 사례를 보고함으로써 분수의 연산자 개념과 
측정 개념의 관계를 조명하고 그에 따른 제언점을 제시한다.

주요어: 곱셈 연산자, 분수 개념, 단위 조정 조작, 3수준 단위 구조, 합성 단위에 대한 스플리팅 조작
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서론
학교 현장에서 다수의 학생은 분수 곱셈 문제를 해결하기 위해 분자는 분자끼리 분모는 분모끼리 곱하는 규칙을 암기하여 적용

한다. 하지만 분수 곱셈에 대한 관계적 이해(Skemp, 1976)가 바탕이 되지 않은 채 연산 알고리듬을 형식화한 학생은 이후 분수를 포
함한 곱셈적 추론이 요구되는 분수 나눗셈, 비례 추론, 대수적 추론 등에서 어려움을 겪게 된다(Hackenberg & Lee, 2015; Smith & 

Thompson, 2007; Thompson & Saldanha, 2003). 따라서 분수 곱셈을 처음 접할 때 곱셈 연산자로서의 분수 개념을 구성하여 주어진 양
과 분수의 관계를 이해하고 분수 배를 곱셈식으로 나타내는 능력은 후속 학습의 성취를 수월하게 하는 데 중요하다.

분수를 어떤 대상, 수, 집합에 작용하는 함수로 간주하는, ʻ연산자(operator)’로서 분수에 주목했던 연구자들은 분수 곱셈 과정을 

분자와 분모에 의해 곱셈적 조작이 두 번 수행되는 합성 조작으로 분석하고(Behr et al., 1983; Kieren, 1980), 그에 따라 도출될 수 있
는 다양한 학생의 연산자 사용 모델을 유형화하여 제시하였다(Behr et al., 1993; Behr et al., 1997). 또한 본 연구가 따르는 조작적 관
점은 어떤 양의 분수 배를 이해하고 어떤 양에 곱하는 수로 분수를 사용한다는 의미에서 연산자를 곱셈 연산자(multiplier)로 보다 

구체적으로 정의하고(Hackenberg & Lee, 2015), 학생이 두 양(어떤 양과 그 양의 분수) 사이의 곱셈적 관계를 구성하는 데 필요한 다
양한 단위의 구성과 이를 사용한 양적 조작에 주목하고 실제 학습 상황에서 학생의 수학적 행동을 관찰하여 그 특징을 분석하였다
(Hackenberg, 2010, 2014; Hackenberg & Lee, 2015; Shin, 2010; Steffe & Olive, 2010). 하지만 그럼에도 불구하고 분수를 곱셈 연산자로 

구성하지 않은 학생이 구성 과정에서 규칙적으로 보이는 행동/조작은 무엇이고, 어떻게 다른 행동/조작과 연결되며 그 원인은 무엇
인지에 대해 체계적으로 밝히는 연구는 거의 없었다. 학생에게 실질적인 도움을 주기 위해서는 그 어려움의 원인과 상위 단계로 넘
어가기 위한 인지적 요소가 무엇인지를 제시해야 하며 이를 위해 학생의 행동 방식을 세밀하게 분석할 필요가 있다.

이에 본 연구는 선행 연구를 미시적 측면에서 보완하고자 초등 및 중등 수학에서 분수 지식 발달 연구에 중요한 이론적 배경으로 

사용되는 단위 조정 이론(Yoo & Shin, 2020, 2021; Shin et al., 2020; Steffe & Olive, 2010)을 토대로 학생의 분수 연산자와 관련한 곱셈
적 사고를 분석하고자 한다.

단위 조정의 관점에서 어떤 분수량에 대해 ʻ주어진 분수, 주어진 분수의 단위 분수, 주어진 분수가 파생된 기준 단위 1’ 사이의 관
계를 3수준 단위2로 구성하고 이해하는 것은 분수 곱셈 상황에서 분수를 합성하여 분수량의 분수를 구하고 분수를 곱셈 연산자로 

사고하는 데 필수적이다(Shin, 2010; Steffe & Olive, 2010). 또한 3수준 단위를 주어진 자원(as given)으로 사용하는 것은 분배 분할 조
작(distributive partitioning operation)의 구성과 함께 분수 연산자 개념의 형성과 관련이 있으나(Hackenberg, 2010, 2014; Shin, 2010) 학
생이 3수준 단위를 구성하였더라도 분수 연산자 개념을 형성하는 데 제한이 있음을 고려하면(Hackenberg, 2010), 3수준 단위 조정 능
력을 기반으로 분수 연산자 개념을 위해 더 구성해야 할 조작이 무엇인지 살펴볼 필요가 있다. 학생은 주어진 전체에 대해 단위 분수 

n
1 을 연산자로 인식하기 위해서 전체를 n부분으로 분할함과 동시에 그중 한 부분을 n번 반복하여 전체를 만들 수 있음을 이해해

야 하며(Hackenberg, 2014) 이는 두 3수준 단위 구조의 조정이 요구된다(Hackenberg, 2010). 다수의 연구가 분배 분할 조작에 집중하
여 학생의 분수 연산자 개념을 탐구하였던 바(Hackenberg & Tillema, 2009; Shin, 2010) 본 연구에서는 분배 분할 조작과 동등한 수준
으로 분수 곱셈을 뒷받침할 수 있으면서 두 3수준 단위를 조정하는 주요 조작인 합성 단위에 대한 스플리팅 조작(Shin et al., 2020)에 

주목하여 다루고자 한다.

이에 본 논문에서는 3개월간 13차시에 걸친 교수 실험에 참여한 두 명의 초등학교 4학년 학생 중 세연에 주목하여, 그의 분수 연산
자 개념이 합성 단위에 대한 스플리팅 조작(splitting operation for composite units) 구성의 유무에 따라 어떻게 다른 양상을 보이는지 

분석함으로써, 두 3수준 단위를 유연하게 변환하는 단위 조정 능력이 분수 연산자 개념 발달과 밀접한 관계가 있음을 보이겠다. 이
를 통해 3수준 단위를 내재화한 학생이 곱셈 연산자로서의 분수 개념을 이해하고 표현하는 능력을 갖추기 위한 핵심적인 조작의 역
할을 살펴보고자 한다. 연구 문제는 다음과 같다.

1. 3수준 단위를 내재화한 세연의 합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 전의 곱셈 연산자로서의 분수 개념 이해는 어떠한가?

2. 3수준 단위를 내재화한 세연의 합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 후의 곱셈 연산자로서의 분수 개념 이해는 어떠한가?

2	 이론적	배경에서	자세히	기술하였다.
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이론적 배경

일반적 관점에서의 연산자 분수

일반적 관점에서 연산자 분수를 다루는 연구들은 분수를 일종의 함수로 간주한다. 그중 연산자 분수를 수학적 개념으로 정의한 

연구자들은 집합(영역)이 다른 집합(영역)과 곱셈적으로 대응하는 메커니즘으로 보거나(Kieren, 1980), 분수 연산자가 작동하는 매
체 및 상황에 따라 연산자 분수 개념을 분류하였다(Freudenthal, 1983). 또한 교환 함수로서 연산자 분수에 대한 의미론적 분석을 통
하여 Duplicator/Partition-Reducer, Stretcher/Shrinker 등과 같이 학생의 단위 형성 모델을 제시하였다(Behr et al., 1993). 연산자 분수를 

이해하기 위해서는 학생의 자연수 지식에 근거하여 학생의 활동을 도울 수 있어야 하며(Lamon, 1999), 연산자의 합성을 바탕으로 

연산자 분수 개념을 형성하는 것은 유리수의 곱셈에 대한 기초를 제공할 수 있다(Kieren, 1980).

조작적 관점에서의 연산자 분수

조작적 관점에서 연산자 분수를 다룬 연구들은 학생이 구성한 연산자 분수 개념을 내재화된 정신적 행동인 조작(operation)으로 

설명한다. 학생이 분수를 연산자로 인식하기 위해서는 분수 개념을 추상화할 필요가 있는데(Hackenberg, 2010, 2014), 예를 들면 어
떤 양 a를 n번 반복하여 새로운 양 b를 만들고, a가 ʻb의 n

1 ’과 같다는 의미를 동시에 인식하는 학생은 두 양 a , b의 곱셈적 관
계를 양방향으로 형성하여 양 b에 대해 단위 분수 n

1  개념을 추상화한 것으로 볼 수 있다.
한편 Hackenberg와 Lee (2015)는 두 미지 양의 관계가 분수 배로 주어진 상황에서 미지 양에 곱셈 연산자로 자연수나 분수를 사용

하고, 양적 의미를 설명할 수 있을 때 ʻ미지 양에 대해 곱셈적으로 조작하는 것(operate on unknowns multiplicatively)’으로 보았다. 특
히 그들은 덧셈 또는 곱셈에 작용하는 분수를 각각 구분하기 위해 분수 연산자 개념을 곱셈 연산자로 정의하였다. 본 연구에서는 발
달적 측면에서 분수 연산 경험이 없는 학생이 ʻ알려진 양’에 대해 분수를 어떻게 연산자로 이해하는지를 살펴보기 위해서 그들이 정
의한 곱셈 연산자 개념을 활용하되 미지 양(unknowns)을 알려진 양(knowns)으로 그 범위를 정하였다. 이에 본 연구는 ʻ알려진 양에 

대해 곱셈적으로 조작하는 것(operate on knowns multiplicatively)’을 학생이 알려진 양의 분수에 해당하는 결과를 찾고, 양적 의미를 

설명할 뿐만 아니라 곱셈식(알려진 양×분수)으로 표현하는 것으로 본다. 따라서 학생이 양 b에 대해 분수 n
1  개념을 추상화한 것

을 바탕으로 양 a를 곱셈식 b n
1

# 로 나타낼 때 양 b에 대해 분수 n
1 을 곱셈 연산자로 구성한 것으로 간주한다.

단위 조정

단위 조정(units-coordination)은 학생이 단위를 만들고, 만든 단위를 이용하여 단위 구조를 다양하게 형성하는 과정을 발달적 관점
에서 다룬 이론이다(Lee & Shin, 2020; Steffe & Olive, 2010). 두 양의 관계를 구성하고 조정하는 단위 조정 활동 이전에 학생은 단위
화 조작을 통해 단위 개념을 이해한다. ʻ1-단위 네 개’를 ʻ4-단위 한 개’와 같이 어떤 양(4)을 하나의 단위 개념으로 구성함으로써 1수
준 자연수 단위를 시작으로 주어진 양을 합성 단위로 인식한다. 이후 학생은 합성 단위로 인식한 어떤 양에 대해 합성 단위의 합성 

단위, 즉 단위의 단위의 단위(a unit of units of units)를 새롭게 구성함으로써 2, 3수준 자연수 단위 및 분수 단위를 만들 수 있다. 학생
이 합성 단위를 반복해서 더하는 것이 아니라 합성 단위를 이루고 있는 각 단일 단위에 또 다른 합성 단위를 삽입하여 합성 단위의 

여러 개인 양적 구조를 새롭게 구성한다면 두 합성 단위를 조정한(coordinating) 것으로 볼 수 있다(Steffe, 1992). 따라서 두 합성 단위
를 조정하는 학생의 방식을 살펴본다면 학생이 어떤 종류의 단위를 이용하여 몇 수준의 단위 구조를 형성했는지를 파악하고 두 양
의 관계를 어떻게 이해하는지 알 수 있다.

3수준 단위 구조

양을 3수준 단위를 사용하여 이해한다는 것은 주어진 양에 대해 세 개의 참조 단위(referent unit) ʻ주어진 양의 단위(단위 분수), 단
위 분수의 여러 개로 구성된 1 단위, 주어진 분수’를 기준으로 동시에 바라볼 수 있음을 의미한다. 예를 들면 가분수 3

4 를 3수준 단
위를 사용하여 이해하는 학생은 3

4 에 대해 ʻ 3
1 이 네 개’ 단위, ʻ 3

1 이 세 개’인 1 단위, ʻ 3
4 가 한 개’인 세 수준의 단위로 동시에 이해
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할 때 ʻ 3
1 , 1 3

3a k , 3
4 ’의 3수준 단위를 가진 양으로 인식한다. 그러나 실제 분할 활동 없이 3수준 단위를 내재화하는 능력은 쉬운 성

취가 아니다. 3수준 단위를 주어진 자원으로 하여 양을 다루는 것은 가분수를 수로 인식할 뿐만 아니라 분수 곱셈 상황에서 분수를 

합성하여 분수량의 분수를 구하고 분수를 곱셈 연산자로 사고하는 데 매우 중요하다(Hackenberg & Tillema, 2009).

합성 단위에 대한 스플리팅 조작

자연수량의 분수, 예를 들면 ʻ4의 3
1 ’을 구할 때 전체 양(4)을 어떤 똑같은 미지 양의 세 부분으로 구성된 3수준 단위로 예상하는 

학생은 주어진 전체가 3-부분으로 나눠 있지 않으므로 ʻ1이 네 개’ 단위인 4에 대해 적절한 부분의 수를 갖는 새로운 양으로 만들기 
위한 분할 조작을 수행한다. 학생은 4에 대해 4-부분(1이 네 개)이자 3-부분(ʻ4의 3

1 ’이 세 개)인 양으로 동시에 바라보기 위해 각 단
일 단위(1)에 또 다른 자연수 합성 단위, 3을 분배하여 12-부분으로 만들어서 두 3수준 단위를 구성하고 조정한다. 즉 학생은 Figure 1

과 같이 자연수(4)에 대해 ʻ 3
1 의 세 개로 구성된 1 3

3a k이 네 개’인 3수준 단위 구조(3-단위 네 개)로 만들고 이를 다시 ʻ 3
1 의 네 개로 

구성된 3
4 가 세 개’인 또 다른 3수준 단위 구조(4-단위 세 개)로 유연하게 변환하여 결과( 3

4 )를 찾을 수 있다.

이러한 두 3수준 단위 구조의 조정을 통해 학생이 4에 대해 부분(1)의 부분( 3
1 ), 즉 가장 작은 부분(1의 3

1 )을 열두 번 반복하여 전
체(4)를 가역적으로 표상할 때 합성 단위 4에 대한 스플리팅 조작을 구성하였다고 볼 수 있다(Shin et al., 2020; Steffe & Olive, 2010). 

이처럼 학생이 4에 대한 두 3수준 단위 구조를 형성하고 유연하게 변환하는 과정에서 학생이 부분(ʻ4의 3
1 ’에 해당하는 양)으로부터 

전체(4)를 만든 것을 4에 대해 두 양 ʻ1, 3
1 ’의 관계를 형성하여 ʻ4의 1’과 ʻ4의 3

1 ’을 조정한 것으로 본다. 따라서 합성 단위에 대한 스
플리팅 조작을 통해 어떤 부분을 세 번 반복하여 전체(4)가 됨을 인식하고 그 부분이 ʻ전체의 3

1 ’임을 동시에 이해하는 학생은 4에 

대한 3
1 의 개념을 추상화한 것이며 4에 대해 3

1 을 곱셈 연산자로 사용할 수 있다.

한편 전체를 어떤 똑같은 미지 양의 세 부분으로 구성된 양으로 보고 전체(4)를 기준 단위로 하여 전체(4)의 3
1 을 구하는 것과 달

리 학생은 분배 분할 조작을 통해 Figure 2와 같이 4에 대해 4-부분(1이 네 개)으로 인식하고 단일 단위(1)에 주목하여 각 단일 단위(1)

의 3
1 을 찾을 수 있다. 이때, 학생이 네 개의 단일 단위의 3

1 을 합한 결과가 전체(4)의 3
1 이면서 단일 단위(1)의 3

4 임을 이해하는 것
은 학생이 수행한 분할 활동이 분배적(distributive) 특성을 갖는 증거가 될 수 있다. 그러나 실제 활동 전에 두 3수준 단위(3-단위 네 

개, 4-단위 세 개)를 모두 예상해야 하는 합성 단위에 대한 스플리팅 조작과 달리 분배 분할 조작의 수행에는 실제 활동 전에 3수준 
단위(3-단위 네 개)를 예측하는 것이 요구되며 이후 전체(4)의 3

1 이면서 단일 단위(1)의 3
4 가 얼마인지를 구하기 위해 두 3수준 단

위(3-단위 네 개, 4-단위 세 개)의 조정이 필요하다(Shin et al., 2020).

Figure 1. Coordination of ‘1 of 4’ and ‘ 3
1  of 4’
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Figure 2. Two types of partitioning operations for finding 3
1  of 4

재귀 분할 조작

단위 분수의 단위 분수 상황에서 학생이 전체와 관련하여 부분의 부분을 구하려는 의도를 갖고 자신의 분수 스킴을 활성화하여 

자연수 곱셈에 의한 단위 조정 활동을 수행했다면 재귀 분할을 가용한 조작으로 구성한 것으로 볼 수 있다. 예를 들면 학생은 2
1 과 

4
1 을 합성하는 상황에서 가장 작은 부분( 2

1 의 4
1 )을 반복하여 전체 1을 만들어서 전체를 ʻ 8

1 ( 2
1 의 4

1 )의 네 개로 구성된 2
1 이 두 

개’인 단위, 즉 ʻ 8
1 이 여덟 개’인 3수준 단위로 구조화한다(Yoo & Shin, 2021). 따라서 재귀 분할 조작(recursive partitioning operation)

은 합성 단위를 생성하고, 합성 단위를 여러 개 만드는 단위 조정 조작을 통해 전체에 대해 3수준 단위로 구성하는 정신적 활동이다
(Steffe & Olive, 2010).

한편 재귀 분할 조작을 수행하는 학생이 단위 분수량에 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용하기 위해서는 주어진 단위 분수량을 기

준 단위로 하여 3수준 단위를 재구성할 필요가 있다. 예를 들어 ʻ 2
1 의 4

1 ’을 찾는 상황에서 두 3수준 단위를 조정하는 학생은 Figure 

3과 같이 전체 1을 바탕으로 ʻ 8
1 , 2

1 ’을 조정한 결과, 즉 ʻ , ,8
1

2
1

8
4 1 8

8a ak k ’ 사이의 관계(3수준 단위)를 2
1 에 주목하여 ʻ( 2

1 의) 4
1 , 

( 2
1 의) 1, ( 2

1 의) 2’ 사이의 관계(3수준 단위)로 새롭게 재조직한다.

이처럼 학생이 2
1 에 대해 3수준 단위 구조( 8

1 의 네 개로 구성된 2
1 이 한 개인 단위)를 유지한 채 두 양 ʻ1, 4

1 ’의 관계를 형성한 것

을 ʻ 2
1 의 1’과 ʻ 2

1 의 4
1 ’을 조정한 것으로 본다. 학생은 2

1 을 ʻ 8
1 이 네 개’인 합성 단위인 동치 분수 8

4 로 이해하고 단위 분수 연산

자( 4
1 )에 의한 크기 변화를 인식함으로써 2

1 에 대해 4
1 을 연산자로 사용할 수 있다.

Figure 3. Coordination of ‘1 of 
2
1 ’ and ‘

4
1  of 

2
1 ’

Splitting operation for composite units Distributive partitioning operation
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연구 방법

연구 방법 개관

본 논문에서 사용한 자료는 초등학교 4학년 학생 두 명을 대상으로 약 3개월(2021.6.～2021.8.)동안 총 13차시로 진행한 교수 실험 

자료의 일부이다. 교수 실험은 교사-연구자의 의도를 반영한 과제를 제시하고 학생의 지식 구성 과정에 직접 참여함으로써 학생의 

수학적 이해에 관한 가설을 수정하고 검증하면서 학생의 수학적 지식 이해와 발달을 설명하는 연구 방법으로, 내재화된 정신적 행
동인 조작적 관점에서 학생의 수학적 이해와 발달에 대한 모델을 수립하는 것이 궁극적인 목적이다(Steffe & Thompson, 2000).

수행한 교수 실험의 목적은 단위 조정 수준에 따라 학생이 어떻게 분수 곱셈 연산자 개념을 구성하는지 탐구하는 것이었고, 본 논
문에서는 특히 3수준 단위를 내재화한 학생의 곱셈 연산자로서의 분수 개념이 그의 단위 조정 조작과 관련하여 어떻게 발달하는지 

초점을 맞추어 연구 결과를 제시하고자 한다. 교수 실험은 방과 후 또는 방학 중 시간을 활용하여 일주일에 1～2회 실시하되 수업의 

집중도를 유지하기 위해 한 차시에 1시간 내외로 진행하였고, 제1 저자가 교사-연구자로서 학생들과의 교수 실험에 참여하였다.

연구 참여자 및 과제

본 연구의 목적이 학생의 수학 개념 발달 과정을 탐구하는 것이므로 정규 교육과정 또는 사교육 과정에서 관련 개념에 대한 학습 

경험이 없는 학생을 선정해야 할 필요가 있다. 이를 위해 경기도 소재 W 초등학교 4학년 한 학급 총 29명의 학생들을 대상으로 자연
수 및 분수 단위 간의 조정 등을 파악하는 사전 검사를 하여 교수 실험 참여에 요구되는 단위 조정 수준에 해당하면서 분수 연산 학
습 경험이 없는 학생을 선발하였다.3 담임 교사를 통해 학생의 평소 학습 태도 및 수행 능력, 수학 과목에 관한 관심도, 분수 학습 경
험 유무, 부모님의 촬영 동의 여부 등을 확인하는 과정을 거쳐 세연4이 자연수에 대한 3수준 단위를 다룰 수 있는 학생으로 최종 선정
되었다. 본 연구에서는 세연의 발달 과정 중 가분수에 대해 3수준 단위를 사용하여 이해하는 것부터 두 3수준 단위를 조정하는 방식
의 변화가 곱셈 연산자로서의 분수 개념의 발달과 어떠한 관련이 있는지에 대한 분석 결과를 제시하겠다.5

정규 교육과정에서는 분수의 덧셈과 뺄셈이 분수의 곱셈보다 앞서 지도되고 있으나 본 연구는 선행 연구(Yoo & Shin, 2021; Shin 

& Lee, 2018)에 근거하여 학생의 학년 요인보다 조작적 관점에서 가용한 단위 조정 수준에 방점을 두어 학생의 잠재적 구성 영역
(Steffe, 1991)에 속한 과제로 판단되면 그 순서를 달리하여 제시할 수 있다고 본다. 이에 교사는 세연의 단위 조정 조작 방식에 초점
을 두고 그에 따른 분수 개념을 면밀히 파악하고자 자연수량의 분수, 분수량의 분수 상황을 제시하였다.

본 논문에서는 교수 실험에서 사용한 과제 중 합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 전후에 따라 세연이 곱셈 연산자로서의 분수 

개념을 형성하는 데 어떠한 어려움이 있었고, 해당 조작을 통해 어떻게 분수 개념을 구성하는지를 살필 수 있는 네 개의 과제를 선
별하여 세연의 문제 해결 과정을 분석하였다(Table 1 참고). 특히 Task 2와 Task 4는 단위 분수의 단위 분수 상황에서 두 3수준 단위를 

조정하는 능력의 여부에 따라 세연이 단위 분수를 곱셈 연산자로서 인식하는 데 어떠한 차이가 있는지를 비교하는 목적에서 선정
하였다. 가분수에 대해 3수준 단위를 사용하여 이해하는 세연은 자연수량의 단위 분수에 해당하는 양을 서로 다른 기준 단위(자연
수, 1)에 대해 곱셈적으로 인식하였으나 분수량을 기준으로 사고하는 데 어려움이 있었다(Table 1의 Task 1 참고). 특히 단위 분수의 

합성 상황에서 단위 분수량에 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용하기 위해서는 전체 1에 대해 ʻ단위 분수의 단위 분수, 단위 분수, 1’의 

3수준 단위 구조를 구성할 뿐만 아니라 주어진 단위 분수량에 대한 3수준 단위를 새롭게 재구성할 필요가 있었다(Table 1의 Task 2 

참고).

3	 사전	검사	과제는	선행	연구(Hackenberg	&	Tillema,	2009;	Steffe	&	Olive,	2010)	및	교과서를	참고하여	구성하였으며	부록에	제시하였다.	해당	검사는	학급	
담임	교사가	정규	수업	시간	동안	학생들에게	검사지를	배부하여	실시하였고	제1	저자가	검사	결과지를	바탕으로	분석하였다.	분석	결과	29명의	학생	중에서	
3수준	단위를	다루면서	관련	분수	학습	경험이	없는	학생은	두	명이었다.

4	 연구에	참여한	학생의	이름은	가명을	사용하였다.
5	 세연은	자연수에	대한	3수준	단위를	구성한	상태로	본	교수	실험에	참여하였다.	총	13차시의	교수	실험	동안	세연은	8차시	교수	실험에서	가분수에	대해	3수준	

단위를	사용하여	이해하였고,	12차시	교수	실험에서	두	3수준	단위를	조정하였다.	본	논문은	가분수를	3수준	단위로	다루는	세연이	합성	단위에	대한	스플리팅	
조작을	통해	두	3수준	단위를	조정함으로써	자연수량,	분수량에	대해	단위	분수를	곱셈	연산자로	인식하는	과정에	주목하므로	자료	분석의	범위를	Table	1과	
같이	일부	차시의	과제로	설정하였다.
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Table 1. Tasks used for this study 
Class (Date) Task  Multiplicative situation Seyeon’s units-coordination

10th class 
(2021/08/05) Task 1

Describe the situation of a bar of length 2 divided 
by 4 using ‘△ of 2’,  ‘△ of 1’, ‘△ of 

2
1 ’ 

Write numerical expressions for it Three-levels-of-
units structure for 
improper fraction

Coordination of ‘1 of 2’ and ‘ 2
1  of 2’ 

Coordination of ‘ 2
1  of 2’ and ‘ 4

1  of 2’

11th class 
(2021/08/10) Task 2

Describe the situation of finding ‘
4
1  of 

2
1 ’ using 

‘△ of ○’ Coordination of ‘ 8
1  , 2

1 ’
Explain why you chose the fractional expression as 

the best or the worst for the given situation

13th class 
(2021/08/17)

Task 3
Find ‘ 3

1  of 4’ 
Write a numerical expression that fits the given 

situation

Two three-levels-of-
units structures

Coordination of ‘1 of 4’ and ‘ 2
1  of 4’

Coordination of ‘ 2
1  of 4’ and ‘ 4

1  of 4’ 

Coordination of ‘ 4
1  of 4’ and ‘ 12

1  of 4’  

Coordination of ‘ 12
1  of 4’ and ‘ 3

1  of 4’ 

Three-levels-of-units structure for 3
4  

Coordination of ‘ 3
1  of 4’ and ‘1 of 4’ 

Task 4
Find how many times you can subtract 

8
1  from 

2
1  and put a symbol of operation 
between 

2
1  and 

4
1  to make 

8
1

Coordination of ‘2 of 2
1 ’ and ‘1 of 2

1 ’ 

Coordination of ‘ 8
1  , 2

1 ’

Coordination of ‘1 of 2
1 ’ and ‘ 4

1  of 2
1 ’

Coordination of ‘ 4
1  of 2

1 ’ and ‘1 of 2
1 ’

한편 세연은 자연수량에 대해 두 3수준 단위를 구성하고 이를 유연하게 변형하기 시작하면서 자연수량의 단위 분수를 구하고 ʻ자
연수×단위 분수’로 표현하였다. 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 주어진 자연수량에 대해 여러 3수준 단위 구조를 구성하
고, 구성한 3수준 단위 구조를 서로 유연하게 전환하여 부분(자연수량의 단위 분수)으로부터 전체(자연수량)를 가역적으로 표상하
는 능력은 곱셈 연산자로서의 분수 개념을 형성하는 데 필요한 요소로 보였다(Table 1의 Task 3 참고). 세연은 단위 분수량의 단위 분
수 부분을 반복하여 단위 분수량과 전체 1을 각각 3수준 단위로 구성한 결과를 토대로 분수 연산자에 의한 크기 변화를 이해함으로
써 단위 분수량에 대해 단위 분수를 곱셈 연산자로 인식하였다. 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 주어진 양을 두 3수준 단위
로 다루어 이를 서로 조정하는 단위 조정 능력은 주어진 양에 대한 단위 분수 개념을 추상화하는 데 중요한 역할을 하는 것으로 보
였다(Table 1의 Task 4 참고).

자료 수집 및 분석

자료 수집을 위해 학생의 기록 행위를 담을 카메라 한 대, 학생의 언어적 표현과 행동, 교사와 학생의 대화 등 전체 교수 실험의 장
면을 담을 카메라 한 대, 모두 두 대의 카메라를 사용하여 전 차시 수업을 촬영하였다. 촬영한 모든 수업은 전사하여 자료화하고, 학
생의 학습지, 연구자의 기록 노트 등을 포함하여 분석 과정에서 종합적으로 활용하였다.

1차 진행 중 분석은 제작한 비디오 자료를 토대로 매 수업 종료 후 수행하였고, 주요 목적은 학생의 반응을 관찰하여 이해 정도를 

파악하고 학생의 지식 구성을 촉진할 수 있도록 다음 차시 과제를 선정하는 것이었다. 2차 회고적 분석은 모든 교수 실험 수업이 끝
나고 이루어졌으며 자료를 면밀하게 분석하여 학생이 수학적 개념을 구성하는 데 사용한 조작 방식을 일관성 있게 설명할 수 있는 

요소를 찾아 학생의 수학적 사고에 대한 초기의 해석을 수정하거나 정교하게 다듬고자 하였다.
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결과 분석

합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 전

가분수에 대해 3수준 단위를 사용하여 이해하는 세연은 2에 대해 ̒ , ,2
1 1 2

2 2 2
4a ak k ’ 사이의 관계(3수준 단위)를 구성하여 ̒ 2의 2

1 ’을 

정확하게 언급하고 기술하였다. 이 절에서는 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 구성하기 전의 세연의 분수 연산자 개념을 중심으
로 세연의 문제 해결 과정을 소개한다.

단위 분수를 기준 단위로 하여 분수량을 인식하는 데 어려움이 있는 세연

세연은 두 양의 곱셈 상황에서 자연수량이 아닌 분수량이 기준 단위로 주어질 때 그와 곱셈적 관계를 갖는 다른 하나의 양을 찾는 

데 제한이 있었다. 다음은 세연이가 어떤 양을 ʻ자연수량의 무엇’ 또는 ʻ분수량의 무엇’으로 나타내는 데 필요한 단위 조정 수준에 차
이가 있음을 보여 주는 Task 1에 대한 세연의 문제 해결 과정과 그에 대한 분석이다.

Task 1. 길이가 2인 막대 그림이 주어져 있습니다. 다음 물음에 답하세요.

(1) 길이가 2인 막대 그림을 네 부분으로 나누었을 때 그중 한 부분의 크기를 색칠하세요.

(2) 색칠한 한 부분의 크기를 ʻ○의 △’로 표현한다고 할 때, ○, △에 각각 알맞은 수를 구하세요.

(3) (1)에서 색칠한 한 부분의 크기가 2의 얼마인지 구하고, 풀이 과정을 나타내는 식을 다양하게 적으세요.

(4) (1)에서 색칠한 한 부분의 크기가 1의 얼마인지 구하고, 풀이 과정을 나타내는 식을 다양하게 적으세요.

(5) (1)에서 색칠한 한 부분의 크기가 2
1 의 얼마인지 구하고, 풀이 과정을 나타내는 식을 다양하게 적으세요.

세연은 Figure 4와 같이 주어진 2인 막대를 4로 나누고 그중 한 부분을 색칠한 후 색칠한 부분의 크기를 ʻ2의 4
1 ’로 나타낸 것으로 

보아 문제 상황에서 곱셈적 관계를 갖는 두 양으로 2와 (2의) 4
1 을 먼저 찾은 것으로 보였다.

Figure 4. Seyeon’s drawing and expression for Task 1

이후 세연은 세 번째 질문에 대해 4
1 을 적고 ʻ2의 4

1 ’에 대해 풀이 과정을 나타내는 식으로 Figure 5와 같이 제시하였는데, 이것으

로 보아 2에 대해 ʻ2의 4
1 ’에 해당하는 양을 네 번 덜어내는 의미로 뺄셈식과 나눗셈식을 세운 것으로 보인다.

세연은 자연수량의 단위 분수(2의 4
1 )와 단위 분수( 4

1 )를 구분하지 않고 식을 만들었는데 식에 대해 Figure 5와 같이 설명한 것으

로 보아 세연의 4
1 은 2를 네 개로 나눈 것 중의 하나(2의 4

1 )인 의미를 내포하는 듯 보였다. 또한 세연은 네 번째 질문에서 색칠한 한 

부분의 크기가 1의 얼마인지에 대해 2
1 이라 답하고 Figure 6과 같이 설명하였다.
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Figure 5. Seyeon’s first numerical expression and explanation for Task 1

Figure 6. Seyeon’s second numerical expression and explanation for Task 1

이때 세연이 ʻ2의 반이 1이고.’라고 한 것은 2에 대해 ʻ ,1 2
1 ’의 관계를 구성하여 ʻ2의 1’과 ʻ2의 2

1 ’을 조정한 것으로, ʻ1은 두 조각이

니까 2
1 이다.’라고 한 것은 2에 대해 ʻ ,2

1
4
1 ’의 관계를 형성하여 ʻ2의 2

1 ’과 ʻ2의 4
1 ’을 조정한 것으로 볼 수 있었다. 또한 색칠한 부

분( 2
1 )을 자연수(2)와 1을 각각 기준 단위로 하여 ʻ2의 4

1 ’과 ʻ1의 2
1 ’로 동시에 표현하였는데 이는 2에 대한 3수준 단위를 예측하였

기 때문으로 추측되었다. 그러나 ʻ무엇의 무엇’에 해당하는 두 양(2, 4
1 )을 찾았음에도 불구하고 Figure 5와 같이 여전히 두 양 사이

의 연산 기호로 곱셈을 선택하지 않는 점으로 볼 때 ʻ무엇×무엇’으로 나타내기 위해서 세연에게 3수준 단위 한 개를 구성하는 것 이
상의 어떤 정신적 행동이 더 필요해 보였다.

한편 마지막 질문을 읽고 약 40초 동안 가만히 있었는데 분수량( 2
1 )을 ʻ 2

1 의 얼마’로 인식하는 것은 세연에게 쉽지 않은 것 같았

다. 이에 교사가 ʻ 2
1 의 얼마’에 해당하는 얼마인 수가 꼭 분수가 아니어도 된다고 하자6 답과 설명으로 1과 ʻ2의 2

1 은 1이다.’라고 적
고 잠시 고민하는 듯하더니 지웠다. 다음은 교사와 세연의 관련 대화의 일부이다.

교사: 
2
1 이 

2
1 의 얼마인지 구하는 건데 좀 이상해?

세연: (고개를 끄덕인다.)

교사: (Figure 5를 가리키면서) 세연이가 2를 네 개로 나눈 것 중의 하나를 2의 4
1 이라고 했잖아.

              2
1 을 기준으로 2

1 을 생각하는 거지. 2
1 은 2

1 이 몇 개 있는 걸까?
세연: …
교사: 

2
1 이 몇 개 있다는 게 표현이 어색하니?

세연: 네.

교사: 2가 한 개인 것은 2잖아. 2가 
2
1 개인 것은?

세연: 1이요.

교사: 그래. 1이 
2
1 개인 것은?

세연: 0.5요.

교사: 맞아. 
2
1 은 

2
1 이 몇 개 있는 것으로 생각할 수 있을까?

세연: 한 개? (어색한 듯 웃는다.)

6	 교사는	세연이	교수	실험	동안	주어진	양보다	더	크거나	작은	양을	만들어	왔기	때문에	주어진	상황을	자신의	경험	상황으로	동화하는	데	어려움이	있다고	
판단하여	해당	발문을	제시하였다.
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교사는 세연이 Figure 6과 같이 두 번 반복하여 1을 만들 수 있는 양으로 2
1 을 인식하였고 Figure 5와 같이 ʻ2의 4

1 ’에 대해 ʻ2를 네 

개로 나눈 것 중의 하나’, 즉 ʻ2의 4
1 개’로 생각하였으므로 ʻ 2

1 의 얼마’를 2
1 이 몇 개 있는 것인지로 사고한다면 주어진 상황을 이해

할 수 있을 것으로 판단하였다. 결과적으로 세연은 교사와의 상호작용을 통해 2
1 을 ʻ 2

1 이 한 개’인 양으로 인식하였으나 ʻ 2
1 의 1’로 

정확히 이해한 것인지는 확실하지 않았다. 종합해 보면 문제 상황에서 어떤 양을 인식할 때 자연수량과 분수량을 각각 기준 단위로 

하는 것은 필요한 조작 수준이 달라 보였다. 또한 자연수량의 단위 분수와 단위 분수를 구분하지 못하는 것은 자연수량에 단위 분수
를 곱셈 연산자로 사용하는 것이 내재화되지 않은 점과 관련되어 보였는데 이로부터 하나의 3수준 단위를 주어진 자원으로 이용하
는 능력 이상이 요구됨을 추측할 수 있다.

분수량에 대해 분수를 곱셈 연산자로 인식하는 데 어려움이 있는 세연

교사는 Task 1에서 세연이 ʻ 2
1 이 한 개’인 것을 2

1 에 1이 연산자로 작용하는 ʻ 2
1 의 1’ 상황으로 연결하였는지를 확인하지 못하였

으므로 단위 분수량에 대해 단위 분수를 어떻게 곱셈 연산자로 인식하는지를 좀 더 살펴보고자 하였다. 다음은 문제 상황에서 두 분
수를 찾아 ʻ분수량의 분수’로 표현하는 것이 두 양 사이의 관계를 곱셈적으로 인식하고 ʻ분수×분수’로 나타내는 중요한 과정임을 

보여 주는 Task 2에 대한 세연의 문제 해결 과정과 그에 대한 분석이다.

Task 2. 세연은 2
1 kg의 설탕을 가지고 있습니다. 세연은 가지고 있는 설탕의 4

1 을 빵을 만드는 데 사용하였습니다. 다음 물음에 답하세요.

(1) 아래 1 kg의 설탕 막대 그림을 이용하여 세연이가 빵을 만드는 데 사용한 설탕을 나타내는 부분을 색칠하고 얼마인지 구하세요.

(2) 색칠한 한 부분의 크기를 ̒ ○의 △’로 표현한다고 할 때, ○, △에 각각 알맞은 수를 구하세요.

(3) 주어진 상황과 첫 번째 또는 두 번째로 어울리는 식을 <보기> 2
1

4
1+ , 2

1
4
1- , 2

1
4
1

# , 2
1

4
1

' 에서 고르고 그 이유를 
      설명하세요.

(4) 주어진 상황과 첫 번째 또는 두 번째로 어울리지 않는 식을 <보기> 2
1

4
1+ , 2

1
4
1- , 2

1
4
1

# , 2
1

4
1

' 에서 고르고 그 이유를 
      설명하세요.

세연은 Figure 7과 같이 막대를 2로 나누고 나뉜 왼쪽 부분을 4로 나눈 후 그중 한 부분을 색칠하여 8
1 을 구하였다. 이때 세연은 재

귀 분할을 통해 전체 1을 바탕으로 ʻ 8
1 , 2

1 ’을 조정하여 해결한 것으로 보였으나 색칠한 한 부분의 크기를 ʻ 2
1 의 4

1 ’이 아닌 ʻ1의 8
1 ’

로 표현하였다.

Figure 7. Seyeon’s drawing and expression for Task 2
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Figure 8. Seyeon’s first explanation for Task 2

세연이 이번 과제에서 2
1 을 기준 단위로 인식하여 2

1 을 네 개로 나눈 것 중의 하나인 ʻ 2
1 의 4

1 ’로 답하지 못한 것은 Task 1에서 

2
1 이 2

1 의 얼마인지를 구할 때 겪은 제한과 관련되어 보였다. 반면 재귀 분할을 가용한 조작으로 구성하여 ʻ 2
1 , 4

1 ’을 합성한 결과
( 8
1 )와 전체 막대(1)의 관계를 예상하였기 때문에 문제 상황에서 곱셈적 관계를 갖는 두 양으로 1과 8

1 을 찾은 것으로 추측되었다.

이후 세연은 주어진 상황과 어울리는 식과 어울리지 않는 식을 선택하였는데 ʻ 2
1

4
1- , 2

1
4
1

' , 2
1

4
1+ , 2

1
4
1

# ’의 순서로 어
울린다고 생각하고 그 이유를 Figure 8과 Figure 9와 같이 제시하였다. 교사는 네 개의 식에 대한 의미를 파악하고자 차례대로 질문하
였는데 다음은 이에 대한 대화이다.

교사: (제시문에서 
2
1

4
1- 을 가리키며) 세연이가 뺄셈식을 가장 어울린다고 생각한 이유가 뭘까?

세연: (Figure 8의 
2
1

4
1- 에 대한 설명을 가리키며) 

2
1 에서 4

1 을 사용하는 거니까 빼는 거예요.

Figure 9. Seyeon’s second explanation for Task 2

교사: 
2
1 에서 4

1 을 사용하는 걸까? 아니면 
2
1 의 4

1 을 사용하는 걸까?

세연: 2
1 의 4

1 이요.

(중략)

교사: (제시문에서 
2
1

4
1

# 을 가리키며) 이 식을 가장 어울리지 않는다고 생각한 이유는 뭐야?

세연: (Figure 9의 
2
1

4
1

# 에 대한 설명을 가리키며) 
2
1 이 4

1 개인 것은 좀 뭔가…

교사: 
2
1 이 4

1 개인 것은 이상해?

세연: (고개를 끄덕인다.)

교사: 아～ 세연이한테는 2가 4
1 개, 3이 

2
1 개 이런 것들은 익숙하고? 자연수의 분수 개는 익숙한데 분수의 분수 개는 이상한 거야?

세연: (고개를 끄덕인다.)

교사: (제시문에서 
2
1

4
1+ 을 가리키며) 그럼 덧셈식은?

세연: (Figure 9의 2
1

4
1+ 에 대한 설명을 가리키며) 사용하는 거니까 더해지는 것은 아닌 거 같아요.

Seyeon's explanation of choosing 2
1

4
1-  

as the best matching expression
Seyeon's explanation of choosing 2

1
4
1

'  
as the second-best matching expression

Seyeon's explanation of choosing 2
1

4
1

#  
as the most inappropriate expression

Seyeon's explanation of choosing 2
1

4
1+  

as the second-most inappropriate expression
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세연은 두 단위 분수 사이의 연산 기호로 뺄셈과 나눗셈을 선택하였는데 Figure 8의 설명에서도 ʻ 2
1 의 4

1 ’과 4
1 은 명확히 구분되

어 보이지 않았다. 이렇게 세연이 분수량의 분수와 분수를 구분하는 데 어려움이 있는 것에 대한 원인을 분석하면 다음과 같다. 세연

은 1의 구조를 바탕으로 ʻ 8
1 , 2

1 ’을 조정하여 ʻ , ,8
1

2
1

8
4 1 8

8a ak k ’ 사이의 관계(3수준 단위)를 형성하여 ʻ 2
1 의 4

1 ’을 구하였다. 그러나 

주어진 상황에서 곱셈적 관계를 갖는 두 양으로 2
1 과 ( 2

1 의) 4
1 을 찾지 않고 ̒ 1의 8

1 ’로 표현한 것은 ̒ 2
1 의 4

1 ’에 해당하는 양( 8
1 )을 

네 번 반복함으로써 2
1 을 ʻ 8

1 이 네 개’인 단위(3수준 단위)로 새롭게 만드는 데 주목하지 않았기 때문으로 보인다. 뿐만 아니라 2
1 에 

주목하지 않는 것은 자신의 풀이를 설명할 때나 식을 세울 때 4
1 만을 언급하면서 그 기준 단위를 혼동하는 데 영향을 미치는 것으

로 보였다. 또한 세연은 곱셈식( 2
1

4
1

# )을 주어진 상황과 가장 어울리지 않는다고 하였는데 이는 2
1 을 ʻ 8

1 의 네 개로 구성된 2
1

이 한 개’인 3수준 단위로 예측하여 ʻ 2
1 의 4

1 ’을 ʻ 8
4 의 4

1 ’로 인식하지 못하였음을 보여 준다.

종합해 볼 때 단위 분수량의 단위 분수 상황에서 단위 분수량에 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용하기 위해서는 전체 1에 대해 ʻ단
위 분수의 단위 분수, 단위 분수, 1’의 3수준 단위를 구성한 결과를 바탕으로 주어진 단위 분수량을 기준 단위로 하여 3수준 단위로 

새롭게 재조직하는 것이 필요하다.

합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 후

세연은 마지막 차시 교수 실험에서 2
1

3
1+ 을 구하거나 ,3

2
4
3 의 크기를 비교할 때 곱셈적으로 중첩되지 않은 두 단위 분수의 관

계를 구성하여 두 분수의 공통 측정 단위를 찾았다. 이 절에서는 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 구성한 이후 문제 해결 과정에
서 드러난 세연의 분수 연산자 개념에 대해 소개한다.

자연수량에 대해 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용하는 세연

분수 간의 두 3수준 단위 구조를 유연하게 전환하는 세연의 단위 조정 능력은 자연수량의 분수를 구하는 것은 물론 분수를 자연
수량에 대해 곱셈 연산자로 사용하는 것과 연결되었다. 다음은 합성 단위에 대한 스플리팅 조작의 구성이 연산자 분수 개념의 형성
과 관련이 있음을 보여 주는 Task 3에 대한 세연의 문제 해결 과정과 그에 대한 분석이다.

Task 3. 세연은 4 kg의 흙을 가지고 있는데, 가지고 있는 흙의 3
1 을 화분을 만드는 데 사용하였습니다. 다음 물음에 답하세요.

(1) 세연이가 화분을 만드는 데 사용한 흙의 양이 얼마인지 구하는 그림을 그리고 풀이 과정을 설명하세요.

(2) (1)과 관련한 풀이 과정과 가장 어울리는 분수식을 나타내고 왜 그러한 연산 기호를 사용하였는지 설명하세요.

세연은 Figure 10과 같이 흙 4 kg을 의미하는 막대 하나를 그려 3으로 나누고, 한가운데에 따로 표식을 하나 추가한 후 그중 한 부분

을 2로 나타내었다. 이는 ʻ4, 2’의 관계(2 : 1)를 이용하여 ʻ4의 1, 4의 2
1 ’을 조정한 것으로 보였다.

Figure 10. Seyeon’s first drawing for Task 3 7

7	 Task	3의	분석에서	편의상	Figure	10의	각	여섯	부분을	번호	①～⑥으로	지칭하였다.
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Figure 11. Seyeon’s second drawing for Task 3

Figure 12. Seyeon’s third drawing for Task 3

이후 세연은 3-부분으로 나누어진 막대 한 부분(➀, ➁)의 왼쪽 끝과 오른쪽 끝을 곡선으로 연결하고 두 부분(➀과 ➁, ➄와 ➅)을 

각각 2로 나누었다. 막대를 3으로 나눈 부분들의 크기가 모두 같다는 사실을 이용하여 가운데 부분(➂, ➃)이 2-부분이므로 나머지 

부분들(➀과 ➁, ➄와 ➅)도 똑같이 나눈 듯 보인다. 세연은 선으로 이은 부분(➀, ➁)과 2에 해당하는 부분(➀, ➁, ➂)을 번갈아 가리
키면서 한동안 가만히 그림을 응시하였다. 4인 막대에 대해 ʻ세 부분으로 구성된 2의 두 개’인 3수준 단위를 형성하였으나 이를 이용

하여 ʻ4의 3
1 ’에 해당하는 양(➀, ➁)을 찾기 위해 막대에서 1인 부분(4의 4

1 )을 찾으려 했던 것으로 추측되었다.

세연은 Figure 11과 같이 길이가 2인 왼쪽 부분(➀, ➁, ➂)의 가운데 부분(➁), 오른쪽 부분(➃, ➄, ➅)의 가운데 부분(➄)에 연한 세

로선을 각각 차례대로 긋고 한 부분(➀)을 2로 나누었다. ➁와 ➄를 각각 2로 나눈 행동은 주어진 막대를 ʻ4의 4
1 ’인 양의 네 배로 이

해하고 ʻ4의 2
1 , 4의 4

1 ’을 조정하여 1인 부분을 찾은 것으로 보이고, ➀을 2로 나눈 것은 이미 구성한 ➀과 ➁의 관계(1 : 1), ➁를 2로 

나눈 결과를 모두 이용한 것으로 보였다.

이후 세연은 Figure 12와 같이 왼쪽 부분(➀, ➁, ➂)의 한가운데(➁) 표식을 진하게 그린 후 세 부분(➂, ➃, ➅)을 2로 차례대로 나
누었다.8 이때 세연이 표식을 다시 그린 것은 ʻ4의 4

1 ’에 해당하는 양에 가장 작은 부분(4의 12
1 )이 세 개가 있음을 확인한 것을 바탕

으로 세 부분(➂, ➃, ➅)을 2로 나누면서 주어진 막대를 ʻ가장 작은 부분의 세 개로 구성된 네 개’인 3수준 단위(3-단위 네 개)로 구성

한 듯 보였다. 즉 ʻ 3
1 , 1 3

3a k ’의 관계(1 : 3), ʻ1 3
3a k , 4 3

12a k ’의 관계(1 : 4)를 동시에 구성하여 ʻ4의 4
1 , 4의 12

1 ’을 조정한 것으로 볼 수 

있다.

세연은 Figure 12와 같이 가장 작은 부분 세 개를 1로 표시하고 ʻ4의 3
1 ’ 부분(➀, ➁)을 표시하는 선 아래에 3

4 라고 적었다. 이때 

세연이 1인 부분에 주목하여 답을 구한 것은 ʻ 3
1 , 1 3

3a k ’의 관계를 바탕으로 가분수를 측정 가능한 양으로 인식함으로 가능한 것이

었으며 3수준 단위를 주어진 자원으로 하여 ʻ , ,3
1 1 3

3
3
4a k ’ 사이의 관계를 형성하여 가장 작은 부분(4의 12

1 )의 네 개인 단위로 ʻ4의 

3
1 ’을 구한 것으로 볼 수 있었다. 이후 막대의 3

2 지점과 3
1 지점, 1인 부분의 표식을 차례대로 진하게 그렸는데 이는 세연이 앞에서 

8	 당시	②의	부분,	⑤와	①의	부분은	Figure	11에서	이미	2로	나누어진	상태였다.

Coordination of ‘ 4
1  of 4’ and ‘ 12

1  of 4’ 
Dividing ② by 2

Coordination of ‘ 4
1  of 4’ and ‘ 12

1  of 4’
Dividing ⑤ by 2

Coordination of ‘
4
1  of 4’ and ‘

12
1  of 4’ Coordination of ‘ 1

12  of 4’ and ‘ 13  of 4’
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Figure 13. Seyeon’s numerical expression and explanation for Task 3

ʻ3-단위 네 개’인 3수준 단위로 만든 12-부분 막대를 ʻ4-단위 세 개’인 3수준 단위로 막대를 새롭게 구성한 결과, 즉 ʻ4의 12
1 , 4의 3

1 ’
을 조정한 행동에 대한 반성의 결과라 할 수 있다.

교사는 세연이 부분의 부분(4의 12
1 , 1의 3

1 )을 열두 번 반복하여 전체(4)를 만들 수 있었던 것을 합성 단위 4에 대한 스플리팅 조
작을 수행한 것으로 볼 수 있는지 확인하기 위해 풀이에 대한 설명을 요청하였는데 관련 대화는 다음과 같다.

교사: 세연이는 어떻게 막대를 이렇게 나눌 생각을 했어?
세연: 그냥 크기가 같으니까.
교사: 어떤 거랑 어떤 게 크기가 같아야 하는 거야?
세연: (Figure 12의 오른쪽 그림에서 2인 부분(➀, ➁, ➂) 중 왼쪽 1인 부분과 오른쪽 1인 부분을 각각 가리키며) 이거랑 이거요.
교사: 아… (세연이 가리킨 두 부분을 각각 가리키며) 여기 두 군데가 개수가 같아야 한다는 거지?
세연: 네.
교사: (전체 막대의 

3
1 지점과 

3
2 지점 표식을 차례대로 가리키며) 이 선의 의미는 어떤 거야?

세연: 4를 세 개로 나눈 거예요.
교사: 아… (Figure 12에서 ➀과 ➁, ➂과 ➃, ➄와 ➅을 차례대로 가리키며) 여기 부분들도 개수가 같아야 하는 거야?
세연: (고개를 끄덕인다.)

세연은 ʻ4의 3
1 ’을 구하고자 4인 막대에 분할을 여러 차례 수행한 것으로 보였는데 위의 대화에서 “그냥 크기가 같으니까.”라고 

말한 것은 전체를 구성하는 여러 부분의 크기가 같다는 사실을 이용하려 했던 것으로 보인다. 세연은 교사의 요구에 구체적으로 그 

예를 들었는데 2인 부분(➀, ➁, ➂) 중 1인 부분과 나머지 1인 부분이 같다고 한 것은 ʻ4의 4
1 ’(ʻ4의 12

1 ’이 세 개) 부분을 반복하여 전

체(ʻ4의 12
1 ’이 세 개로 구성된 네 개 단위, 3-단위 네 개)를 인식하고 있음을 보여 준 것이며, 또한 3-부분 막대의 3

1 지점과 3
2 지점 

표식에 대해 4를 세 개로 나눈 선으로 각 부분의 개수가 같다고 하였으므로 ʻ4의 3
1 ’(ʻ4의 12

1 ’이 네 개) 부분으로부터 전체(ʻ4의 12
1 ’

이 네 개로 구성된 세 개 단위, 4-단위 세 개)를 만들 수 있음을 보여 주었다. 이러한 세연의 행동은 합성 단위(4)에 대해 부분(1)의 부분
( 3
1 ), 즉 가장 작은 부분(4의 12

1 )을 열두 번 반복하여 전체(4)를 가역적으로 표상한 것으로 볼 수 있었다.

한편 교사는 전체를 두 3수준 단위로 구성하고 이를 유연하게 변환한 세연의 단위 조정 능력이 주어진 상황과 어울리는 분수식을 

세울 때 어떻게 관련되는지를 살펴보고자 하였다. 세연은 약 90초 동안 생각하더니 Figure 13과 같이 식과 설명을 적었다.

3
1 을 4 안에서 반복 가능한 단위로 이해하는 세연은 ʻ , ,3

1 1 3
3 4 3

12a ak k ’ 사이의 관계(3수준 단위)를 ʻ , ,3
1

3
4 4 3

12a k ’ 사이의 관계(3

수준 단위)로 새롭게 구성한 결과를 바탕으로 ʻ4의 3
1 ’을 ʻ 3

12 의 3
1 ’로 간주하여 3

1 을 4에 대한 곱셈 연산자로 인식하였다. 즉 세연

은 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 ʻ4의 3
1 , 4의 1’의 조정 활동을 수행하여 ʻ4의 3

1 ’을 세 번 반복하여 전체(4)를 생성하고, 

반복한 양이 전체의 3
1 임을 동시에 이해함으로써 4에 대해 단위 분수( 3

1 ) 개념을 추상화한 것으로 볼 수 있었다.

정리하면 주어진 자연수량에 대해 구성한 여러 3수준 단위 구조를 서로 유연하게 변환할 수 있는 단위 조정 능력은 자연수량에 

대한 단위 분수의 개념을 추상화하여 곱셈 연산자로서의 분수 개념을 형성하는 기반이 됨을 보여 주었다.
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Figure 14. Seyeon’s first drawing for Task 4

단위 분수량에 대해 단위 분수를 곱셈 연산자로 인식하기 시작한 세연

교사는 자연수에 대해 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용한 세연이 단위 분수의 합성 상황에서 단위 분수량에 대해 단위 분수를 곱
셈 연산자로 인식하는 과정에 대해 탐색하고자 하였다. 이를 위해 교사는 세연에게 분수량의 분수 부분을 반복하여 분수량을 만드
는 측정 활동과 사칙 연산을 적용한 분수식의 계산 결과를 바탕으로 연산을 선택하는 두 활동을 계획하였다. 다음은 단위 분수를 연
산자 분수로 사용하는 것은 주어진 양에 대해 단위 분수 연산자에 의한 크기 변화를 인식하는 것과 관련됨을 보여 주는 Task 4에 대
한 세연의 문제 해결 과정과 그에 대한 분석이다.

Task 4. 

(1) 분수 2
1 을 8

1 씩 몇 번 덜어낼 수 있는지를 구하는 그림을 그리고 그 이유를 설명하세요.

(2) 8
1 을 ʻ 2

1 의 △’로 표현한다고 할 때 △에 알맞은 수를 구하세요.

(3) □안에 사칙 연산(덧셈 + , 뺄셈 - , 곱셈 #, 나눗셈 ' ) 기호 중에 하나를 골라 8
1 을 만들려고 합니다.

      아래 계산 결과를 바탕으로 가장 알맞은 연산 기호가 무엇일지 선택하세요.

1) 2
1

4
1+ 은 얼마일까요?       2) 2

1
4
1- 은 얼마일까요?

3) 2
1

4
1

' 은 얼마일까요?      4) 2
1

4
1

# 은 얼마일까요?

세연은 Figure 14와 같이 막대 하나를 그리고 2로 나눈 후 전체 길이를 1로 표시하였다. 이후 2-부분 막대의 한 부분 길이에 해당하

는 2
1 -막대를 아래에 그리고 위 막대의 오른쪽 부분, 왼쪽 부분을 4로 차례대로 나누었다.

단위 막대와 2
1 -막대를 그린 것은 2

1 에 대해 ʻ2, 1’의 관계를 구성하여 ʻ 2
1 의 2’와 ʻ 2

1 의 1’을 조정한 것으로 볼 수 있다. 또한 막대

를 하나하나 8로 나누지 않고 2로 나누고 나뉜 두 부분을 각각 4로 나눈 것으로 보아 자연수 곱셈 지식(4 × 2 = 8)을 분수 문제 맥락

에서 사용하고 그 결과 ʻ , ( ), ( )8
1

2
1

8
4 1 8

8 ’ 사이의 관계(3수준 단위)를 구성한 것으로 보였다. 이후 세연은 위 막대의 맨 왼쪽 한 부분

( 8
1 )만큼 2

1 -막대에 표식을 표시하고 그 크기를 8
1 로 나타낸 후 2

1 -막대의 나머지 부분에도 두 표식을 추가하여 4-부분 막대로 만

들었다. 특히 2
1 -막대의 부분( 8

1 ) 하나하나에 숫자 ʻ1, 2, 3, 4’를 쓰고 ʻ4번’이라고 적은 것은 8
1 을 네 번 반복하여 2

1 을 구성하였음

을 보여 준다.
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Figure 16. Seyeon’s second drawing for Task 4

또한 Figure 15의 설명으로부터 세연이 재귀 분할 조작을 통해 전체 1을 바탕으로 두 단위 분수 ʻ 8
1 , 2

1 ’을 조정한 결과를 이용하
였음을 알 수 있었다.

이후 세연은 8
1 이 2

1 의 얼마인지에 대해 4
1 이라 답하였는데 이는 2

1 을 동치 분수 8
4 , 즉 ʻ 8

1 이 네 개’인 합성 단위(3수준 단위)

로 이해하고 ʻ 8
1 , 2

1
8
4a k ’의 관계(1 : 4)를 구성하였음을 뒷받침하는 것이다. 또한 1이 ʻ 8

1 이 여덟 개’이고, 2
1 이 ʻ 8

1 이 네 개’라고 말

한 것은 단위 분수의 단위 분수 부분( 8
1 )을 기준으로 주어진 양( 2

1 )이 단위 분수( 4
1 )에 의해 크기가 변화하였음을 인식한 것임을 

보여 준다. 이후 세연은 덧셈식( 2
1

4
1+ )에 대해 Figure 16과 같이 그리고 4

3 이라 답하였다.

또한 뺄셈식( 2
1

4
1- ), 나눗셈식( 2

1
4
1

' )에 대해서도 그 결과를 4
1 , 2로 쉽게 구하였다. 이에 교사는 식( 2

1
4
1

' )에 대한 의미

를 물었는데 2
1 을 4

1 씩 두 번 덜어낸 것이라고 표현하였다. 교사는 세연이 구한 덧셈식, 뺄셈식, 나눗셈식의 결과( 4
3 , 4

1 , 2)와 8
1

을 각각 비교하기 위해 계속 질문하였는데 다음은 이와 관련된 상황이다.

교사: (
2
1 □ 4

1 =
8
1 의 □를 가리키며) 지금 세연이가 계산한 것에 의하면 덧셈도 뺄셈도 나눗셈도 아닌데 그렇다면 곱셈일까?

세연: (고개를 끄덕이며) 네.
교사: 왜 그런 것 같아?

세연: 
2
1 의 4

1 이 
8
1 이라는 거니까. (Figure 15를 가리키며) 이것처럼. 

2
1 안에 

8
1 이 네 개 들어가니까요.

교사: 
8
1 이 

2
1 의 네 개 중 하나라고 생각할 수 있을까?

세연: (고개를 끄덕인다.)

교사: (
2
1 □ 4

1 =
8
1 의 □를 가리키며) 여기에 곱셈 기호를 써도 될까?

세연: 네!

Figure 15. Seyeon’s explanation for Task 4
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교사는 세연이 2
1 과 4

1  사이에 덧셈, 뺄셈, 나눗셈을 수행한 결과가 모두 8
1 과 다름을 언급하고 □안에 곱셈이 들어가는 것이 어

떠한지를 질문하였다. 결과적으로 세연은 곱셈을 선택하였는데 이러한 사고의 변화는 단순한 수치 계산 활동이 아닌 측정 활동에 

기반한 것으로 보였다. 즉 위의 대화에서 “ 2
1 안에 8

1 이 네 개 들어가니까요.”, “1에서 여덟 개였는데 2
1 에서는 여덟 개의 반이니까 

네 개라서.”라고 말한 것과 같이 2
1 이라는 분수량이 단위 분수 4

1 에 의해 어떻게 크기가 변화되었는지를 명확하게 인식하고 2
1 에

4
1 이 연산자로서 작용한 결과가 8

1 임을 이해한 것으로 볼 수 있었다.

정리하면 Task 4에서 세연이 ʻ 8
1 , 2

1 ’을 조정하여 1을 기준으로 ʻ 8
1 , 1’의 관계(1 : 8)를 3수준 단위로 구성한 것은 1에 대해 8

1 을 연

산자로, 이와 더불어 ʻ 2
1 의 4

1 , 2
1 의 1’을 조정하여 2

1 을 기준으로 ʻ 4
1 , 1’의 관계(1 : 4)를 새롭게 3수준 단위로 재조직한 것은 2

1 에 

대해 4
1 을 연산자로 사고하는 것으로 각각 연결되었다. 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 두 3수준 단위를 구성하고 조정하

는 능력은 주어진 분수량을 동치 분수인 합성 단위로 이해하고 단위 분수에 의해 분수량의 크기가 변화하였음을 인지하여 단위 분

수량에 대해 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용하는 것과 관련이 있다.

결론 및 제언

결론

이 절에서는 세연이 자연수량 및 분수량에 대해 분수를 곱셈 연산자로 적용하고 식으로 표현하는 과정에서 어떠한 어려움이 있
었고 그 어려움을 해결하기 위한 조작 방식이 무엇인지에 초점을 두어 기술하되 이를 결과 분석의 순서에 맞추어 합성 단위에 대한 

스플리팅 조작의 구성 전·후로 구분하여 설명하도록 한다.

합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 전

첫째, 가분수를 3수준 단위로 내재화한 세연은 자연수량의 단위 분수 부분에 대해 자연수와 1을 기준 단위로 하여 곱셈적 관계를 

갖는 다른 하나의 양으로 분수량을 적절히 찾을 수 있었으나, 분수량을 기준 단위로 하여 곱셈적 관계를 갖는 양을 구하는 데 제한
이 있었다. 세연이 주어진 상황을 나타내는 식을 세울 때 여전히 자연수량의 단위 분수와 단위 분수를 구분하지 않거나 두 양 사이의 

관계를 곱셈식(자연수×단위 분수)으로 표현하지 않은 것은 단위 분수를 곱셈 연산자로 사용할 필요성을 스스로 인식하지 못한 것
과 관련되었다. 이러한 세연의 행동은 자연수량의 단위 분수 부분을 반복하여 자연수를 만드는 가역적 추론, 즉 자연수에 대한 단위 

분수 개념을 추상화하는 과정이 포함되지 않았기 때문이며 자연수량에 단위 분수를 곱셈 연산자로 나타내기 위해서는 가분수를 3

수준 단위로 사용하고 이해하는 것 이상의 조작 능력이 요구됨을 알 수 있었다.

둘째, 세연은 단위 분수량의 단위 분수 상황에서 곱셈적 관계에 있는 양으로 두 단위 분수를 찾는 데 어려움을 겪었다. 세연은 두 

단위 분수를 찾아 단위 분수량의 단위 분수로 나타내지 않고 1의 단위 분수9로 인식하였다. 가분수 개념의 구성은 두 단위 분수를 합
성할 때 곱셈적 관계를 갖는 두 양으로 두 단위 분수를 찾는 것을 보장하지 않았는데 이는 분수량을 기준으로 사고하는 데 제한점
을 보인 것과 관련이 있어 보였다. 이를 위해 ʻ c

1 의 a
1 , c

1 , 1’ 사이의 관계(3수준 단위)를 단위 분수량( c
1 )을 기준 단위로 하여 ʻ a

1 , 

1, c ’ 사이의 관계(3수준 단위)로 재구성할 필요가 있었지만 세연은 분수( c
1 )에 주목하지 않음으로써 문제 해결 과정을 설명하거나 

식으로 나타낼 때 단위 분수( a
1 )만을 언급하면서 그 기준 단위를 혼동하였다.

따라서 세연이 단위 분수량에 주목하여 새로운 3수준 단위 구조를 재조직하기 위해서는 두 분수( c
1 의 a

1 , c
1 )가 곱셈적 관계를 

갖는 양임을 인식하고 분수( c
1 )를 3수준 단위(ʻ c

1 의 a
1 ’이 a개인 단위)로 예상하는 추가 조작의 구성이 필요함을 보여 주었다.

9	 이때의	단위	분수는	단위	분수량의	단위	분수에	해당하는	양을	의미한다.
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합성 단위에 대한 스플리팅 조작 구성 후

세연은 두 양의 곱셈 상황을 해결하기 위해 곱셈적 사고를 바탕으로 두 양에 대한 조정 행동을 연속적으로 수행하였다. 이러한 단
위 조정 활동은 곱셈적 사고의 재귀적 수정(Shin, 2010) 과정으로 보였다. 특히 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 구성한 후의 세연
은 부분으로부터 전체를 만드는 가역적 추론을 바탕으로 어떤 양의 분수를 구하기 위한 단위 조정 활동을 수행하면서 세 가지 특징
을 보였다.

첫째, 어떤 양의 분수를 구하기 위해 먼저 주어진 양과 1을 조정하여 주어진 양을 3수준 단위로 구성하였다. 세연은 자연수량의 

분수, ʻ4의 3
1 ’을 구할 때 ʻ4의 1, 4의 4

1 ’을 조정하여 막대를 ʻ4의 4
1 ’인 양의 네 배로 이해하고 1인 부분을 찾았다. 또한 단위 분수

( 2
1 )의 분수 상황에서 막대 하나를 그리고 2로 나누어 2

1 -막대를 찾은 후 막대 전체를 1로 나타내었는데 이는 2
1 에 대해 ʻ2, 1’의 관

계를 구성하여 ʻ 2
1 의 2’와 ʻ 2

1 의 1’을 조정한 것으로 볼 수 있었다. 이처럼 어떤 양의 분수 상황에서 주어진 양에 대해 분수를 연산자

로 적용하기 위해 주어진 양과 1과의 관계를 먼저 구성한 것은 ʻ주어진 양, 주어진 양의 분수’의 조정을 바탕으로 주어진 양을 3수준 

단위 구조로 인식하기 위한 출발점으로 보인다.

둘째, ʻ어떤 양의 분수’와 주어진 양의 단일 단위를 나타내는 ʻ어떤 양의 단위 분수’의 관계를 형성하여 주어진 양을 또 다른 3수준 

단위로 만들었다. 세연은 ʻ4의 3
1 ’을 구할 때 ʻ4의 3

1 ’과 ʻ4의 4
1 ’의 관계를 형성하기 위해 주어진 양(4)에 대해 4-부분이면서 3-부분

인 양으로 동시에 바라보는 데 필요한 공통 측정 단위( 3
1 )를 찾아 ʻ 3

1 의 세 개로 구성된 1이 네 개’인 3수준 단위를 ʻ 3
1 의 네 개로 구

성된 3
4 가 세 개’인 3수준 단위로 새롭게 변환하였다. 또한 ʻ 2

1 의 4
1 ’을 구할 때 ʻ 2

1 의 4
1 ’과 ʻ 2

1 의 1’의 관계를 형성하기 위해 1에 

대해 ʻ 8
1 의 네 개로 구성된 2

1 이 두 개’인 3수준 단위 구조로 구성한 것을 바탕으로 2
1 을 ʻ 8

1 의 네 개로 구성된 2
1 이 한 개’인 3수준 

단위로 재조직하였다.

한편 단위 분수량의 단위 분수( c
1 의 a

1 )를 구할 때 분수( c
1 )를 양으로 인식하고 분수( a

1 )를 조작으로 사용할 필요가 있다(Olive, 

1999). 분수량( c
1 )에 분수( a

1 )를 조작으로 사용하는 것은 분수량( c
1 )에 주목하여 부분( c

1 의 a
1 )을 분수량( c

1 ) 안에서 반복 가능한 

단위로 인식하고, 1에 대해 ʻ a c
1 의 a개로 구성된 c

1 이 c개’인 3수준 단위 구조로 구성하는 것임을 알 수 있었다.

셋째, 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 주어진 양에 대해 두 3수준 단위를 구성하고 조정하여 동치 분수인 합성 단위를 구

성하였다. 세연은 ʻ4의 3
1 ’을 구할 때 주어진 양(4)을 12-부분(3-단위 네 개, 4-단위 세 개)으로 구성한 결과를 분수 맥락으로 적용하고, 

주어진 양의 동치 분수( 3
12 )를 찾아 ʻ4의 3

1 ’을 ʻ 3
12 의 3

1 ’로 구하였다. 또한 1에 대해 8-부분(4-단위 두 개), 2
1 에 대해 4-부분(4-단위 

한 개)으로 구성한 결과를 바탕으로 단위 분수량( 2
1 )의 동치 분수( 8

4 )를 찾아 ʻ 2
1 의 4

1 ’을 ʻ 8
4 의 4

1 ’로 구하였다. 이처럼 두 3수준 

분수 단위를 유연하게 변환하는 능력은 어떤 양의 분수를 구하기 위해 주어진 양을 동치 분수인 합성 단위로 적절히 인식할 수 있게 

하였다.

세연은 동치 분수의 구성을 통해 자연수량의 분수, 자연수(c )에 연산자 분수( a
1 )를 적용하기 위해 어떤 부분을 a번 반복하여 전

체(c )를 생성함으로써 그 부분이 ʻc의 a
1 ’임을 인식하고 곱셈식(c a

1
# )을 표현하였다. 부분(자연수량의 단위 분수)으로부터 전

체(자연수량)를 표상하여 자연수량에 대한 단위 분수의 개념을 추상화하는 것은 곱셈 연산자로서의 분수 개념을 형성하는 데 필수
적인 요소로 보였다. 위의 결과는 학생이 주어진 양에 대해 분수를 연산자로 사용하기 위해 분수 개념을 추상화할 필요성을 주장한 

선행 연구(Hackenberg, 2010, 2014)와 합치하며 그 과정이 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 통해 주어진 양에 대해 동치 분수를 형
성하여 주어진 양과 그 양의 분수를 조정하는 것임을 구체적으로 설명함으로써 기존 연구 결과를 확장하였다.

또한 세연은 두 분수( c
1 , a

1 ) 사이에 넣을 적절한 연산 기호로 곱셈을 최종 선택하였는데 이는 두 분수의 덧셈, 뺄셈, 나눗셈 결과
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가 합성 결과( a c
1 )와 다름을 인식했다기보다는 분수량( c

1 )이 분수( a
1 )에 의해 어떻게 크기가 변화되었는지를 명확하게 파악하고 

c
1 에 a

1 이 연산자로서 작용한 결과( a c
1 )로 이해했기 때문에 가능한 것으로 보였다(Hackenberg & Tillema, 2009). 위의 결과는 학

생이 단순히 사칙 연산을 수행한 계산 활동에 의해서가 아니라 수학적 활동과 조작이 개념적 기반이 되는 단위 조정 활동을 통해 곱
셈 연산자로서의 분수 개념을 형성할 필요가 있음을 시사한다. 특히 이러한 사례는 알고리듬이 수학적 활동과 조작의 개념적 기반
을 바탕으로 세워질 때 의미가 있다고 주장한 선행 연구(Olive, 1999; Shin & Lee, 2018)를 뒷받침한다.

이상 본 연구의 결론을 바탕으로 학생이 분수를 곱셈 연산자로 인식하고 표현하는 능력을 갖추기 위한 핵심적인 조작에 대해 정
리하면 다음과 같다.

첫째, 학생이 분수를 곱셈 연산자로 인식하기 위해 주어진 양에 대한 3수준 단위 구조를 놓치지 않고 분수 부분을 반복하여 분수 

개념을 추상화하는 가역적 조작이 필요하다. 학생이 두 양의 곱셈 상황을 명확하게 인식하지 못하는 것은 주어진 양의 분수 부분을 

반복하지 못하는 것과 관련이 있다.

둘째, 학생이 분수를 곱셈 연산자로 표현하기 위해 주어진 양에 대해 여러 3수준 단위를 형성하고 이를 재귀적으로 조정하여 크
기 변화를 인식할 수 있는 조작이 필요하다.

두 3수준 단위를 구성하고 이를 조정하는 능력인 합성 단위에 대한 스플리팅 조작은 양에 대해 분수 개념을 추상화하고 주어진 

양의 크기를 조절하기 위해 동치 분수를 구성하여 곱셈을 해석한다는 점에서 어떤 양의 분수 상황에서 ʻ어떤 양의 분수를 만드는 규
칙’으로서 식(어떤 양×분수)을 나타내는 것을 뒷받침하는 주요 조작으로 보인다.

제언
본 교수 실험은 학생이 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 구성하여 알려진 양 중에서 자연수량과 단위 분수량에 대해 단위 분수

를 곱셈 연산자로 사용한 것만을 확인하였다. 따라서 합성 단위에 대한 스플리팅 조작뿐만 아니라 분배 분할 조작에도 주목하여 두 

양의 곱셈 상황에서 분수를 곱셈 연산자로 사용하는 과정을 알고리듬으로 일반화하는 연구를 수행할 필요가 있다. 또한 임의의 분
수량뿐만 아니라 미지 양에 대해서도 곱셈 연산자로 분수를 사용하는 곱셈 알고리듬을 의미 있게 적용할 수 있다면 대수식 학습에 

유용할 것이다. 본 연구가 분수 연산자 학습에 대한 학생의 모델을 확장하는 단초가 됨으로써 분수 교수 학습 현장 및 교과서 개발
에 활용되고 관련 후속 연구가 수행되기를 기대한다.
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번호 사전 검사 과제

1 선물용 사탕 상자 하나에는 사탕이 일곱 개씩 들어 있습니다. 남양이는 다섯 명의 남학생 친구들에게 상자를 하나씩 선물하였습니다. 
이후 다른 세 명의 여학생 친구들에게 상자를 하나씩 추가로 선물하였을 때 다음 물음에 답하세요.

(1) 남양이가 선물한 사탕의 총 개수는 얼마인지 구하세요.

(2) 남양이가 선물한 사탕의 총 개수를 구하는 데 필요한 풀이 과정을 식을 사용하여 설명하세요. 

2 길이가 1인 막대 그림입니다. 한 번에 12로 나누지 않고 막대의 
12
1 을 구하는 방법을 다양하게 생각하고 그 방법을 설명하세요.    

3 길이가 5
3 인 막대 그림입니다. 길이가 1인 막대를 그리고 그 방법을 설명하세요.    

4 길이가 1인 막대 그림입니다. 길이가 3
5 인 막대를 그리고 그 방법을 설명하세요.    

5 길이가 3
5 인 막대 그림입니다. 길이가 3

1 인 막대를 그리고 그 방법을 설명하세요.   

6
 

6cm의 종이띠를 주어진 분수만큼 색칠한다고 할 때 다음 물음에 답하세요.

(1) 6cm의 3
1 은 □ cm일 때,  안에 알맞은 수를 구하세요.

(2) (1)에 대한 풀이 과정을 식으로 다양하게 나타내고 왜 그러한 연산 기호를 사용하였는지 설명하세요. 
7 샌드위치 세 개를 네 명의 친구들이 똑같이 나누어 먹는다고 할 때 다음 물음에 답하세요.  

(1) 한 명의 몫이 전체의 얼마인지 구하세요. 

(2) 한 명의 몫이 전체의 얼마인지 구하는 그림을 그리세요.

(3) (1)에 대한 풀이 과정을 식으로 다양하게 나타내고 왜 그러한 연산 기호를 사용하였는지 설명하세요. 

Appendix

사전 검사지


