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Abstract
In this review, we introduce the non-parametric Bayesian filtering algorithm known as the point-mass filter (PMF) and discuss recent 
studies related to it. PMF realizes Bayesian filtering by placing a deterministic grid on the state space and calculating the probability 
density at each grid point. PMF is known for its robustness and high accuracy compared to other nonparametric Bayesian filtering 
algorithms due to its uniform sampling. However, a drawback of PMF is its inherently high computational complexity in the prediction 
phase. In this review, we aim to understand the principles of the PMF algorithm and the reasons for the high computational 
complexity, and summarize recent research efforts to overcome this challenge. We hope that this review contributes to encouraging 
the consideration of PMF applications for various systems.
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가산 백색 가우시안 잡음으로 모델링 된다면, 베이즈 필터 문제의 

닫힌 형태의 해인 칼만필터(Kalman filter)가 존재한다. 하지만 실제 

문제들은 선형적인 문제보다는 비선형적인 문제가 일반적이기 때

문에 다양한 비선형 베이지안 필터링 알고리즘들이 연구되어왔다
[4]. 비선형 베이지안 필터링 알고리즘은 크게, 전체 분포를 특정 분

포로 가정하여 분포의 모수를 추정하는 구조인 모수적 기법

(parametric approach)과 분포에 대한 가정을 최소한으로 하는 비모

수적 기법(non-parametric approach)이 있다. 모수적 기법의 대표적 

예인 확장칼만필터(extended Kalman filter)는 상태공간 모델을 선형

화하여 칼만필터 구조를 이용해 풀어내는 방법인데, 비선형성이 

큰 모델에서는 필터의 일관성(consistency)이 크게 떨어지기 때문에 

추정치 오차도 일반적으로 크다. 

1. 서 론
베이즈 필터는 예측 모델로부터 사전 확률 분포를 시간 예측하고, 

베이즈 정리에 따라 측정치 모델로부터 사후 확률 분포를 재귀적으
로 도출한다. 이러한 구조 덕에 베이즈 필터는 직접적으로 관측되지 
않는 상태 변수를 추정하거나, 다양한 센서로부터의 측정치를 융합
하여 특정 상태에 대한 추정 정확도를 높일 수 있다. 1960년대 미국
의 달착륙 프로젝트인 아폴로 프로젝트의 항법 장치에 사용된 이래
로 증강현실(augmented reality), 가상현실(virtual reality) 기기, 자율주
행 시스템, 항공우주시스템 등 현재에도 다양한 시스템에 적용되고 
있다[1-3].

베이즈 필터는 일반적으로 시스템을 상태공간 모델(state-space 
model)로 표현하여 처리한다. 이 상태공간 모델이 만약 선형적이고
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Fig. 1 Example of probability distribution approximation of 
non-parametric Bayesian filtering algorithms. Circles 
represent samples. (a) Particle filter (b) Point-mass filter

비모수적 베이지안 필터링 알고리즘의 대표적인 사례는 파티클 

필터(particle filter, PF)로 알려진 순차적 중요도 샘플링(sequential 
importance sampling, SIS) 기법이 있다. 파티클 필터는 몬테카를로

(Monte Carlo) 기법을 이용하여 베이즈룰에 따른 사후 확률 분포를 

무작위 표집(random sampling)으로써 도출한다(Fig. 1a). 이때 사후 

분포를 모르기 때문에, 사후 분포와 근사할 것으로 판단되는 제안 

분포(proposal distribution)를 이용하여 무작위 표집하고, 각 표본

(sample)에서의 제안 분포와 사후 분포 간의 차이를 각 표본의 중요

도로 나타낸다. 제안 분포를 적절히 선택한다면 높은 성능을 얻을 

수 있지만, 제안 분포가 사후 분포와 차이가 크다면 성능이 매우 낮

아질 수 있다[5].
질점 필터(point-mass filter, PMF)는 파티클 필터와 마찬가지로 비

모수적 베이지안 필터링 알고리즘이다. PMF는 파티클 필터와 달리 

무작위 표집이 아닌 결정론적 규칙을 갖는 그리드를 배치하여 각 

그리드 점에서의 확률 밀도 값을 도출함으로써 사후 확률 분포를 

얻는다(Fig. 1b). PMF는 결정론적 그리드를 이용하기 때문에 연산 

복잡도를 예측할 수 있고, 파티클 필터와 달리 상태공간에 대해 비

교적 균질하게 질점이 분포하기 때문에 일반적으로 파티클 필터보

다 강건하며, 이에 따라 정확도도 높을 수 있다고 알려져 있다[6-8].

PMF는 주로 지형참조항법 시스템에서 사용되는 것으로 알려져 

있다. 지형참조항법 시스템은 관성항법시스템(inertial navigation 
system)을 이용하여 항체의 위치, 속도, 자세 등을 예측하고, 탑재된 

레이더 거리계를 이용하여 현재 위치의 지형과 미리 확보된 수치

표고모형(digital elevation model, DEM)과의 대조를 통해 위치를 보

정한다. 지형참조항법의 관측모델은 DEM이 되는데, 자연적으로 

생성된 지형은 위치에 대한 표고 변화가 매우 비선형적이며 동일

한 표고를 갖는 수많은 위치가 존재하기 때문에, 이를 적절하게 다

루기 위해 비선형 베이지안 필터링 알고리즘인 PMF가 주로 채택

된다. 또한 DEM은 일반적으로 그리드 형태로 구성되기 때문에 

PMF가 별다른 가공 없이 바로 적용할 수 있다. 이런 연유로 PMF 
연구는 지형참조항법 시스템 연구와 궤를 같이한다[9-11].
본 총설에서는 파티클 필터에 비해 비교적 알려지지 않은 PMF

를 소개하고, PMF의 확산에 걸림돌이 되는 연산량 문제와 PMF 성
능 향상을 위한 연구 동향을 소개한다.

2. Point-Mass Filtering 알고리즘
연구 동향에 대한 이해를 높이기 위해 PMF에 대한 기본적 내용

은 저자의 다른 논문을 요약하며, 자세한 내용은 해당 논문을 참고

하길 권한다[12].

2.1 베이즈 필터 문제
본 총설에서는 다음과 같은 비선형 가산 백색 잡음 모델을 기준

으로 설명한다.

               (1)

         (2)

여기서  ∈는 k 시점에서의 n 차원 상태 변수를 나타내며, 

  →는 상태 천이 함수,    ∈는 k-1 시점에서의 

예측 가산 백색 잡음,  ∈는 k 시점에서의 m 차원 측정치, 

  →는 관측 모델,  ∈는 가산 백색인 측정 잡음

이다.
재귀적 베이즈 필터는 (1), (2)와 같은 모델에 대해 예측 단계에서

는 다음과 같은 Chapman-Kolmogorov 방정식에 따라 사전 확률 분

포        를 도출한다.
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                         (3)

여기서      는 k-1 시점까지의 전체 측정치 집합     을 

나타낸다. 보정 단계에서는 다음과 같은 베이즈 방정식에 따라 사후 

확률 분포      를 도출한다.

                              (4)

PMF는 (1)과 (2)의 모델에 대한 (3)의 사전 확률 분포와 (4)의 사후 

확률 분포를 그리드를 이용하여 재귀적으로 추정하는 것이 목표다.

2.2 Point-Mass 확률 밀도 근사법
PMF는 베이즈 필터를 계산하기 위해 point-mass 확률 밀도 근사법

을 이용한다. 이 근사법은 확률 밀도 함수를 이산적 그리드 점 집합

  ∈    을 이용하여 상태공간 상에서 각 그리드 

점 에 이웃한 다음과 같은 부분집합 을 대표하도록 한다.

   ×⋯×  ⊆ (5)

여기서 는 상태공간의 d번째 차원의 그리드 간격을 나타내며, 

는 그리드 점의 d번째 차원의 원소를 나타낸다. 이러한 표현

법을 이용하여 사후 확률 밀도 함수      는 Fig. 2처럼 각 

그리드 점에서의 확률 밀도     을 이용해 다음과 같이 

근사할 수 있다.

Fig. 2 Point-mass approximation. © 2023 IEEE. Reprinted, with 
permission, from[13].

   ≈            (6)

 

여기서 는 정규화 인자이며   은 에  가 속하는지

를 나타내는 표시함수(indicator function)를 의미한다. 

2.3 PMF의 예측 단계와 보정 단계
PMF의 예측 단계에서는 그리드   에 대해 (1)의 모델에 따

라 다음과 같이 시간 변환시킨 그리드   ∈    를 

먼저 얻는다.

      (7)

이후 k 시점에 맞춰 새롭게 제안된 그리드 에 대해 (1)의 가산 

잡읍    을 반영하기 위해 식(3)의 Chapman-Kolmogorov 방정식

을 다음과 같은 합성곱(convolution) 과정으로 근사한다.

           
            (8)

      
   

                 
(9)

여기서 ⋅는  의 확률 밀도 함수를 나타낸다.

PMF의 보정 단계에서는 (4)의 베이즈 정리에 따라 다음과 같이 

각 그리드 점에서의 확률 밀도     를 보정한다.

                   (10)

여기서  ⋅는  의 확률 밀도 함수를 나타낸다.

3. PMF의 성능 향상 연구
PMF는 비모수적 기법이기 때문에 연산 능력에 따라 성능이 크

게 제한될 수 있다. 따라서 PMF에 관한 대다수의 연구는 연산 효율

과 직·간접적으로 연관되어 있으며, 크게 그리드 설계 방안과 합성

곱 연산 효율화로 나눠볼 수 있다.
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Fig. 3 Methods of expanding and contracting a grid support.

3.1 그리드 설계
그리드 설계 기법은 크게 확장·축소 기법, 공분산 기반 기법, 보조 

필터를 이용한 방법, 경계흐름(boundary flow) 방법으로 나눠볼 수 

있다. 먼저 그리드 확장·축소 기법은 판단 기준을 이용해 현재의 그

리드를 확장하거나 축소하는 기법이다(Fig. 3). Bergman의 방법은 각 

그리드 포인트의 추정 확률 밀도 값이 문턱 값 이하일 경우 해당 

그리드 포인트를 삭제하고, 반복적인 삭제를 통해 전체 그리드 포인

트 수가 문턱 값 이하가 되면 이중선형보간법을 이용하여 해상도를 

두 배로 키워주는 형태다[14]. 예측 단계의 합성곱 과정에서 예측 잡

음에 의해 그리드는 점차 확장된다. 박용곤종 외의 방법은 사전 분

포와 사후 분포 간의 상호의존정보(mutual information)을 모니터링

하여, 상호의존정보 값이 양으로 커지면 유익한 측정치라 판단하여 

그리드를 축소하고, 음으로 작아지면 반대로 그리드를 확대하도록 

한다[15]. Matoušek 외의 방법은 그리드 점으로 구성된 작은 집합과 

문턱값을 비교하고 비교조건을 만족시킬 때까지 그 집합을 이동시

킨다. 이러한 확장·축소 기법들은 대체로 특정 문턱값에 대한 의존

도가 높아서 문턱값 테스트 구성에 따라 성능이 쉽게 저하될 수 있

다[16].
Šimandl 외가 제안한 공분산 기반 기법은 시간 변형한 사전 분포

의 공분산과 모델로 주어진 예측 잡음의 공분산 등을 고려하여 그리

드를 설계하는 방법이다[17, 18]. 이 방법은 확장·축소 방법과 같이 현

재 얻어진 측정치는 고려하지 않기 때문에 사후 분포 근사라는 최종 

목표의 관점에서는 사후 분포상 확률적으로 중요한 영역에 대해 고

려가 충분하지 못할 수 있다(Fig. 4).
보조 필터를 이용하는 방법으로는 unscented 파티클 필터 등과 마

찬가지로 보조 필터를 먼저 수행하여 확률적 중요영역 사전에 근사

적으로 파악하여, 이를 기준으로 그리드를 설계하는 방법이다[19]. 이 

방법은 보조 필터가 잘 맞을 때는 효과적일 수 있으나, 보조 필터가

잘못된 추정 결과를 낳았을 때, 주요 필터인 PMF의 추정 실패로까

지 이어질 수 있다.

Fig. 4 Methods Based on Prior Mean and Covariance.

최영권 외의 경계흐름 방법은 베이즈 정리에 대한 로그 호모토

피 함수를 구성하여 이전 시점의 그리드의 경계를 현재 시점의 사

후 확률 분포의 확률적 중요영역에 경계가 되도록 이동시킨다[13]. 
이후 이렇게 이동된 경계를 경계로 갖는 그리드를 설계하는 방식

이다. 이 방식은 사전 분포에 기반하여 일단 그리드를 도출하고 그 

위에서 사후 분포를 근사하는 기존 방법들과 달리, 사후 분포의 확

률적 중요영역에 맞춰 그리드를 제시하기 때문에 정확도와 강건성

이 좋은 것으로 알려져 있다. 다만 이 방법은 구현이 다소 복잡할 

수 있다.

3.2 합성곱 연산
다른 비모수적 베이지안 필터링 알고리즘과 PMF 간 차이가 두

드러진 부분은 인위적으로 고정된 표본(PMF의 그리드 점)을 사용

한다는 점이다. 앞서 설명한 그리드 설계규칙에 따라 매 시점마다 
서로 달리 고정된 그리드를 이용하기 위해서 (8)과 같은 합성곱 연

산을 수행하여야 한다. 합성곱 연산 복잡도는 일반적으로 상태공

간의 차원에 대해 지수적으로 증가한다. 따라서 이러한 연산 복잡

도를 낮추려는 시도의 연구가 주를 이루고 있다. 한편으로는 (8)의 

계산에서 그리드 점이 대표하는 이웃한 영역의 (초)부피를 고려하

지 않음으로 인한 성능 저하를 개선하는 연구들이 존재한다.
합성곱 연산의 복잡도를 낮추기 위한 연구로서 초창기 PMF 연

구인 Bergman의 방법은 기존의 그리드 점과 충분히 가까운 새로운 

그리드 점에만 유의미한 영향을 끼친다고 가정하여 희소행렬

(sparse matrix) 형태의 커널을 구성하여 연산량을 낮췄다[14]. 하지만
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Bergman의 방법은 그리드의 축이 모든 시점에서 정렬되어있다는 가

정하에 제안되었다. Šimandl 외의 절약 합성곱(thrifty convolution) 방
법은 Bergman의 방법과 유사하게 기존 그리드 점과 새로운 그리드 

점 간의 거리가 가까운 경우에만 합성곱 계산을 하도록 한다[17]. 다
만 Šimandl 외의 그리드 주축의 회전까지 고려한 방법이다.

Duník 외의 copula 기반 합성곱 연산 기법은 전체 상태벡터를 L개
의 부분적 상태벡터로 나누어, (8)을 각각의 상태벡터에 관한 주변후 

확률밀도함수와 copula 밀도 함수로 분해한다[20]. 이를 통해 각각의 

상태벡터를 따로 예측하고 copula 밀도 함수를 전파시켜 원래의 사

전 분포를 도출할 수 있도록 한다. Tichavsky 외의 방법은 비음수 

행렬 분해(non-negative matrix factorization)을 이용해 상태천이 확률

밀도 함수      를 다음과 같이 분해한다[21].

     ≈          (11)

이를 (8)에 적용하면 각각의 그리드 내에서의 계산으로 분리가 되기 

때문에 연산 복잡도를 크게 낮출 수 있다.
Duník 외의 신뢰할만한 합성곱(reliable convolution) 방법은 그리드 

점의 이웃한 영역의 (초)부피를 고려하여 합성곱 계산을 수행한다
[22]. 그리드 점의 간격이 (1)의 예측 잡음의 편차보다 클 경우 (9)의 

계산에서 대부분의 그리드 점 간의 천이 확률이 매우 작게 계산될 

수 있다. 이는 (9)에서 일반적으로 (초)부피를 고려하지 않았기 때문

인데 Duník 외의 연구에서는 이를 고려하기 위해 누적분포함수를 

이용한다.

4. 결 론
다양한 분야에서 적극적으로 활용되고 있는 또 다른 비모수적 베

이지안 필터링 알고리즘인 파티클 필터와 달리 point-mass filter는 

주로 지형참조항법 시스템 연구에 국한되어왔다. 본 총설에서는 

PMF 활용 촉진을 위해 1990년대 후반 이래로 발전해온 PMF 알고리

즘을 기본 개념을 소개하고, 주요 연구 이슈인 그리드 설계 방법과 

합성곱 연산에 관한 연구들을 소개했다. PMF의 주요 난점이었던 연

산 복잡도 문제가 여러 분해(decomposition) 기법의 적용으로 개선되

어가고 있는 상황에서, 다양한 문제에 대한 적극적인 PMF 적용이 

이뤄진다면 기존 시스템의 추정 정확도 및 강건성 증대가 이뤄질 

수 있을 것으로 기대된다.
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