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작업자 배정 문제의 다항시간 알고리즘

Polynomial Time Algorithm for Worker Assignment Problem

이상운*

Sang-Un, Lee*

요  약  선형배정문제 (LAP)와 선형병목배정문제 (LBAP)는 다항시간으로 최적 해를 구하는 알고리즘이 알려져 있지 않
은 NP-난제로 분류되어 메타휴리스틱 방법이나   계산 복잡도의 선형계획법 (LP) 소프트웨어 패키지나 헝가리안
알고리즘 (HA)을 적용하고 있다. 본 논문은 LAP와 LBAP에 대해     복잡도의 다항시간 알고리즘을 
제안하였다. LAP에 대해서는 선택-삭제 방법을, LBAP에 대해서는 삭제-선택 방법을 단순히 적용하였다. 모든 데이터에
적합한 유일한 알고리즘이 존재하지 않는 실험 데이터에 제안된 알고리즘을 적용한 결과, 제안된 알고리즘은 모든 데이
터에 대해 최적 해를 구할 수 있었다.

Abstract  The linear assignment problem (LAP) and linear bottleneck assignment problem (LBAP) has been
unknown the algorithm to solve the optimal solution within polynomial-time. These problems are 
classified by NP-hard. Therefore, we can be apply metaheuristic methods or linear programming (LP) 
software package or Hungarian algorithm (HA) with computational complexity. This paper suggests
polynomial time algorithm with time complexity to LAP and LBAP. The select-delete
method is simply applied to LAP, and the delete-select method is used to LBAP. For the experimental
data without the unique algorithm can be apply to whole data, the proposed algorithm can be obtain 
the optimal solutions for whole data.
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Ⅰ. 서  론

명의 작업자 ⋯ 를 대의 기계
 ⋯ 에 배정하여 작업을 수행하는 경우, 주어진 함
수는 생산성(또는 이득)인 경우 , 작업시간(또는 소요
비용)인 경우 가 된다. 의 경우 최대치를 얻도록 작
업자를 기계에 1:1로 배정하는 것이 목적이며, 의 경

우 반대로 최소값을 얻도록 배정해야 한다. 작업은 병렬
(parallel)로 수행되어 개 제품을 별도로 생산하는 경우
와 하나의 제품을 개 공정으로 직렬(serial)로 수행하는 
경우로 구분된다. 병렬처리인 경우를 단순히 선형 배정 
문제(linear assignment problem, LAP)라 하며, 직렬
로 수행하는 경우를 선형 병목 배정 문제(linear 
bottleneck assignment problem, LBAP)라 한다.[1,2]
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LAP와 LBAP는 다항시간으로 최적 해를 얻는 알고리
즘이 제안되지 않아 NP-난제(NP-hard)로 분류되어 있
다.[3]

LAP에 대해서는 유전자 알고리즘(genetic algorithm, 
GA)이나 담금질 기법(simulated annealing, SA) 등과 
같은 메타휴리스틱 기법들이 제안되고 있으며[4], 다항시
간으로 최적 해를 얻기 위한 헝가리안 알고리즘 
(Hungarian algorithm, HA)[5,6]이나 선형계획법
(linear programming, LP)[7], CPLEX[8] 등을 적용하고 
있다. 그러나 헝가리안 알고리즘과 선형계획법의 수행 
복잡도는 로 알려져 있다.[6,9] 

LBAP에 대해서는 한계점 알고리즘(threshold 
algorithm, TA), 이중법(dual method, DM), 증대경로
법(augmenting path method, APM) 등이 알려져 있
다.[2,10,11]

본 논문은 LAP와 LBAP에 대해 
의 다항시간 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고
리즘은 LP 패키지를 활용하지 않고, 단지 Excel로 간단
하게 최적 해를 결정할 수 있는 방법을 제안한다. 2장에
서는 작업자 배정 문제의 개념과 연구 사례를 고찰해 본
다. 3장에서는 단지 Excel을 활용하여 최적 해를   
복잡도로 얻을 수 있는 휴리스틱 알고리즘을 제안한다. 
4장에서는 제안된 알고리즘을 실제 데이터에 적용하여 
알고리즘 적합성을 평가해 본다.

Ⅱ. 작업자 배정 문제

본 장에서는 명의 작업자를 대의 기계에 배정하는 
문제를 고찰한다. 한 작업장(workshop)에 대의 기계
가 존재할 경우, 각 기계에 한 명씩의 작업자를 배정해야 
기계들을 완전 가동할 수 있다. 각 작업자는 모든 기계들
에 대한 생산성을 검증받았다. 표 1은 Guéret et al.[7]과 
Edvall[8]에서 인용된 6명의 작업자가 6대의 기계에 대한 
생산성 (시간당 제품 생산량)을 나타내고 있다. 이 문제
에서 작업장의 최대 생산성을 얻기 위해 누구를 어느 기
계로 배정할 것인가를 결정하는 것이다.

작업자 배정 문제에서, 기계를 병렬(parallel, P)로 작
동하는 경우를 LAP, 순차적 직렬(serial, S)로 작동하는 
경우를 LBAP라 한다. LAP는 각 기계에서 별도의 제품
을 생산하는 경우로 개의 선택된 생산성들의 총합이 최
대가 되어야 생산성을 최대로 얻을 수 있다.

Productivity
(per hour)

Machines
M1 M2 M3 M4 M5 M6

Workers

W1 13 24 31 19 40 29
W2 18 25 30 15 43 22
W3 20 20 27 25 34 33
W4 23 26 28 18 37 30
W5 28 33 34 17 38 20
W6 19 36 25 27 45 24

표 1.   데이터의 시간당 생산성
Table 1. Productivity in pieces per hour of   data

LBAP는 대의 기계 각각이 하나의 공정을 수행하는 
형태로 하나의 제품을 개 공정으로 생산하는 경우로 볼 
수 있다. 이 경우, 제품의 생산성은 개의 선택된 생산성
들 중에서 최소치가 병목(bottleneck)으로 단위 시간당 
생산은 병목이 발생한 생산성 값(최소 생산성)으로 결정
된다.

LAP는 주어진 함수가 생산성(또는 이득)일 경우 최대 
치를 얻는 것이 목적이며, 반대로 작업시간 또는 소요 비
용)인 경우 최소치를 얻는 것이 목적이다. 따라서 LAP의 
생산성(또는 이득)의 최적 해는 식 (1)을, 작업시간(또는 
비용)의 최적 해는 식 (2)로 얻을 수 있다. LBAP의 경우 
병목을 찾는 문제로 생산성(또는 이득)의 최적 해는 식 
(3)을, 작업시간(또는 비용)의 최적 해는 식 (4)로 얻을 
수 있다. 

[LAP]

 생산성(또는 이득) :  max
 




 



    (1)

such that 
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   ⋯ 

∈ ⋯  ⋯ 
 작업시간(또는 비용) :  min
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∈ ⋯  ⋯ 
[LBAP]

 생산성(또는 이득) :  maxmin       (3)

such that 
 



   ⋯  
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∈ ⋯  ⋯ 
 작업시간(또는 비용):  minmax       (4)

such that 
 



   ⋯  


 



   ⋯ 

∈ ⋯  ⋯ 

표 1의 예제에 대해 LAP와 LBAP의 경우 생산성을 최
대로 할 수 있도록 작업자들을 기계에 배정하여 보자. 이 
문제에 대해 Guéret et al.[7]은 선형계획법(LP)을, 
Edvall[8]은 CPLEX 소프트웨어 프로그램 패키지를 적용
하여 표 2의 결과를 얻었다.

표 2.   데이터에 대한 LP와 CPLEX의 최적 배정
Table 2. Optimal assignment of LP and CPLEX for   

data

3장에서는 LAP와 LBAP에 대해 의 다항시간
으로 최적 해를 결정하는 휴리스틱 알고리즘을 제안한다.

Ⅲ. LAP와 LBAP의 다항시간 알고리즘

본 장에서는 생산성(또는 이득) 행렬을 대상으로 알고
리즘을 설명한다. 만약, 주어진 함수가 작업시간(또는 비용) 
행렬일 경우 제안된 알고리즘에서 → max→ min
min→ max로 치환하면 된다. LAP의 경우, 행과 열에서 
최대 생산성인 셀 2개씩을 선택하고, 행과 열에서 1개 셀
만 선택된 경우 해당 셀의 열이나 행의 다른 셀들을 삭제

한다. 만약, 행과 열에서 1개 셀만 선택된 것이 없을 경
우 선택된 셀들 중 최소 생산성 셀을 삭제한다. 이 과정
을 반복 수행하여 개 셀을 선택한다. 이를 선택-삭제 
알고리즘(select- delete algorithm, SDA)이라 하자.

LBAP에 대해서는 행이나 열에서 1개 셀만 남을 때까
지 최소 생산성 셀들을 삭제한다. 만약, 행이나 열에서 1
개 셀만 남은 경우, 해당 셀의 열이나 행의 나머지 셀들
을 삭제한다. 이 과정을 반복 수행하여 개 셀을 선택한
다. 이를 삭제-선택 알고리즘(delete-select algorithm, 
DSA)라 하자. 제안된 SDA와 DSA는 그림 1과 같이 수
행된다.

 생산성 (이득) 행렬   ⋯  ⋯ 
 작업시간 (비용) 행렬    ⋯  ⋯ 
행의 선택 개수, 열의 선택 개수

[LAP] /* 수행 복잡도 :  if*/
Step 1. 행․열에서 최대 생산성 ( max과 max) 2개씩 선택
Step 2. 셀 선택

until ∀   do 
      if ∃  or  then

 선택, 의 행․열에 존재하는 나머지 
셀들 모두 삭제

   else min∈  삭제
end

(a) SDA algorithm
[LBAP] /* 수행 복잡도 :   if*/
Step 1. 셀 삭제와 선택

until ∀   do 
 if     ∀ ≥ or ≥ then
        min∈  삭제
 else if ∃  or  then
         선택, 의 행․열에 존재하는 

                     나머지 셀들 모두 삭제
 end

(b) DSA algorithm

그림 1. LAP와 LBAP 최적화 알고리즘
Fig. 1. Optimization algorithm for LAP and LBAP

제안된 알고리즘은 입력 변수 ×에 대해 
의 수행 복잡도로 최적화를 시킬 수 있으
며, 단순히 Excel로 쉽게 적용할 수 있어 실무에 즉시 활
용 가능한 장점을 갖고 있다.

표 1의 데이터에 대해 SDA를 수행한 과정은 표 3에, 
DSA를 수행한 과정은 표 4에 제시하였다.

표 1의 데이터에 적용된 알고리즘들의 성능을 비교한 
결과는 표 5에 제시하였다. SDA와 DSA는 LP에 비해 수
행 복잡도를 에서 로 감소시켰음에도 불구
하고, 동일한 해를 얻었음을 알 수 있다. 
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Ⅳ. 실험 및 결과 분석

본 장에서는 표 6의 실험 데이터에 대해 DSA로 
LBAP 최적 해를 얻을 수 있는지 검증해 본다. 

표 3.   데이터의 LAP에 대한 SDA의 최적 배정
Table 3. Optimal assignment of SDA for LAP of   data

표 4.   데이터의 LBAP에 대한 DSA의 최적 배정
Table 4. Optimal assignment of DSA for LBAP of   data

표 5.   데이터에 대한 알고리즘 성능 비교
Table 5. Compare with algorithm performance for   data

알고리즘 수행 복잡도 LAP LBAP
휴리스틱 [7] - 175 -

LP [7]  193 26
CPLEX [8] - 193 26

SDA


193 -
DSA - 26
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표 6. 실험 데이터
Table 6. Experimental data

표 6의 실험 데이터들에 제안된 DSA로 LBAP의 최적 
해를 구한 결과는 표 7에 제시되어 있다.

표 7. 실험 데이터에 대한 DSA 결과
Table 7. Result of DSA for experimental data

(a)   data

(b)   data

(c)   data

(d)   data
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  데이터는 Burkard et al.[2]에서,   데이터는 
Garfinkel[10]에서,   데이터는 Zhu et al.[11]에서 인용
되었다. 여기서는 알려진 최적해도 함께 표기하였다.   
데이터는 3명이 한 팀을 이루어 9명이 3개 팀으로 3대의 
기계에서 작업하는 경우이다.

표 6의 실험 데이터들에 대해 해를 비교한 결과는 표 
8에 제시하였다. 제안된 DSA는 4개 데이터 모두에서 알
려진 최적 해를 구하였음을 알 수 있다.

표 8. 실험 데이터에 대한 해 비교
Table 8. Compare with solution for experimental data

문제 목적함수 알려진 최적 해 DSA의 해
  5 5

  5 5

  6 6

  21 21

Ⅴ. 결  론

LAP와 LBAP는 다항시간으로 해를 구하는 알고리즘
이 알려져 있지 않아 NP-난제로 분류되어 있다. 이러한 
난제에 대해 본 논문은 LAP와 LBAP에 대해 의 
다항시간으로 해를 구할 수 있는 휴리스틱 알고리즘을 
제안하였다. LAP에 대해서는 단순히 선택-삭제 방법을, 
LBAP에 대해서는 삭제-선택 방법을 적용하였다.

실험 결과   복잡도의 선형계획법 뿐 아니라 메
타휴리스틱 방법으로도 모든 데이터에 대해 해를 구하지 
못한 반면에, 제안된 알고리즘은 의 다항시간으로 
간단히 해를 구할 수 있음을 보였다.

제안된 알고리즘은 Excel을 활용하여 LAP에 대해서는 선
택-삭제를, LBAP에 대해서는 삭제-선택 방법을 적용하였다.

결론적으로, LAP와 LBAP의 해를 구하는 실제 문제에 직
면한 경우 제안된 알고리즘을 적용하면 간단하고 쉽게 해를 
구할 수 있는 관계로 실질적인 큰 도움을 줄 수 있을 것이다.
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