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Abstract

In a secret sharing scheme, secret information must be distributed and stored to users, and confidentiality must

be able to be reconstructed only from an authorized subset of users. To do this, secret information among 

different code words must not be subordinate to each other. The minimal code is a kind of linear block code to

distribute these secret information not mutually dependent. In this paper, we present a novel extension technique

for minimal codes. The product of an arbitrary vector and a minimal code produces a new minimal code with an

extended length and Hamming weight. Accordingly, it is possible to provide minimal codes with parameters not 

known in the literature.

요  약

비밀 공유 기법에서는 비밀 정보가 사용자들에게 분산되어 저장되고, 특정 허가된 사용자의 부분 집합으로부터만 비밀이 재합성

될 수 있어야 한다. 이를 위해서는 서로 다른 부호어들 사이의 정보가 종속되지 않아야 한다. 극소 부호는 선형 블록 부호의 일종으

로서 이러한 비밀 정보들이 상호 종속되지 않게 분산하는 역할을 한다. 본 논문에서는 극소 부호의 새로운 확장 기법을 제시한다.

임의의 벡터와 극소 부호의 곱을 통해 새로운 길이와 해밍 무게를 가지는 새로운 극소 부호가 생성된다. 이를 통해 기존에 알려지지

않은 파라미터를 가지는 극소 부호들을 제공할 수 있다.
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Ⅰ. 서론

극소 부호(minmal code)는 선형 블록 부호(linear block 

code, [1])의 일종으로서, 비밀 공유 기법(secret-sharing 

scheme) 등에 사용되어 왔다. 비밀 공유 기법에서는 비

밀 정보가 사용자들에게 분산되어 저장되고, 특정 허가

된 사용자의 부분 집합으로부터만 비밀 정보가 재합성

(reconstruction) 될 수 있어야 한다[2]. 이러한 비밀의 

분산은 극소 부호에 의해 수학적으로 정의된다. 극소 부

호의 가장 중요한 특성은 한 사용자의 부호어가 다른 사

용자의 부호어에 종속되지 않아야 한다는 것이다. 수학

적으로는 한 부호어의 서포트(support)가 다른 부호어의 

서포트의 부분 집합이 되지 않는 것이다. 이러한 극소 부호

는 정보의 분산이 요구되는 연합학습(federated learning), 

블록체인(blockchain) 등의 분야에 적용될 수 있을 것

으로 기대되고 있다. 새로운 극소 부호의 설계 기법은 부

호 이론 분야에서 흥미로운 주제로 여겨지고 있다.

Aschikhmin과 Barg는 [3]에서 선형 블록 부호가 극
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소 부호가 될 충분 조건과 최소 거리 복호 방법을 제시

하였다. Aschikhmin과 Barg의 충분 조건 하에 다양한 

극소 부호들이 설계되었다[4-6]. Chang and Hyun은 

처음으로 이러한 충분 조건에 종속되지 않는 극소 부호

의 설계 방법을 발견하였다[7]. Ding, Heng, Zhou는 

이진(binary) 부호가 극소 부호가 될 필요충분 조건을 

제시함과 동시에, 무한한 이진 극소 부호의 부류를 설계

하였다[8]. Heng, Ding, Zhou는 다양한 이진 및 삼진

(ternary) 극소 부호를 발견하였다[9]. Bartoli와 Bonini

는 비이진 극소 부호에 대한 일반화된 설계 방법과 귀납

적인 확장 방법을 제안하였다[10]. Mesnager, Qi, Ru, 

Tan 등은 유한체에서 정의된 특성 함수를 통해 극소 부

호를 설계하는 방법을 제시하였다[11]. 지금까지 알려진 

극소 부호들은 대부분 유한체의 구조와 성질에 기반했기 

때문에 길이가 유한체의 크기와 관련된 형태로 제한되어 

왔다. 하지만, 다양한 정보어의 길이나 통신 환경에 따라 

이에 맞는 새로운 파라미터를 가지는 극소 부호의 설계

가 필요하다.

본 논문에서는 극소 부호의 새로운 확장 기법을 제시

한다. 임의의 벡터와 극소 부호의 곱(product)을 통해 

새로운 길이(length)와 해밍 무게(Hamming weight)를 

가지는 새로운 극소 부호가 생성된다. 이를 통해 기존에 

알려지지 않은 파라미터(parameter)를 가지는 극소 부

호들을 제공할 수 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서는 선형 부호

와 극소 부호에 대한 배경 지식들을 설명한다. Ⅲ장에서

는 새로운 극소 부호의 설계 방법을 제시하고, 새로운 극

소 부호들의 무게 특성과 최소 거리 등의 성질에 대해 

살펴 본다. 마지막으로 Ⅳ장에서는 결론을 맺는다.

Ⅱ. 배경

어떤 소수의 거듭제곱 에 대해 유한체   상에서 정

의된 길이가  인 선형 블록 부호 는  차원 벡터 공간 

(vector space)의 차원 부분 공간(subspace)로 정의

된다.    선형 블록 부호 는 다음과 같은 벡터들의 

집합으로 나타낼 수 있다: 

  














. (1)

여기서 각각의 벡터 




  ≤  ≤ 는 부호어(code- 

word)라 불린다. 또한,  은 서로 다른 부호어의 개수로

서 사용자 수를 의미한다. 는 정보를 가지는 부분의 길

이를 의미하는데,  개의 벡터 성분 중에서 독립적인 성

분의 개수와 같다. 벡터의 각 원소는 다음과 같이 나타낼 

수 있다: 





    . (2)

선형 부호의 성질에 따라 두 부호어의 합 










는 

에 속하는 어떤 부호어 




가 된다. 또한  의 임의의 원

소 ∈ 에 대해서도 




는 의 어떤 부호어 




′이 된

다. 부호어 




의 서포트는 다음 집합으로 정의된다:

supp



  ≤  ≤    ≠. (3)

즉, 부호어에서 0이 아닌 값에 해당하는 위치들의 집

합이다. 또한, 




의 해밍 무게는 





의 서포트의 집합 크

기로 정의된다.    선형 블록 부호 의 임의의 부호

어 




의 서포트가 다른 부호어 





의 서포트의 부분 집합

이 되지 않는 성질을 만족한다면 는    극소 부호

라고 불린다. 이러한 경우에 




가 0이 아니면서 





가 0

인 위치가 반드시 존재하고, 그 반대의 경우도 마찬가지

이다.

Ⅲ. 본론

1. 새로운 극소 부호의 확장 방법

본 절에서는 기존의 극소 부호와 임의의 길이의 벡터의 곱

을 통해 새로운 극소 부호를 설계한다.   
















는   상의    극소 부호라 하자. 그리고,  ≤  ≤ 

에 대해서   상의 길이가   ≥ 인 영벡터(zero vector)

가 아닌 임의의 벡터 




  를 정

의하자. 정리 1에서는 새로운 길이  의 극소 부호가 제

시된다.

정리 1. 길이가  인 부호어 




를 다음과 같이 정의하자: 

       ∙ . (4)

여기서,  ≤  ≤ 이고  ≤  ≤  이다. 새로운 

부호   














은    극소 부호이다. 

증명：먼저  가 선형 부호임을 증명한다. 과  

사이의 두 정수 와 에 대해서
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(5)

이 성립한다. 또한,

    

  
 ′ 

 ′ 

(6)

이다. 따라서,  는 선형 부호이다. 다음으로는 극소성

(minimality)를 증명해야 한다. 서로 다른 임의의 와 에 

대해 원래 부호 의 극소성에 의해 어떤  ≤  ≤ 에 

대해  ≠이고   이 성립한다. 




는 영벡터가 

아니기 때문에 이러한 에 대해

    ≠ (7)

이고, 

     (8)

인  ≤  ≤  이 존재한다. 따라서 부호어 




의 서포트

는 




의 서포트에 부분 집합이 되지 않는다. 같은 방법으

로 




의 서포트도 





의 서포트의 부분 집합이 아님을 보

일 수 있다. 그러므로 새롭게 설계된 부호  는 극소 부

호이다.

정리 1에서 각각의 부호어 




는 원래 부호의 부호어 





의 원소들의 값 만큼 





에 상수배한 벡터들을 연접

(concatenation)한 것과 같다. 그림 1은 이러한 극소 

부호의 확장 방법을 나타내고 있다.

Fig. 1. Extension method for minimal codes.

그림 1. 극소 부호의 확장 방법

2. 새로운 극소 부호의 무게 성질

선형 블록 부호 의 부호어들의 해밍 무게 중에서 최

소값을 min , 최대값을 max라 하자. 극소 부호의 무게 

분포에 대해서 Aschikhmin과 Barg는 다음 정리를 제

시하였다.

정리 2 [3].   상의 선형 부호 의 min과 max가 

다음을 만족하면 는 극소 부호가 된다: 

max

min
≥


 (9)

정리 2의 경계는 극소 부호의 설계에 대한 충분조건으

로서 새로운 극소 부호를 만드는데 중요한 가이드라인이 

되어 왔다. 하지만, (9)의 경계에 한정되는 무게를 가지

는 부호들은 부호어들 사이의 해밍 무게가 너무 좁은 범

위로 한정된다. 이에 따라, 최근에 (9)의 범위를 벗어나

는 새로운 극소 부호에 대한 연구들이 활발하게 진행되

어 왔다[7-11].

새로운 부호  의 무게 분포는 




들의 무게 분포와 원

래 부호 의 무게 분포에 의해 결정된다. 가장 자명한 

경우로 




들의 해밍 무게가 1로 고정되면, 새로운 부호 

 의 무게 분포는 의 무게 분포와 일치하게 된다. 또

한, 




들의 해밍 무게의 최대치는 길이와 같은 이다. 모

든 




들의 무게가 로 고정되었을 때는 기존의 무게 분

포에서 각각의 값들이 배가 된다. 각각의 




들의 해밍 

무게는 에서  사이의 값을 임의로 선택할 수 있기 때

문에 에 따른 




의 해밍 무게 변화에 따라 다양한 무게 

분포가 생길 수 있다. 또한, 정리 2의 범위 밖에 있는 부

호를 확장시켰을 경우에 역시 정리 2에 한정되지 않는 

부호를 얻을 수 있음을 알 수 있다.

Table 1. Examples of new parameters of minimal codes

(  length,   information legnth,  minimum 

distance).

표 1. 새로운 극소 부호의 예시

(  길이,   정보 길이,  최소 거리) 

Original Codes Extended Codes

  ⋅

  ⋅

   ∼ ⋅

Number of distinct 
weights

  or more

선형 부호에서는 부호 간의 거리를 나타내는 최소 거

리(minimum distance)도 오류 확률과 관련된 중요한 

성능 지표 중에 하나이다. 선형성에 의해 최소 거리는 부

호어들의 해밍 무게 중 최소값과 같다. 원래의 극소 부호 

의 최소 거리를 로 가정하면, 새로운 극소 부호 의 

( 508 )



A New Extension Method for Minimal Codes 177

최소 거리는 




의 선택에 따라 에서 ⋅의 범위를 가

지는 것을 알 수 있다. 따라서, 길이가 확장됨에 따라 길

이와 최소 거리 사이의 비율도 유지됨을 알 수 있다. 표 

1에서는 확장된 부호의 길이, 무게, 최소 거리에 대한 예

시를 나타내었다.

Ⅳ. 결론

본 논문에서는 기존의 극소 부호를 임의의 배수 길이

로 확장하고, 해밍 무게의 관점에서도 다양한 분포를 얻

을 수 있는 확장 방법을 제시하였다. 또한, 선형 부호의 

중요한 성질인 최소 거리도 커질 수 있음을 확인하였다. 

이러한 극소 부호의 확장을 통해 연합학습, 블록체인 등

의 다양한 애플리케이션에서 실제 상황에 맞는 다양한 

파라미터들을 가지는 부호들을 적용할 수 있을 것이다.
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