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Abstract

In this paper, the physical model and governing equations of a shallow arch with a moving boundary were studied. A 

model with a moving boundary can be easily found in a long span retractable roof, and it corresponds to a problem of a 

non-cylindrical domain in which the boundary moves with time. In particular, a motion equation of a shallow arch having 

a moving boundary is expressed in the form of an integral-differential equation. This is expressed by the time-varying 

integration interval of the integral coefficient term in the arch equation with an un-movable boundary. Also, the change in 

internal force due to the moving boundary is also considered. Therefore, in this study, the governing equation was derived 

by transforming the equation of the non-cylindrical domain into the cylindrical domain to solve this problem. A governing 

equation for vertical vibration was derived from the transformed equation, where a sinusoidal function was used as the 

orthonormal basis. Terms that consider the effect of the moving boundary over time in the original equation were added in 

the equation of the transformed cylindrical problem. In addition, a solution was obtained using a numerical analysis 

technique in a symmetric mode arch system, and the result effectively reflected the effect of the moving boundary.
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1. 서론1)

장 스팬의 지붕(long span roof)은 아치나 쉘(shell)

처럼 외부의 힘을 형태가 저항하도록 고안된 구조를 선

호한다. 이것은 압축이나 인장과 같은 면내(in-plane)로 

힘을 전달하는 구조 메커니즘으로 다른 메커니즘과 비

교해서 더욱 가볍고, 효과적으로 설계할 수 있다. 이러한 

힘의 흐름은 종종 자연(natural)으로부터 그 특징을 찾

아내어 가장 자연스럽게 표현하려 하였고, 이것은 원

(cycle) 형, 정현파(sinusoidal) 형 또는 구(spherical) 

형 등의 형상으로 많이 나타나게 되었다. 이 중에서 포

물선이나 정현파의 얕은 아치는 형상에서도 자연적인 
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아름다움을 담고 있을 뿐만 아니라 가볍게 긴 경간을 지

탱하기에 구조적으로 적합하여서 과거에서부터 많은 연

구자가 그 역학적 특징을 연구하였다. 얕은 아치의 동적 

스냅(dynamic snapping)에 대한 연구는 처음으로 Hoff 

& Bruce (1954)1)에 의해 시작되었고, 이후에 임계경계

와 불안정 현상의 규명 등의 다양한 연구가 지금까지 많

이 수행되었다.2)~6) 이들의 연구 중에 얕은 아치에서 많

이 다루는 적분 계수를 갖는 미분방정식7)은 Ball (1973)

의 신장(extensible) 보에 관한 연구8),9)에서 찾아볼 수 

있다. 이 모델은 오일러-베르누이 보(Euler-Bernoulli 

beam)에서 확장된 모델로서 수직 방향의 변위로 인한 

축 방향 변형을 고려한 것으로서 Woinowsky (1950)의 

논문10)에 처음 등장한다. 이 모델들은 주로 축 방향 변

형으로 인한 내력이 고려되었고, 고정된 경계 영역

(domain)의 구간  에서 물리적 모델을 형성하였다. 

또한, 양단(both-side end)의 회전에 대한 경계조건을 

힌지(hinge) 또는 고정(clamped)으로 나누어 정의하였

다. 형성된 모델은 적당한 두께를 가진 비교적 얕은 아

치와 보의 모델로 적합하였으며, 많은 연구자가 다양한 
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조건을 추가하여 정해나 수치 근사해를 분석하였다. 그

러나 이러한 모델들의 경계 영역(boundary domain)은 

항상 고정된 것이고, 경계가 이동하는 것은 흔하지 않다.

이동 경계 문제(moving boundary problem)는 종종 

슈테판 문제(Stefan problem)라고도 불리는데 실제적인 

많은 문제에서 중요한 사례로 나타난다. 극지방 만년설

(polar ice cap)이 녹는 문제, 진동에서 경계가 이동함으

로 나타나는 역학적 문제, 늘어나는 봉 등의 문제에서 

쉽게 찾아볼 수 있다. 그러나 이 문제들은 시간에 따라 

대상의 영역이 변하는 비-원통형 영역(non-cylindrical 

domain)의 문제에 해당하고, 또 물리적 모델의 형성과 

모델의 해를 구하기도 쉽지 않다.

일반적으로 이러한 모델은 공학적으로도 다루어지는

데 경계의 수평 이동을 고려한 수직진동 시스템으로 종

종 나타난다.11) 예로서 키르히호프-캐리어(Kirchhoff- 

Carrier) 모델에 기초한 이동 경계 탄성 막(elastic 

membrane)12), 오일러-베르누이 이론에 기초한 축 방향 

이동 경계의 보(axially moving beam)13),14) 또는 시간

에 따라 길이가 변하는 외팔보(cantilever)의 진동15) 등

이 있다. 이들은 대부분 적분형 계수를 갖는 미분 방정

식의 형태를 갖추고 있고, 오일러-베르누이 보 또는 키

르히호프의 이론에 기초한 모델이므로 중립축의 법선

(normal)은 변형 후에도 일정한 것으로 가정한다. 이 모

델들에서 이동에 대한 질량 분포의 변화는 주로 고려하

지 않고, 이동 축 방향의 속도에 대한 영향은 선형 점탄

성 재료(Kelvin-Voigt model)로 모델링 하였다. 또한, 

이동 경계의 탄성 막이나 보의 연구에서는 이동 경계로 

인한 속도의 영향이 고려되지 않았고, 다만 내부 축력이 

시간에 따라 변하는 경계가 고려되었다. 특히, 이들의 연

구에서 비-원통형 영역은 원통형(cylindrical) 영역으로 

변환하여 문제에 접근하였으며, 시스템의 수학적 연구와 

다양한 수치적 결과를 얻었다.

장 스팬 지붕은 대부분 하부 구조가 지지하며, 이 경

계는 하부 구조의 상태에 따라 이와 동등한 역학적 기구

를 추가하여 모형화할 수 있다. 이것은 지반에 고정된 

건물과 비교해서 경계가 유연하므로 유사한 모델로 치

환하는 것이다. 그러나 개폐/이동식 지붕은 경계가 이동

하는 경우이다. 경계가 지붕의 축 방향으로 이동하여 직

접적인 변형을 유발하는 때도 있고, 수직 방향으로의 이

동에서 간접적으로 축 방향 변형에 큰 영향을 주는 지붕

의 예도 있다. 예를 들어 뭉치 막(bunching membrane) 

개폐식 지붕16)은 경계의 이동이 축 방향 변형에 직접적

이고, 양쪽 레일을 따라 움직이는 개폐식 지붕은 동기화

한 이동 기구로 축 방향의 영향을 최소화하려고 한다. 

지붕을 개폐하는 이유는 실내외 공간을 사람들이 동시

에 누리고자 하는 것이지만 안전을 위해서 지붕을 개폐

하는 예도 있어서 이동 시나리오에 따른 지붕의 상태를 

정확하게 예측하는 것은 매우 중요한 공학적 문제이

다.17)

따라서 본 연구에서는 축 방향 이동 경계의 문제에 

대해서 얕은 아치를 대상으로 물리적 모델과 지배방정

식을 형성하는 과정에 대해서 다루도록 하였다. 본 논문

에서 형성된 비-원통형 영역의 이동 경계 아치 모델을 

원통형 영역의 문제로 변환하고, 정규 직교 기저

(orthonormal basis)를 이용해 진동에 관한 지배방정식

을 유도하였다. 이러한 모델링 과정은 기존의 연구와 같

이 경계의 이동 속도로 인한 영향은 고려하지 않았으며, 

경계의 이동으로 인한 축 방향 변형만이 고려되었다. 이

것은 고정된 경계를 가진 얕은 아치 방정식에서 적분형 

계수 항의 적분 구간이 이동 경계가 고려되어 시간에 따

라 변하는 것과 이로 인한 내력의 변화가 더불어 고려된

다. 또한 원통형 문제로 변환된 운동 방정식에서는 원래

의 방정식에서 시간에 따른 이동 경계의 영향이 고려된 

항들이 추가되어 나타난다. 마지막으로 논문의 구성은 

2장에서 이동 경계를 갖는 얕은 아치의 모델링, 3장에

서 원통형 문제로의 변환 및 수직진동에 대한 지배방정

식의 도출과정을 각각 다루었다. 또한 대칭 모드 시스템

을 대상으로 수치해석을 수행하였고, 해석 결과를 수록

하였다.

2. 이동 경계를 갖는 얕은 아치

2.1 이동 경계를 갖는 아치의 운동 방정식

는   에서 정의된 얕은 아치의 변형 형상

이라 할 때 의 약감쇠(weak damping) 운동 방정식은 

식(1)과 같다.
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여기서, 는 밀도, 는 탄성계수, 는 아치의 단면

적, 는 단면 이차모멘트, 와 는 각각 아치의 초기 

형상과 수직 진동 형상이며, 변위 함수 와는 <Fig. 1>

과 같이    의 관계로 나타난다. 또한, 와 는 

식(2) 및 식(3)과 같다. 여기서, 경계조건은 양단에서 

    이며, 힌지의 경우는 

      이 더 추가된다.

 
 











 (2)

  

 

 (3)

<Fig. 1> Shallow arch with un-movable 

boundary and interval  

식(1)에서 는 아치의 수직 변위에 대한 축 방향 내

력이며, 식(2)와 같이 적분 형태를 가진다. 이 계수는 다

음의 변형과 변위 관계를 통해서 쉽게 유도할 수 있다. 

여기서, 아래첨자 는 에 대한 미분을 의미한다.

          


   (4)

식(4)에서 는 축 방향 변위 함수이고, 는 

 로 휨 모멘트(bending moment)에 관한 항이

다. 즉, 는 식(1)의 두 번째 항을 도출하게 되며, 축 방

향 변형에 대해서는 과의 관계로 정의할 수 있다. 이 

관계식은 탄성영역에서 다음과 같이 내력()과의 관계

로 나타난다.

    

  (5)

초기 내력 에 대해서는 상수이므로 유도과정에서는 

생략하여 정리하기로 한다. 식(5)의 좌, 우변을 전 영역 

에서 적분하면 다음과 같다.




   

    



  (6)

여기서, 아치의 축 방향 내력이 일정한 조건을 고려하

면 식(6)은 다음과 같이 정리된다.

  
 


    



  (7)

위 식에서 첫 번째 적분 항 


 는 가 경계에

서 이므로 소거된다. 따라서 나머지 두 항에 대해서 변

위 함수 에  를 대입하여 각각을 정리하면 식(2)

를 구할 수 있게 된다.

다음으로 이동 경계 영역을 고려하자. 이 경계 영역은 

  ∈       ∈  로 정의

하며, <Fig. 2>에서 보는 바와 같다. 여기서 는   

에서의 이다.

<Fig. 2> Shallow arch under moving 

boundary domain  and 

식(1)의 경우 오일러-베르누이 이론을 바탕으로 도출

된 것이므로 와 는 여전히 일정하다고 가정할 수 있

다. 따라서 이동 속도가 낮아서 시스템에 미치는 영향이 

적다고 가정하여 고려하지 않으면 의 영역에서도 여

전히 유효한 방정식이 된다. 단지 식(7)의 항에서 첫 

번째 축 방향 변위가 경계에서 더 이상 이 아니므로 

생략할 수 없고, 이동 경계로 인한 적분 영역이 바뀌게 

된다. 이러한 사항을 고려하여 식(7)을 에 관해서 다

시 정리하면 다음과 같다.

 
 




 



    (8)

여기서,     이다. 식(8)의 첫 번째 항

에 관한 적분을 수행하기 위해서는 축 방향 변위 함수 

의 가정이 필요하다. 즉, 이동 경계점 와 에
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서의 변위는 의 구간에서 이동된 경계의 변화 값으

로 정의할 수 있고, 이러한 각각의 경계 치를 이용해서 

함수 를 선형으로 가정하면 다음과 같은 함수를 구할 

수 있다.

 

 
  (9)

여기서    이다. 식(9)를 이용하여 첫 

번째 항을 정리하면 다음과 같다.




 






  



 

  

   (10)

따라서, 식(10)을 식(8)에 대입하고, 식(5)의 초기 내

력 를 포함하여 정리하면 시간 ∈  의 이동 경

계 영역 ∈에서의 운동 방정식을 다음과 같이 얻을 

수 있다. 여기서 는 로 표현하였고 초기 내력 

도 함께 고려하였다.

          (11)

여기서, 

   

  

 



   

   

2.2 운동 방정식의 역 변환

2.1절에서 설명한 바와 같이 식(11)과 같은 이동 경계

를 갖는 운동 방정식은 시간에 따라 변하므로 시간 축에

서 경계는 비-원통형으로 나타난다. 본 절에서는 이 문

제를 원통형 영역으로 변환하는 과정을 다루도록 한다.

시간 ∈  에 의존적인   와 

  ×  를 고려하자. 여기서, 이동 

경계의 영역은  ⊂   관계에 있다고 정의하

자. 식(11)에서 와 대신 파라미터 와 를 이용해서 

나타내도록 하며, 식(12)와 같다. 여기서 사용된 는 

∈ ⊂  ∈  로 정의한다. 이

것은 이동 경계 와 를 전체 구간 에 대

한 부분집합으로 나타낸 것이다.

      
  




 

 

  

       
 (12)

여기서, 와  및 와 의 관계는 다음과 같고, 

와 는 각각 와 로 표현하였다.

 
 

      

  

    


 

 (13)

따라서 위 식의 관계와 같이 시간에 대해 다음과 같

이 정의할 수 있다.



 
 
 

  


    ∈  
    

 (14)

여기서, 위 첨자  ,   는 시간 에 관해 미분한 항임

을 의미한다. 이상의 관계를 이용하여 시간과 공간에 대

한 각각의 항을 다시 정리할 수 있다.

식(13)과 식(14)의 관계에 따라서 식(12)에 나타난 

의 시간 과 공간 에 대한 미분은 다음과 같이 표현할 

수 있다.

   




    
 














   


 (15)
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 (17)

  

  




 



  



  
 




  
 




 (16)

식(13)~식(16)을 식(12)의 방정식에 각각 대입하여 

정리하면 다음 식(17)과 같은 방정식을 최종적으로 얻을 

수 있다.

식(12)는 시간에 따라 이동하는 경계 영역을 변환하

여 표현한 것이다. 이 식에서 적분 구간은 더 이상 시간

에 의존적이지 않고, 이동 경계로 인해 나타난 관계 항

들이 더 추가되었다. 이 항들은 경계의 시간에 따른 변

화의 효과들이 다양하게 표현되었음을 알 수 있다.

위의 운동 방정식을 보다 일반적인 형태로 표현하기 

위해서 무차원(non-dimensional) 파라미터를 이용해서 

다시 나타내도록 한다. 적용되는 파라미터는 다음과 같

고, 표기의 편의를 위해서 중복된 기호를 이용하였다. 따

라서 지금부터 표현되는 방정식의 변수들은 무차원 파

라미터에서 표기된 기호를 기준으로 정의되었다.

←

 ←


 ←


 ← 

←


 ←


 ←




←
   ←

    
 (18)

여기서,

  




   





  
     

 
 (19)

식(18)과 식(19)의 파라미터를 이용하면 식(17)을 무

차원 방정식으로 표현할 수 있으며, 다음 식(20)과 같은 

결과를 얻을 수 있다.

      

  




   



   

        


 (20)

여기서,

   


    





   


    

 
 

   
  

 
 

   
 



 (21)

    

 
   


 (22)


 




 

 

 

 


 





  




 

 


 

  







  


 

 


 (23)

따라서 변환된 방정식인 식(20)~식(23)을 이용하면 

이동 경계를 갖는 얕은 아치의 물리적인 거동을 관찰할 

수 있다. 여기서 방정식은 양단의 경계조건이 힌지

(hinge)인 경우 모든  ≥ 에 대해 다음 식을 만족한다.

           (24)
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 (31)

위의 경계조건에서 회전이 고정인 경우는 경계조

건 대신       가 추가된다.

3. 정규직교기저와 지배방정식

식(20)~식(24)의 초기-경계치 문제 살펴보자. 우선, 

정규 직교 기저(orthonormal basis)인 유한 집합

       ∈에 속한 초기치 

 , 과 함수 를 다음과 같이 가정한다.

  
 



     
 



 

 
 



 

 (25)

따라서 해 는 다음과 같이 얻어진다. 여기서, 

    ⋯는 로 표현하도록 한다.

    
 



  (26)

식(20)의 계수 중에서  ,  ,  은 

와 에 관한 함수이다. 이러한 계수에 대해 에 관한 

함수로 분할된 
 , 

 , 
 , 

 , 
 , 


  ,

 를 이용하면 다음 식(27)과 같은 방정식으

로 표현할 수 있다.

        

  




   
    

       

       in 

 (27)

여기서, 네 번째 항의 괄호 안의 적분은 식(25)와 식

(26)의 와 를 이용하여 각 항에 대입하면 다음과 같

은 결과를 얻을 수 있다.






     
 



   (28)

이제 식(27)의 양 변에     ⋯을 곱하

여 적분하도록 한다. 함수의 직교성을 이용해 각 항을 

정리하면 식(29)와 같은 개의 얕은 아치에 대한 지배

방정식을 구할 수 있으며, 초기조건은 식(3)과 같다. 

   
   (30)

식(29)에서 는 함수 와 의 내적이며, 이 방

정식을 이용해서 1차 대칭 모드에 대한 지배방정식을 

유도하면 식(31)과 같이 얻어진다.
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<Fig. 5> Response of shallow arch with 

movable boundary (   ,   )

여기서 와 은 와 로 표현하였다. 수치해석

을 통해 식(31)을 이용한 아치 모델의 해를 얻도록 한다. 

물리적 변수는 다음과 같이 가정하며, 수학 전용 프로그

램 Maple을 이용해서 해석하였다.

         

                
 (32)

식(30)과 초기치    ,   의 경우

의 결과를 <Fig. 3>과 <Fig. 4>에 나타내었다.

<Fig. 3> Response of shallow arch with 

movable boundary (   ,   )

<Fig. 4> 3D arch shape with movable 

boundary (   ,   )

<Fig. 3, 4>의 결과에서 이동의 영향을 잘 설명해 주

고 있으며, <Fig. 4>에서 이동 경계 함수와 같이 변하는 

것을 볼 수 있다. 아치는 일정한 영역에서 작은 변화에

도 스냅핑(snapping)이 일어난다. 이러한 것을 알아보기 

위해   의 경우를 <Fig. 5>에 나타내었다. 

그림에서와 같이 작은 변화에도 <Fig. 3>과 큰 차이가 

있음을 알 수 있다.

4. 결론

본 논문에서는 이동 경계를 갖는 얕은 아치의 동적 

모델을 연구하였다. 축 방향 변형에 대한 항의 유도과정

과 함께 시간에 따라 경계가 변하는 비-원통형 영역의 

문제를 원통형 영역의 문제로 방정식을 변환하였다. 원

통형 문제로의 변환은 이동 경계로 인한 영향이 고려되

어 나타나므로 적분 항은 시간 의존적이지 않게 나타난

다. 이러한 변환 과정을 통해서 지배방정식이 유도되었

다. 유도된 방정식에서는 경계의 이동으로 인한 영향이 

감쇠 항으로 변형되어 추가되었으며, 이 방정식을 통해 

구한 결과를 원래의 경계로 다시 변환하면 이동 경계의 

영향을 분석할 수 있다. 본 연구에서는 저차 대칭 모드 

시스템에 대해서 해석을 수행하였고, 이 시스템에 대한 

유효한 결과를 얻을 수 있었다.
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