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거스름돈 만들기 문제의 정확한 나눗셈 알고리즘

An Exact Division Algorithm for Change-Making Problem

이상운*

Sang-Un, Lee*

요  약  본 논문은 NP-난제로 다항시간 알고리즘이 알려져 있지 않은 거스름돈 만들기 문제(CMP)에 대해 




수행 복잡도의 나눗셈 알고리즘을 제안하였다. CMP는 주어진 돈 를   ⋯ 의 동전으로 교환할 경우 교환되는
동전 개수 의 합을 최소화 시키는 문제이다. CMP에 대해 알려진 다항시간 알고리즘으로는 욕심쟁이 알고리즘(GA),

분할정복(DC)과 동적 계획법(DP)이 있으나 최적 해는 의 DP로 구할 수 있으며, 일반적으로 으로 주어진 
경우 수행 복잡도는 지수적으로 증가하는 경향이 있어 다항시간 알고리즘이라고 할 수 없다. 본 논문에서는  ≤ 에 
한해,  열에 개의  내림차순으로 배치하고, 행에는 의 약수를 모두 제외시킨 개의 동전을 배치한 × 행렬에 
대해 상삼각행렬과 주대각선 셀에 대해 나눗셈을 하여 몫(quotient)을 구하는 단순한 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고
리즘을 다양한 유형의 39개 벤치마킹 실험 데이터에 적용한 결과 최적 해를 단순히 계산기만을 사용하여도 빠르고 정확
하게 구할 수 있음을 보였다.

Abstract  This paper proposed a division algorithm of performance complexity 


 for a 

change-making problem(CMP) in which polynomial time algorithms are not known as NP-hard problem.
CMP seeks to minimize the sum of the  number of coins exchanged when a given amount of money
 is exchanged for   ⋯  coins. Known polynomial algorithms for CMPs are greedy 
algorithms(GA), divide-and-conquer (DC), and dynamic programming(DP). The optimal solution can be 
obtained by DP of , and in general, when given  , the performance complexity tends to 
increase exponentially, so it cannot be called a polynomial algorithm. This paper proposes a simple 
algorithm that calculates quotient by dividing upper triangular matrices and main diagonal for × 
matrices in which only  columns are placed in descending order of  of  for  ≤  and  rows are
placed  excluding all the dividers in . The application of the proposed algorithm to 39 benchmarking 
experimental data of various types showed that the optimal solution could be obtained quickly and 
accurately with only a calculator.
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Ⅰ. 서  론

주어진 교환 대상 거스름돈 총액 를 개의 서로 다
른 양의 정수 값을 갖는 동전(coin, )   ⋯ 으로 
교환하는 경우 교환되는 거스름  돈(동전)의 개수
(number, ) 의 합이 최소가 되는  를 찾는 문제를 
거스름돈 만들기 문제(change-making problem, 
CMP)라 한다.[1] 

Pearson[2]은 CMP가 다항시간 알고리즘이 알려져 있
지 않은 NP-난제(NP-hard)로,  의 다항시간 알고
리즘을 제안하기도 하였다.

CMP에 대해서는 욕심쟁이 알고리즘(greedy algorithm, 
GA)[3,4], 분할정복(divide-and-conquer, DC)[5]과 동적
계획법(dynamic programming, DP)[1,6-9]가 있다. GA
는  max의 재귀뺄셈법을 반복수행하는 단순한 측면
이 있지만 최적 해를 찾지 못하는 경우도 발생한다. DC
는 근 노드를 로 자식 노드를 뺄셈 가능한 개로 하는 
가능한 경우의 레벨을 재귀적으로 모두 형성하는 트리뺄
셈법(tree subtraction method)으로 가 증가하면 수
행시간은 지수적으로 증가하는 경향이 있어 적용에 어려
움이 있다. DP는 행, 열의 행렬에 대해 재귀적으로 
나눗셈의 몫을 계산하는 방법으로 수행 복잡도는 
로 준다항시간으로 알려져 있다. 그러나 가 보다 큰 
경우 지수시간 복잡도를 갖는다. 따라서 지금까지 알려
진 CMP의 최적 해를 찾는 알고리즘으로는 다항시간으
로 해를 구하는 방법이 없는 실정이다.

본 논문은 CMP에 대해 최악(worst case)의 경우 




 복잡도, 최적(best case)의 경우  복잡

도를 갖는 나눗셈 알고리즘을 제안한다. 2장에서는 CPM
의 해를 얻는 GA, DC와 DP 문제점을 고찰해 본다. 3장

에서는 


 수행 복잡도로 CMP의 정확한(최

적) 해를 얻는 나눗셈 알고리즘(division algorithm, DA)을 
제안한다. 4장에서는 다양한 유형의 벤치마킹 실험 데이
터를 대상으로 제안된 알고리즘의 적합성을 검증한다.

Ⅱ. 관련연구와 문제점

주어진 교환 대상 거스름돈의 총액인 를 개의 서로 
다른 양의 정수 값(distinct positive integer values)을 
갖는 동전(coin, )   ⋯ 이 오름차순인 

  ⋯ 으로 주어졌을 때 CMP는 교환되는 거스름  
돈(동전)의 무게(weight, )는 고려하지 않으며 단지 개
수 의 합이 최소가 되는 를 찾는 문제로 식 (1)과 같
이 수학적 모형으로 정의될 수 있다.[1] 결국 CMP는 동전
의 무게는 고려하지 않고 단지 개수의 최소화를 추구하
는 문제라 할 수 있다.

   
 



      (1)

subject to 
 



 .

CMP를 풀 수 있는 알고리즘으로 지금까지 알려진 방
법은 욕심쟁이 알고리즘(GA)[3,4,10], 분할정복(DC)[5,11]와 
동적계획법(DP)[1,6-9]이 있다.

GA는  max를 반복 수행하는 재귀 뺄셈법
(recursive subtraction method, RSM)으로 계속해서 
감산을 수행하여 수행횟수가 클 수 있는 단점과 더불어 
원, 달러 등 일반적인 표준 동전 체계(canonical coin 
system)인  {1c,5c,10c,25c,50c,100c} 또는 {10
원,50원,100원,500원} 등과 같은 통화(currency)[13]에
는 최적 해를 얻을 수 있지만 다른 단위로 주어지면 최적 
해를 찾지 못하는 단점도 갖고 있다.

DC는 근 노드를 로 자식 노드를 뺄셈 가능한 개로 
하는 가능한 경우의 레벨을 재귀적으로 모두 형성하는 
트리뺄셈법(tree subtraction method)[14]으로 가 증
가하면 수행시간은 지수적으로 증가하는 경향이 있어 적
용에 어려움이 있다. StaksOverflow[5]에 따르면 
50,55,60,65,70에 대해  {1,5,10,12,25,50}인 경우 
컴퓨터 수행시간(초)은 1,5,20,126,613초로 지수적으로 
증가하여 실제적으로 활용이 불가함을 보였다.

DP는 행, 열의 행렬에 대해 재귀적으로 나눗셈의 
몫을 계산하는 방법으로 수행 복잡도는 로 준다항
시간으로 알려져 있다. 그러나 가 보다 큰 경우 지수
시간 복잡도를 갖는다. 

은행이나 시내버스, 자판기 등 거스름돈을 지불하는 
수많은 분야에서는 동전 개수 최소화 또는 무게 최소화 
목적을 달성하기 위해 CMP를 지속적으로 활용함에도 
불구하고, 지금까지 알려진 CMP의 해를 찾는 알고리즘
으로는 다항시간으로 해를 구하는 방법이 없는 실정으로 
실무에 적용이 불가한 실정이다.

따라서 3장에서는 단순 계산기(또는 핸드폰)만 소지하
고 있더라도 CMP의 최적 해를 빠르고 정확하게 찾을 수 
있는 알고리즘을 제안한다.
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Ⅲ. 다항시간 정확한 알고리즘

본 장에서는 나눗셈법을 적용한 알고리즘을 제안한다. 
주어진 문제에서   이면 해당  동전을 교환할 수 
없으므로 교환 대상 동전 후보에서 삭제한다. 개수(또는 
무게) 최소화 목표를 달성하기 위해  나머지 후보들을  
내림차순 정렬한다. 또한     ⋯ 으로 가 
의 배수(역으로 는 의 약수)가 된다면 당연히  개수
가   개수보다 적다는 속성을 적용하여   ⋯ 에
서 약수(divisor)를 제외시킨 개를 행 에 배정한다. 열
에는   ⋯ 를 배정한다. 이와 같이 × 행렬의 
각 행 에 대해   부터 나머지  ← 에 대해 
  ≥ 인 경우    로 나눗셈의 몫
(quotient)을 계산하고 나머지(modulo) 
  mod는 다음 열로 이동시키는 과정을 열
까지 반복 수행한다. 제안된 나눗셈 알고리즘(division 
algorithm, DA)의 기본 개념은 그림 1과 같다.

    …  ()
    
  -   

… - -  
 - - - 

최적 해 min
그림 1. 나눗셈 알고리즘 개념
Fig. 1. Concept of division algorithm

제안된 알고리즘은   ⋯ 의 개 동전 액면가
(coin denomination)에서 약수가 전혀 없는 개가 교
환 대상 후보인 최악의 경우라 할지라도 ×× 행
렬의  인 주 대각선(main diagonal) 개와 인 

상 삼각행렬(upper triangle matrix)의  
에 대

해서만 나눗셈을 수행하므로 알고리즘 수행 복잡도는 




이다. 제안된 나눗셈 알고리즘(DA)은 그림 

2와 같이 수행된다. 
제안된 알고리즘은 일반적인 표준 동전 체계인  

{1c,5c,10c,25c,50c,100c} 또는 {10원,50원,100
원,500원} 등과 같은 통화인 경우 약수를 제외하면 
100c, 500원 등 유일한  이 존재하여 알고리즘 수행 
복잡도는  의 선형시간 복잡도로 최적 해를 
얻을 수 있는 장점이 있다.

   삭제.
  내림차순 정렬.
    ⋯ 를 열 에 배정.()
 에서 약수 삭제. 약수가 아닌 의 개를 행 에 배정.
← .
for   to  /* 행 */

for   to  /* 열 */
if  ≥  then 

  ,    ,  
                 × 

  mod
else if   then continue
else if    then exit.

end for
if   then  ∞
 ,  , ← .

end for

∗   , 

∗  

그림 2. 나눗셈 알고리즘
Fig. 2. Division algorithm

다음의   예제 문제에 대해 DA를 수행한 결과는 
그림 3과 같다.

   {1,5,10,20}, 36

36 20 10 5 1 ()

20 36/20
q=1, r=16

16/10
q=1,
r=6

6/5
q=1
r=1

1/1
q=1
r=0

1+1+1+1
=4

10 -
36/10
q=3
r=6

6/5
q=1
r=1

1/1
q=1
r=0

3+1+1
=5

5 - -
36/5
q=7
r=1

1/1
q=1
r=0

7+1
=8

1 - - -
36/1
q=36
r=0

36

최적 해 : 20x1+10x1+5x1+1x1
(a) Worst case

36 20 10 5 1 ()

20 36/20
q=1, r=16

16/10
q=1,
r=6

6/5
q=1
r=1

1/1
q=1
r=0

1+1+1+1
=4

최적 해 : 20x1+10x1+5x1+1x1
(b) Best case

그림 3. 에 관한 DA
Fig. 3. DA for 

그림 3에서는 ={20,15,10,1}에서 약수를 제외하면 
{20}만 존재하여 ={20}이 되어야 하지만 이러한 약수 
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제거의 타당성을 검증하기 위해 (a)에서는 약수 미 제거
인 경우, (b)에서는 약수 제거인 경우를 모두 제시하였
다. ={20,15,10 ,1}으로 약수를 모두 제거한 

max  에서 최적 해를 얻을 수 있음을 알 수 있다.

Ⅳ. 적용 및 결과 분석

본 장에서는 표 1의 38개 벤치마킹 실험 데이터를 대
상으로 제안된 DA를 적용해 본다. 

표 1. 벤치마킹 실험 데이터
Table 1. Benchmarking experimental data
   {10,50,100,500}, 8,600
   {10,50,100,500}, 3,600
   {10,50,100,500}, 8,980
   {10,50,100,500}, 3,960
   {10,50,100,500}, 9,300
   {10,50,100,500}, 4,300
   {1,5,10,25,50}, 91,500
   {10,50,100,500}, 1,300,000
   {10,50,100,500}, 548,770
   {1,5,10,20}, 36[14,15]

   {1,5,10,25,50}, 29[10,16]

   {1,5,10,12,25,50}, 29[5,10]

   {1,5,12}, 15[17,18]

   {1,2,3}, 5[17]

   {1,2,3,4,10}, 13[17]

   {1,2,5,10,20,50,100,500}, 93
   {1,4,5}, 8
   {1,4,6}, 8
   {1,5,10,25}, 67
   {1,4,5,6,7}, 352[1]

   {1,2,3,4,5,6,7}, 99[19]

   {1,5,10,25}, 48[20]

   {1,5,10,25}, 59[15]

   {1,5,12,25}, 16
   {1,5,10,25}, 31
   {1,5,20,25}, 59
   {1,2,3}, 7
   {1,5,10,25,50,100}, 283[21]

   {5,10,25,50}, 80[22]

   {1,5,10,25}, 100[23]

   {5,9,13}, 19[7]

   {2,3,5}, 7[7]

   {1,5,7,20}, 15[24]

   {1,3,4}, 6[25]

   {1,2,5,10,20,50}, 19[26]

   {1,2,6,12,24,48,60,120,480}, 96[27]

   {1,2,10}, 15[28]

   {1,6,10}, 13[28]

  ~ 은 다음과 같이 시내버스 탑승 승객 중
에서 교통카드를 지참하지 않아 고액권인 10,000원 또
는 5,000원의 현금을 지불하는 경우이다.

시내버스요금
(현금)

성인 중ㆍ고등학생 초등학생
1,400 1,020 700

10,000원
8,600원


8,980원


9,300원


5,000원
3,600원


3,960원


4,300원


  ~ 은 직원에게 월급을 지불하지 않다가 
노동청에 고발당해 동전으로 지급한 갑질 사례이다. 
  부터는 원문의 출처를 문제에 인용하였다. 표 1
의 실험 데이터에 대해 DA를 수행한 결과는 그림 4와 같
다. 

 {10,50,100,500}, 8,600
8,600 500 100 50 10 
500 17 1 18

(a) 

 {10,50,100,500}, 3,600
3,600 500 100 50 10 
500 7 1 8

(b) 

 {10,50,100,500}, 8,980

8,980 500 100 50 10 
500 17 4 1 3 25

(c) 

 {10,50,100,500}, 3,960
3,960 500 100 50 10 
500 7 4 1 3 15

(d) 

 {10,50,100,500}, 9,300
9,300 500 100 50 10 
500 18 3 21

(e) 

 {10,50,100,500}, 4,300
4,300 500 100 50 10 
500 8 3 11

(f) 

 {1,5,10,25,50}, 91,500
91,500 50 25 10 5 1 

50 1,830 1,830
(g) 
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 {10,50,100,500}, 1,300,000
1,300,000 500 100 50 10 

500 2,600 2,600
(h) 

 {10,50,100,500}, 548,770
548,770 500 100 50 10 

500 1,097 2 1 2 1,102
(i) 

 {1,5,10,20}, 36
36 20 10 5 1 
20 1 1 1 1 4

(j) 
 {1,5,10,25,50}, 29

29 25 10 5 1 
25 1 4 5

(k) 
 {1,5,10,12,25,50}, 29

29 25 12 10 5 1 
25 1 4 5
12 - 2 1 3

(l) 
 {1,5,12}, 15

15 12 5 1 
12 1 3 4
 5 - 3 3

(m) 
 {1,2,3}, 5

5 3 2 1 
3 1 1 2
2 - 2 1 3

(n) 
 {1,2,3,4,10}, 13

13 10 4 3 2 1 
10 1 1 2
 4 - 3 1 4
 3 - - 4 1 5

(o) 
 {1,2,5,10,20,50,100,500}, 93

93 50 20 10 5 1 
50 1 2 3 6

(p) 

 {1,4,5}, 8
8 5 4 1 

5 1 3 4
4 - 2 2

(q) 
 {1,4,6}, 8

8 6 4 1 
6 1 2 3
4 - 2 2

(r) 

 {1,5,10,25}, 67
67 25 10 5 1 
25 1 1 1 2 5

(s) 
 {1,4,5,6,7}, 352

352 7 6 5 4 1 
7 50 2 52
6 - 58 1 59
5 - - 70 2 72
4 - - - 88 88

(t) 
 {1,2,3,4,5,6,7}, 99

99 7 6 5 4 3 2 1 
7 14 1 15
6 - 16 1 17
5 - - 19 1 20
4 - - - 24 1 25

(u) 
 {1,5,10,25}, 48

48 25 10 5 1 
25 1 2 3 6

(v) 
 {1,5,10,25}, 59

59 25 10 5 1 
25 2 1 4 7

(w) 
 {1,5,12,25}, 16

16 12 5 1 
12 1 4 5
5 - 3 1 4

(x) 
 {1,5,10,25}, 31

31 25 10 5 1 
25 1 1 1 3

(y) 
 {1,5,20,25}, 59

59 25 20 5 1 
25 2 1 4 7

(z) 
 {1,2,3}, 7

7 3 2 1 
3 2 1 3
2 - 3 1 4

(aa) 
 {1,5,10,25,50,100}, 283

283 100 50 25 10 5 1 
100 2 1 1 1 3 8

(ab) 
 {5,10,25,50}, 80

80 50 25 10 5 
50 1 1 1 3

(ac) 
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 {1,5,10,25}, 100
100 25 10 5 1 
25 4 4

(ad) 
 {5,9,13}, 19

19 13 9 5 
13 1 1 ∞
 9 - 1 2 3
 5 - - 3 ∞

(ae) 
 {2,3,5}, 7

7 5 3 2 
5 1 1 2
3 - 2 ∞
2 - - 3 ∞

(af) 
 {1,5,7,20}, 15

15 7 5 1 
7 2 1 3
5 - 3 3

(ag) 
 {1,3,4}, 6

6 4 3 1 
4 1 2 3
3 - 2 2

(ah) 
 {1,3,4}, 6

6 4 3 1 
4 1 2 3
3 - 2 2

(ai) 
 {1,2,5,10,20,50}, 19

19 10 5 2 1 
10 1 1 2 4

(aj) 
 {1,2,6,12,24,48,60,120,480}, 96

96 48 24 12 6 2 1 
48 2 2

(ak) 
 {1,2,10}, 15

15 10 2 1 
10 1 2 1 4

(al) 
 {1,6,10}, 13

13 10 6 1 
10 1 3 4
 - 2 1 3

(am) 

그림 4. 실험 데이터에 관한 DA
Fig. 4. DA for experimental data

제안된 DA는 최악의 경우라 할지라도 


 

복잡도의 단순한 나눗셈의 몫과 나머지 계산으로 CMP
의 최적 해를 찾을 수 있음을 알 수 있어 단순 계산기를 
활용하여도 쉽게 해를 구해 실무에 쉽게 적용 가능한 단
순함과 정확성의 장점을 모두 갖고 있다고 할 수 있다.

Ⅴ. 결  론

본 논문은 를   ⋯ 의 동전으로 교환하는 
경우 각 동전의 개수 에 대해 동전 개수를 최소화시키

는   min
 



 , 
 



 의 거스름돈 만들기 문제에 

대해 최악의 경우 


 수행 복잡도의 다항시간 

알고리즘을 제안하였다. 제안된 알고리즘은  ≤ 에 대
해 열에   ⋯ 로 내림차순 배치하고, 행
에는 ‘1’을 포함한 약수를 모두 제외시킨 개만을 배치한 
× 행렬에 대해  ≤ 의 셀에    
인 몫만을, 나머지는 열의 나눗셈에 활용하는 나눗
셈 알고리즘을 제안하였다. 

제안된 알고리즘은 매우 간단함에도 불구하고 39개 
벤치마킹 실험 데이터에 적용한 결과 최적 해를 빠르고 
정확하게 구할 수 있음을 보였다.
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