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AiC 관점에 따른 부정적분과 정적분 관계 학습사례 연구
1)

박 민 규 (서울대학교 대학원, 학생)

이 경 화 (서울대학교, 교수)✝

본 연구는 맥락에서 출발하여 추상화로 나아가는 방식으로 수학 학습을 설명하는 AiC(Abstraction in Context) 이론

에 따른 수업이 부정적분과 정적분의 관계에 대한 이해를 촉진하는 지를 파악하는 데 목표를 둔다. 이를 위해 과학

고등학교 2학년 학생 8명을 대상으로 설계한 적분 지도 방안에 따라 수업을 실시했으며, 전 수업 과정을 녹화, 녹음

한 자료와 활동지 등의 자료를 수집하고 분석하였다. 분석 결과, 연구에 참여한 학생들은 누적 개념이 내재된 맥락에

서 출발하여 동료 학생들과 상호 소통하면서 부정적분과 정적분의 관계에 연결되는 세 가지 지식 요소인 ‘누적함수

의 순간 변화율’, ‘부정적분을 이용한 정적분의 계산’, ‘누적함수를 이용한 부정적분의 결정’을 구성하였다. 연구결과를

바탕으로, AiC 관점은 부정적분과 정적분 관계의 학습을 지원하는 잠재력을 가지고 있으며, 이를 다른 학습영역으로

확장하여 고등학교 수학수업을 개선하는 데에도 활용할 수 있음을 논의하였다.

Ⅰ. 서론

적분은 학교 수학에서 정점이라고 할 만큼 학습 요소로서의 추상성과 형식성, 유용성 면에서 매우 높은 수준

에 있다. 적분 지도의 문제는 적분을 개념적인 의미 대신 계산절차에 초점을 두어 다루는 것이다(정연준, 이경

화, 2009a; 정연준, 이경화, 2009b). 2015 개정 수학과 교육과정에서는 학습부담 경감을 위하여 급수를 삭제함에

따라, 급수의 합에 의한 정적분 정의를 도입할 수 없게 되었다. 결국 미적분의 기본정리를 정의의 형태로 진술하

는 방식으로 정적분을 도입하였다(교육부, 2015). 이와 같은 변화가 적분의 개념적인 이해, 특히, 부정적분과 정

적분의 관계를 이해하는 것에 어떤 영향을 주는가에 대한 논의가 지속적으로 이루어지고 있다(신수진, 조완영,

2018; 이기돈, 2019).

구분구적법을 바탕으로 리만합의 극한에 의하여 정적분을 도입할 때도, 그 의미를 충실히 다루지 않고 계산

연습만 강조하는 문제가 지적된 바 있다(정연준, 이경화, 2009b). 주로 이해 없는 계산 연습은 적분의 의미는 물

론이고 부정적분과 정적분의 관계를 파악하는 데에도 어려움을 야기한다는 지적이었다(Ferrini & Graham, 1994,

Zandieh, 1998, 박재범, 2003). 이로부터 대안적인 지도 방법에 대한 연구(신보미, 2008; Thompson & Silverman,

2008; 정연준, 이경화, 2009a;. Sealey, 2014; Kouropatov, 2016)가 일부 이루어졌으나 우리나라 학생들을 대상으

로 한 현장 기반의 적분 지도 연구는 매우 부족한 상태이다.

대안적인 적분 지도 방법의 공통점은 정적분이 평면도형의 넓이와 운동의 이동 거리 등 맥락 속에서 출발하

였다는 점에 주목한다는 것이다. 또한, 변화율에서 변화량을 계산하는 방법으로 나아가는 과정을 중시한다는 점

도 공통적이다(정연준, 이경화, 2009b). Hershkowitz, Schwarz, & Deryfus(2001)가 제안한 AiC(Abstraction in

Context) 이론은 구체적인 맥락에서부터 출발하여 추상화가 이루어지는 원리를 제시하고 있으므로, 앞서 제시한
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대안적인 적분 지도 관점의 이론적 배경으로 활용할 수 있다. AiC 이론에서는 적분 개념화와 같은 추상화 과정

을 초기 발생 맥락과 밀접하게 관련지어 해석하며, 추상화 과정의 인지적 변화를 구체적으로 조명하기 때문이다.

이에 본 연구는 AiC 이론에 따른 적분 지도 방안을 설계하고, 지도 결과 학생의 이해가 어떻게 나타나는지 파악

하는 데 목표를 둔다. 특히, 선행연구들에서 지적한 부정적분과 정적분의 관계에 대한 이해가 나타나는지 살펴보

고자 한다.

Ⅱ. 연구의 배경

1. 이론적 배경

가. AiC 이론과 적분 지도에의 적용

AiC 이론은 전통적인 인지발달 연구자인 Piaget의 반영적 추상화 이론이 추상화 과정을 탈맥락적인 과정으로

보았다는 비판에서 출발한다(Hershkowitz et al., 2001). 이로부터 추상화된 원리의 형성이나 획득이 특수한 환경

에서 일어나는 것이라는 Lave와 Wenger(1991)의 입장을 수용한다(Dreyfus, & Tasmir, 2004). 또한, 대상과의 관

계 속에서 수행된 행동들이 연쇄적으로 이루어진 것으로 활동을 규명한 Leont’ev(1978)의 관점도 수용한다

(Hershkowitz, Hadas, Deryfus, & Schwarzl., 2007).

AiC 이론에서는 추상화의 출발점으로서의 맥락에 교사나 또래와의 상호작용과 같은 사회적 맥락, 선행 경험

과 같은 역사적 맥락, 교육과정 맥락, 공학적 도구와 교구 등과 같은 환경적 맥락 등이 포함되는 것으로 본다

(Dreyfus, & Kidron, 2014). 또한, 다양한 맥락 속에서 하는 핵심적인 인식론적 행동으로 ‘인식하기

(Recognizing)’, ‘생성하기(Building-with)’, ‘구성하기(Construction)’를 제시한다(Hershkowitz et al., 2001, pp.

209-214). 인식하기는 이전에 구성된 지식 구조 중 현재의 문제와 관련된 것을 떠올리는 것을 뜻한다. 생성하기

는 부분적 목표를 달성하기 위해 인식된 구조를 결합하는 것을 가리킨다. 구성하기는 결합한 지식구조를 최종

목표에 부합되도록 새로운 지식구조로 만드는 것을 의미한다(Dreyfus & Kindron, 2014). Hershkowitz et al.,

(2001)는 이러한 세 가지 인식론적 행동에 따른 추상화를 RBC 모델로 명명하였다.

AiC 이론에서 제안하는 교수학적 모델은 ‘필요(need)’, ‘출현(emergence)’, ‘통합(consolidation)’의 3단계로 이루

어진다(Dreyfus et al., 2015, pp. 193-197). 먼저 필요 단계에서는 적절한 맥락을 제공하여 학습자가 새로운 구조

에 대한 필요를 인식하도록 한다. 출현 단계에서는 앞서 언급한 세 가지 인식론적 행동, 곧, 인식하기, 생성하기,

구성하기를 통해 새로운 구조를 생성하도록 한다. 마지막으로 통합 단계에서는 자신이 생성한 새로운 구조를 탐

구하면서 자신의 인지 구조와 통합하도록 한다.

AiC 이론을 적분 지도에 적용하면 다음과 같은 교수·학습 방안을 도출할 수 있다. 첫째, 적분 개념이 내재된

적절한 맥락을 활용한 탐구과제를 설계한다. 둘째, 탐구과제를 해결하면서 적분의 구조에 대한 필요를 자극한다.

셋째, 인식하기, 생성하기, 구성하기 활동이 이루어지도록 학습 경로를 제시한다. 넷째, 학생들이 자신의 인지 구

조에 적분 개념을 통합하도록 성찰 기회를 제공한다.

속도 그래프 아래의 넓이와 이동 거리 사이의 관계에 대한 탐구는 적분 개념이 내재된 역사적이고 운동학적

인 맥락이다. 이 맥락에서 넓이 함수의 순간 변화율에 주목하도록 함으로써 적분에 대한 개념적 이해의 기회를

제공할 수 있다(정연준, 2010, p. 113). 넓이 함수의 순간 변화율은 누적(Accumulation) 개념, 다시 말해, 누적으

로서의 평면도형의 넓이 개념을 이해하는 것과 관련된다(Thompson & Silverman, 2008, p. 53). 를 상수, 

를 변수로 하는 리만 누적함수 와 누적함수 를 다음과 같이 정의할 수 있다(Thompson &

Silverman, 2008, p. 49).
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 로 나타낼 수 있다.

누적함수를 탐구하면서 변화율의 의미를 누적과 관련지어 이해할 수 있다. 어떤 변화가 일어날 때 어떤 것이

누적되고, 어떤 것이 누적될 때 어떤 비율로 누적되기 때문에, 누적과 변화율 개념은 동전의 양면과 같다

(Carlson, 2003, p. 166). 이와 같이 누적, 누적 함수, 그리고 변화율로 이어지는 맥락 기반의 탐구를 토대로 적분

개념을 구성하고 자신의 인지 구조에 통합할 수 있게 된다(Kouropatov & Dreyfus, 2014, p. 535).

나. 부정적분과 정적분의 관계

부정적분과 정적분의 관계는 수학의 역사에서와 마찬가지로 적분 학습에서도 상당히 중요하다. 그러나 정적

분을 미적분의 기본정리에 의하여 정의하는 2015 개정 수학과 교육과정의 관점에서는 부정적분과 정적분의 관

계에 대한 학습 기회를 전적으로 교사의 몫으로 남겨두었다.

정연준(2010, pp. 73-75)은 미적분학 제 1 기본정리 및 제 2 기본정리에 대한 지식 요소를 넓이 함수의 순간

변화율, 부정적분을 이용한 정적분 계산, 정적분과 부정적분의 관계의 세 가지로 제시하였다. 넓이 함수의 순간

변화율은 미적분학 제 1 기본정리에 대한 다양한 형태의 이해를 포괄하는 것으로 직관적 이해, 함수적 이해, 형

식적 이해로 나눌 수 있다. 직관적 이해는 미분법과 다르게 접선의 기울기가 아니라 높이가 미분계수의 기하적

표현이라는 것을 이해하는 것이고, 함수적 이해는  ′   의 관계가 서로 다른 기하적 대상으로 표현하

는 것을 이해하는 것이며, 형식적 이해는 미적분학 제 1 기본정리의 증명과정과 결과에 대한 이해를 나타낸다.

부정적분을 이용한 정적분의 계산은 미적분의 제 2 기본정리에 따라 부정적분을 이용하여 정적분 값을 구하는

것이다. 부정적분과 정적분의 관계는 두 가지 수준으로 구분되는데 낮은 수준은 부정적분과 정적분을 정의에 따

라 구분하는 단계이고 높은 수준은 넓이 함수가 주어질 때 부정적분을 결정할 수 있다는 점을 이해하는 것이다.

부정적분과 정적분의 관계는 다양한 이해 요소를 포함하는 복합적인 관계이지만 적분 교육에서는 이러한 관

계가 반영되고 있지 않다. 학교수학에서 부정적분을 통해 미적분이 ‘적분’이라는 말과 즉각적으로 관련을 맺게

되지만, 새롭게 정의되는 정적분에서의 ‘적분’은 앞의 ‘적분’과는 전혀 다른 의미를 가진다는 것이 강조되지 않은

채로 정적분이 도입된다(Courant, 1960, p. 438). 또한 넓이 계산과 거리 계산의 구조를 다루기보다는 정적분 계

산 절차의 정당화를 위한 수단으로 부정적분과 정적분 사이의 관계를 다루고 있다(정연준, 이경화, 2009b, p.

312).

부정적분을 단지 정적분 계산법의 도입을 위한 형식적인 도구가 아니라, 역사적 발달 과정에서 그러했듯이,

넓이 계산과 거리 계산에서 변화량과 변화율 사이의 관계에서 부정적분과 정적분의 관계를 파악하도록 해야 한

다(정연준, 이경화, 2009b; 김성옥, 정수영, & 권오남, 2010; 김부미, 박지현, 2011; 강정기, 2019). AiC 관점에 따

른 적분 개념 지도는 넓이 함수와 변화율의 관계를 초점에 둔다는 점에서 이와 같은 선행연구의 제안을 고려한

것이라 할 수 있다.
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2. 연구 방법

가. 연구 참여자

본 연구의 목적은 AiC 관점에 따른 적분 지도 방법을 구체화하여 실행한 후, 그 결과를 분석하여 학습관점으

로서의 잠재력을 확인하는 것이다. 이를 위하여 가설적 전제를 가지고 일정한 사례에 관한 검증을 함으로써 한

정된 가설의 성립을 확인하는, 이론 확인 사례 연구(Yin, 1994)를 수행한다. 한정된 사례이지만 상세하고 심층적

인 자료 수집을 통해(Creswell, 1998) 연구하고자 현상에서 요소들 사이의 상호작용을 밝히고 그 양상을 파악하

는 것에 중점을 둔다(우정호 et al., 2006). AiC 관점에 따른 적분 지도는 2015 개정 수학과 교육과정에서의 정적

분 정의를 따르는 대신, 맥락 기반의 누적, 누적함수, 그리고 변화율에 대한 이해를 통하여 부정적분과 정적분의

관계를 파악하는 것으로 이루어진다. 이러한 적분 지도는 입시 준비에 대한 부담이 상대적으로 적고 유연한 교

육과정 운영이 가능하며, 계산만이 아니라 수학적인 원리와 구조로서 적분을 심층 학습하는 것이 필요한 과학고

등학교 학생들에게 적합한 면이 있음을 고려하여 과학고등학교 학생들 중 자발적으로 참여를 희망하는 학생들

을 대상으로 하였다.

연구 참여자는 서울시 소재 과학고등학교 2학년 학생 8명(S1부터 S8)이다. 8명의 학생을 2개의 조(1조:S1-S4,

2조:S5-S8)로 편성하였으며, 각 조에는 내신 등급이 1-2등급인 상위권 학생(S3, S7, S8)과 3-6등급인 중위권(S1,

S2, S4, S5, S6) 학생들이 고르게 분포되도록 배치하였다. 학생들 모두 2015 개정 수학과 교육과정에 따른 부정

적분과 정적분의 정의를 알고 있으며, 다양한 적분 계산도 할 수 있다. 그러나 부정적분과 정적분의 관계에 대해

서는 특별히 생각해본 적이 없었다. 누적, 누적함수, 그리고 변화율의 탐구를 통한 적분 학습도 경험한 적이 없

었다. 토론에 의한 수학 학습에 참여하기는 했지만, 새로운 개념을 구성하기보다는 고난도 문제의 해결 또는 증

명 방법 모색을 위한 것이었다. 연구에 참여한 학생들 중 S3과 S7은 평소 수업에서 활발하게 의사소통하는 모

습을 보였기에 각각 1조와 2조에 배치하였다.

나. 과제와 수업 설계

본 연구에서는 Kouropatov & Deryfus(2013)가 제안한 누적 개념 기반의 적분 학습 활동을 위한 과제와 2차

시의 수업을 설계하여 실행하였다. 1차시에는 Kouropatov & Dreyfus(2014)에서 활용한 과제를 각색하여 누적과

누적함수, 변화율에 대해 탐구하는 과제(과제 1, 과제 2, 과제 3, [그림 Ⅱ-1])를 다루었다. 2차시에는

Kouropatov(2016)에서 활용한 과제를 각색하여 누적함수에 의한 부정적분 존재성을 탐구하는 과제(과제 4, [그

림 Ⅱ-1])를 해결하도록 하였다.1)

과제 1은 그림으로 제시된 곡선의 길이를 구하는 것으로 위해 근사를 통해 보다 정확한 길이를 찾는 과정을

학습할 수 있도록 설계하였다. 학생들은 곡선을 분할한 짧은 선분의 길이를 합하면 곡선의 길이가 될 수 있음을

극한 개념을 이용하여 인식할 수 있다. 과제 2는 변화율 그래프를 통해 누적 값을 구하는 것으로, 학생들은 근사

개념을 바탕으로 변화율을 이용하여 변화량을 찾는 과정을 이해할 수 있다. 과제 3은 주어진 함수의 그래프를

이용하여 누적함수를 구하는 것으로 누적 값을 구하는 상황에서 적분 구간의 위 끝을 변화시켜 함수로 나타냄

으로써 누적되는 함수를 찾을 수 있도록 설계하였다. 학생들은 공변량 개념을 알 수 있고, 변화율과 변화량의 상

호 관계 및 누적 개념을 바탕으로 한 부정적분과 정적분의 관계를 이해할 수 있다. 과제 4는 주어진 함수의 부

1) Kouropatov(2014)는 과제 1, 과제 2, 과제 3을 활용하여 적분에 대한 개념적 이해를 촉진하고자 하였으며, 연구결과 참여 학

생 전원(8명)이 적분에 대한 과정적 측면과 개념적 측면을 유연하게 파악하여 과정개념(proceptual)을 구성하였다고 분석하

였다. 과제 4는 대안적인 방식에 따른 적분학습 이전에 부정적분과 정적분의 관계에 대한 이해 수준을 평가하기 위한 것으

로 Kouropatov(2016)가 사용한 이해도 조사 문항 중 하나이다. 연구결과, 4%(269명 중 12명)만 과제 4를 정확히 해결할 정

도로 부정적분과 정적분의 관계에 대한 이해는 매우 낮은 수준에 머물러 있음을 확인하였다.
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과제 1. 근사(Approximation)

다음 곡선에 대하여 다음 물음에 답하시오.

(1) 곡선의 길이는 얼마인가?

(2) (1)에서 구한 근사치를 더 향상시킬 수 있는가?

(3) 정확한 길이를 찾을 수 있는가?

과제 2. 누적 값(Accumulation value)

시간에 따른 rate of cash flow 그래프가 다음과 같

다.

(1) 위의 그래프를 이용하여   부터   까지

돈의 흐름을 구하시오.

(2) 위의 그래프가 나타내는 함수를 라 하자.

  부터   까지의 돈의 흐름을, 함수

의   부터   까지의 누적 값이라

할 때, 누적 값과 정적분 사이의 관계에 대해

설명하시오.

과제 3. 누적함수(Accumulation function)

 에 정의된 함수 는 다음과 같다.

(1) 구간  에서 함수 의 누적을 나타내는

함수를 라 할 때, ‘상수’, ‘양수’, ‘음수’, ‘증

가’, ‘감소’와 같은 단어를 사용하여, 함수 

의 특징을 설명하시오.

(2) 함수 에서 가 변화할 때, 따라서 변하

는 것들은 무엇인지 모두 제시하고 어떻게 변하는

지 설명하시오.

(3) 함수 를 를 이용하여 표현하고, 두

함수의 관계에 대해 설명하시오.

(4) 누적함수 와 부정적분의 관계에 대해 설

명하시오.

과제 4. 부정적분의 존재성(Existence of

indefinite integral)

다음 그래프는 함수   




을 나타낸

것이다.

부정적분  가 존재하는가? 그 이유에 대

해 설명하시오.

[그림 Ⅱ-1] 과제
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정적분의 존재성을 찾는 것으로 원시함수 식을 직접 찾는 것이 아니라 누적함수가 존재하는 것을 이용하여 해

결할 수 있다. 학생들은 학교 수학에서 다루지 않는 부정적분과 정적분의 관계의 측면을 이해할 수 있다.2) 각

과제는 부정적분과 정적분의 관계에 대한 지식 요소를 구성하기 위해 설계된 것으로 과제와 지식 요소의 관계

는 다음 장에서 다루었다.

각 차시 수업은 50분 동안 진행하였다. 교사는 과제 해결 전략을 전달하기보다는 소집단 토론을 활성화하여

학생들이 누적, 누적함수, 변화율을 파악하면서 필요에 따라 해법과 개념을 구성하도록 이끌었다. 특히, 학생들이

우수함에도 불구하고 맥락에서 출발하는 적분 학습에 적응하기 어려워하거나 생성하기 또는 구성하기 활동에

소극적으로 참여할 경우, 다른 학생의 생각을 듣고 비평하거나 보완하도록 하여 협력적인 과제해결이 이루어지

도록 하였다.3)

차시 시간 과제 수업 주제

1 50분 과제1, 과제2, 과제3
누적, 누적값, 누적함수를 기반으로 한

적분 개념 학습

2 50분 과제4
부정적분의 존재성 탐구를 통해

부정적분과 정적분 관계 학습

<표 Ⅱ-1> 수업 설계

다. 자료수집과 자료분석

본 연구를 위하여 개별 학습지와 조별 학습지를 수집하였고, 수업 전 과정 및 소집단 토론을 녹화 및 녹음하

여 전사하였다. 개별 학습지와 조별 학습지는 동일한 과제로 구성하였다. 개별 학습지는 토론 전에 각자 과제를

이해하고 해결 단서를 생각해보는 기회를 제공하기 위한 것이었다. 조별 학습지는 토론 과정에서 이루어진 협력

적인 추상화의 결과를 요약하도록 함으로써 학습에 대한 공동의 성찰 기회를 제공하기 위한 것이었다.

자료분석은 학생들 사이의 토론에 의한 협력적인 추상화 과정에서 부정적분과 정적분의 관계에 대한 지식 요

소를 구성하는지 여부, 해당 지식 요소가 RBC 모델에서의 인지행동과 어떻게 관련되는지에 초점을 두고 이루어

진다. 부정적분과 정적분의 관계는 미적분학 제 1 기본 정리와 제 2 기본 정리를 포괄하고 있으므로 미적분학

기본정리의 지식요소(정연준, 2010)를 일부 변형하여 부정적분과 정적분의 관계에 대한 지식 요소를 누적함수의

순간 변화율, 부정적분을 이용한 정적분 계산, 누적함수를 이용한 부정적분 결정으로 구성하였다. 이러한 지식

요소를 포함한 부정적분과 정적분의 관계를 구성하는 근거를 학생들의 과제 해결 내용이나 토론에서 찾아 학습

을 평가한다(<표 Ⅱ-2>). 누적함수의 순간 변화율은 직관적 이해, 함수적 이해, 형식적 이해 세 가지 이해 수준

으로 나눌 수 있는데, 부정적분과 정적분의 관계는 미적분학 제 1 기본정리가 핵심이고 이는 서로 다른 기하적

대상들 사이의 변화량과 변화율 관계를 이용하는 것을 강조하고 있으므로 본 연구에서는 이와 관련된 함수적

2) 과제 4에서 가우시안 함수를 다루는데 대상 학생들이 도전적인 과제에 흥미를 느끼는 과학고등학교 학생이므로 난도를 높

이기 위해 이 함수를 사용하였다. 일반학생을 대상으로 하는 수업에서는, 정연준(2010)의 연구에서 제안한 바와 같이 함수

  


의 누적함수   ln 의 식을 제시한 후 부정적분을 구하는 문제로 수정해서 제시할 수 있다.

3) 일반학생을 대상으로 하는 수업에서도 이질집단을 구성하여 조별 토론이 원활하게 이루어지도록 하되, 과제 하나를 1차시

수업으로 설계하여 탐구의 폭과 깊이를 추구하면서 수업을 진행할 것을 제안한다. 또한, 분할한 짧은 선분의 길이를 합하

여 곡선의 길이의 근삿값을 구하거나 변화율을 이용하여 변화량을 찾는 과정에서는 일상 언어와 직관적인 표현을 허용하

고, 변화율과 변화량의 상호 관계 및 누적 개념을 바탕으로 부정적분과 정적분의 관계를 이해하는 과정에서는 다양한 수준

과 표현의 설명을 공유하도록 하여 수학 성취도가 낮은 학생도 학습에 참여하도록 하는 등 교사의 중재 활동을 유연하게

재구성할 필요가 있다.
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이해 측면을 다루었다.

지식 요소 의미 예시

누적함수의 순간 변화율

함수 의 누적함수 

에 대해  ′   의 관계를

서로 다른 기하적 대상으로 표현한

다.

함수 의 그래프에서 높이가 누적함

수 의 접선의 기울기인 것을 알고 이

를 이용하여 누적함수 의 그래프를

구한다.

부정적분을 이용한

정적분의 계산

부정적분 값의 차로 정적분의

값을 계산한다.

곡선과 축 사이의 넓이를 구하기 위해

부정적분 값의 차를 이용하여 정적분의 값

을 구한다.

누적함수를 이용한

부정적분의 결정

누적함수가 주어질 때 부정적분

을 결정한다.

함수 가 주어졌을 때, 누적함수

를 이용하여 의 부정적분의 존

재성을 파악한다.

<표 Ⅱ-2> 분석틀

과제와 지식 요소의 관계는 [그림 Ⅱ-2]와 같다. 과제 2와 과제 3을 통해 누적함수와 누적 값의 상호 관계를

이해하고 이 관계를 바탕으로  ′   을 알아내는 과정에서 누적함수의 순간 변화율의 이해가 나타날

수 있다. 과제 2와 과제 3에서 누적함수에 특정 값을 대입하여 누적 값을 구할 수 있음을 알게 되고 이 과정에

서 부정적분을 이용한 정적분 계산의 이해가 나타날 수 있다. 과제 3에서 학습한 누적함수를 바탕으로 과제 4의

해결 과정에서 주어진 함수의 누적함수를 찾는 과정에서 누적함수를 이용한 부정적분의 결정의 이해가 나타날

수 있다.

부정적분과 정적분의 관계에 대한 지식 요소가 나타났는지는 Hershkowitz et al., (2001)의 RBC 모델을 이용

하여 분석하였다. 전사 자료에서 각 지식 요소에 따라 인식하기(R), 생성하기(B), 구성하기(C)가 나타난 부분을

표기하고 구성하기까지 나타난 경우 이 지식 요소를 학습한 것으로 보았다.

[그림 Ⅱ-2] 과제에서 발현된 부정적분과 정적분의 관계에 대한 지식 요소

Ⅲ. 연구 결과 및 논의

이하에서는 AiC 이론에 따른 적분 학습을 위한 과제를 해결하는 과정에서 세 가지 지식 요소인 누적함수의

순간 변화율, 부정적분을 이용한 정적분의 계산, 누적함수를 이용한 부정적분의 결정이 각각 어떻게 나타났는지
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그 과정을 구분하여 제시하였다. 각 지식요소가 나타난 것을 Hershkowitz et al., (2001)의 RBC 모델에 따라 인

식하기(R), 생성하기(B), 구성하기(C)로 나누어 분석하였다.

가. 누적함수의 순간 변화율의 이해

8명의 학생 중 6명의 학생 S3, S4, S5, S6, S7, S8에서 누적함수의 순간 변화율에 대한 이해가 나타났다. 다

섯 학생 모두 조별 학습지 중 누적함수를 그리기 위한 토론 과정에서 이 지식 요소에 대한 이해가 드러났다. 나

머지 두 학생 S1, S2는 개별 학습지에 누적함수를 그리지 않았고, 토론 과정에서도 곡선과 축이 둘러싸인 부

분의 넓이와 누적함수의 변화율을 언급하지 않았다. 다른 학생들의 관련 언급에 대한 이해를 드러내는 동의 또

는 반박 행동도 하지 않았다. 이에 이들 두 명은 누적함수의 순간 변화율 지식 요소를 구성한 것으로 확정할 수

없었다.

S5와 S7은 다음과 같이 과제 3을 함께 해결하면서 누적함수의 순간 변화율에 대한 이해를 발전시켰다.

[2-21] S5: (의 누적함수 가) 증가하다가 감소하다가... 일단 양수.

그리고 가 변할 때, 따라 변하는 것은... 가 변하면 함숫값이 변

하는 것인가?

인식하기(R)

[2-29] S7: 가 와 에서는 (가) 양이고 (가) 증가이고, 과 

에서는 (가) 감소이고, 와 ∞일 때는 (가) 음수이고...

인식하기(R)

[2-36] S5: 함숫값이 변하고.

[2-37] S7: 함숫값? 접선의 기울기. 접선의 기울기.

[2-40] S5: 이게 접선의 기울기 아냐?

[2-41] S7: 증가했다가 감소. 어... 그러니까 함숫값은 증가했다 감소.

두 학생은 함수 의 그래프의 함숫값을 이용하여 누적함수 의 개형을 설명하고 있다. [2-21]에서

학생 S5는 에 따른 누적함수 의 개형이 증가하다가 감소하는 것을 설명하고, [2-29]에서 학생 S7은 함

수 의 함숫값이 양수일 때 누적함수 는 증가하고, 의 함숫값이 음수일 때 누적함수 는

감소하는 것을 설명하고 있다. 이 과정에서 학생 S5와 S7은 이전에 구성된 지식인 함수 와 도함수 ′ 

의 관계를 누적함수 에 적용하여 누적함수의 도함수가 라는 관계, 즉 ′   를 떠올렸고

에 따라 의 변화를 판단하고 있으므로 누적함수의 순간 변화율의 이해에 대한 인식하기(R)가 나타

난 것으로 볼 수 있다. 한편 이 과제에서 가 변할 때 동시에 변하는 공변량에 대해 조사하였는데 의 함

숫값, 누적함수의 접선의 기울기, 누적함수의 함숫값이 동시에 변하는 것을 설명하고 있다. Thompson(2008)은

학생들이 누적함수의 순간 변화율과 관련된 누적 개념을 이해하기 위해서는 공변량의 이해가 중요하다고 하였

다. 이 과제에서 학생들은 의 값이 변함에 따라 가 변하고 누적함수의 변화율, 즉 미분계수가 변하는 것

을 확인하며 공변량 개념에 대한 논의를 하고 있으므로 이후 누적함수의 순간 변화율에 대한 이해의 바탕이 된

것으로 보인다.

한편, 다른 조에 속한 학생 S3과 S4도 과제 3의 해결 과정에서 학생 S5, S7의 논의와 같이 누적함수 

의 도함수가 임을 떠올리고 이를 이용하여 의 변화를 설명했으므로 인식하기(R)가 나타난 것으로

볼 수 있다. 다음은 이후 과제 4의 해결 과정에서 나타난 학생 S3, S4와 교사의 대화이다.
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[1-177] S3: (누적함수의 그래프를) 약간 그려볼까? 잠깐만 (함수 의) 기울

기가 음이잖아. 아니지. 아니지. 여기가 극값이니까 기울기가 양이니

까 양이고, 음수고 이런 식으로 갈 것 같은데... 그래프를 그리면 이

런 식으로 나오는데...

생성하기(B)

[1-183] 교사: 이 그래프는 뭘 나타낸 것이야?

[1-184] S3: 그냥 제가 그려본 이것의 (함수 의) 적분이요.

[1-188] S3: 여기 (함수 의) 기울기가 0이니까 이렇게 해봤는데 (그려봤는

데) 이렇게 하는 것 아닌가?

[1-196] S4: 그런데 적분하면 (누적함수가) 계속 아래로 내려갈 것 같아. 왜냐하

면 얘가 (함수 의 그래프와 축으로 둘러싸인 부분 중 함숫

값이 음수인 부분을 가리키며) 계속 생기니까

구성하기(C)

[1-197] S3: 그렇지 계속 아래로 내려가지 구성하기(C)

[1-177]에서 학생 S3은 부정적분의 존재성을 확인하기 위해 주어진 함수 의 함숫값을 접선의 기울기로

하는 누적함수의 그래프를 그리고 있다([그림 Ⅲ-1]의 아래쪽 그래프). 이 과정에서 함수 를 이용하여 누적

함수의 그래프를 그리는 부분적 목표를 달성하기 위해  ′   인 관계를 이용하여 누적함수의 그래프를

그렸으므로 생성하기(B)가 나타난 것으로 볼 수 있다.

[그림 Ⅲ-1] 학생 S3의 개별 학습지

이후 논의가 다른 방향으로 흘러가자 학생들이 함수의 그래프에 집중하게 하려고 [1-183]과 같이 교사가 개

입하여 누적함수의 그래프에 대해 논의하도록 질문한다. 그 결과 [1-184], [1-188]과 같이 학생들이 다시 누적함

수의 그래프에 대해 논의한다. [1-196]에서 학생 S4는 의 값이 커질 때 누적함수의 그래프가 감소할 것 같다

고 말하며 그 근거로 함수 의 그래프에서 의 값이 클 때 함숫값이 음수인 부분을 가리키며 이 부분이

계속 생기기 때문이라고 말한다. 함수 의 그래프에서 의 값이 커짐에 따라 의 그래프와 축 사이

에 둘러싸인 영역의 넓이가 누적되어 누적함수가 만들어진다는 것을 이용하였다. 이는 넓이가 증가하는 속도가

누적함수의 순간 변화율이라는 것을 이용한 것으로 의 그래프에서 넓이와 누적함수의 함숫값을 연결하고

있다. 의 값이 커짐에 따라 의 그래프의 넓이가 누적되어 누적함수의 함숫값이 커진다는 것은 현행 교육

과정에 따른 부정적분과 정적분의 학습에서는 다루지 않는 부분으로 앞서 학습한 과제 2와 과제 3의 해결 과정

에서 학생들이 처음으로 이해한 부분이다. 이러한 관계에 대한 이해와 더불어 앞서 [1-177]에서 의 함숫값
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과 누적함수의 접선의 기울기를 연결시키는 것이 나타났으므로 학생 S3는  ′   의 서로 다른 표현 방

식에 대응하는 기하적 대상을 파악한 것이라 할 수 있다. 따라서 누적함수의 순간 변화율의 함수적 이해에 대한

구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다. 한편 학생 S4는 생성하기(B)가 명확하게 나타나지 않았는데, [1-177]

에서 학생 S3이 자신이 그린 누적함수의 그래프를 설명하는 과정에서 생성하기(B)에 해당하는 부분이 간접적으

로 이해되었고 이를 바탕으로 [1-196]에서 구성하기(C)가 나타난 것으로 보인다. 학생 S1은 두 학생 S3, S4의

관련 언급에 대해 동의하며 본인의 논리로 재설명하는 것으로 구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다. 한편,

다른 조에서도 과제 4의 해결 과정에서 학생 S5, S6, S7, S8이 부정적분의 존재성의 확인하기 위해 누적함수를

그리는 과정에서 생성하기(B)와 구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다.

나. 부정적분을 이용한 정적분 계산의 이해

참여 학생 8명 모두 과제 2를 해결하면서 곡선과 축 사이의 넓이를 구할 때 부정적분을 이용한 정적분 계

산에 대한 이해를 보여주었다. 예를 들어, S1, S3, S4는 다음과 같은 논쟁 없는 대화를 통하여 부정적분을 이용

한 정적분 계산의 의미와 필요성을 공유하고, 적절한 절차를 수행하여 과제를 해결하였다.

[1-44] S3: 그냥 인테그랄 부터 까지  말하는 거 아니야? 인식하기(R)

[1-45] S4: 그러니까 이걸 정적분한 값 아니야? 식을?

[1-46] S3: 그런데 이 식이 라고 주어졌잖아. 그래서 인테그랄 부터 

까지  아냐?

[1-47] S1: 맞아. 맞아.

[1-48] S4: 이차함수 같지 않아? 가 이차함수라면...   .

[1-50] S3: 적분하면 


  . 부터 까지. 구성하기(C)

[1-44]~[1-47]에서 학생 S3과 S4는 과제 2의 돈의 흐름을 구하기 위해 정적분을 이용하려고 한다. 돈의 흐름

이 곡선과 축 사이의 영역의 넓이와 관련이 있고 넓이를 구하기 위해서는 정적분을 사용해야 하는 것을 떠올

렸다. 이 과정에서 이전에 구성되었던 넓이와 정적분의 관계를 바탕으로 정적분 계산을 시도하려고 하므로 인식

하기(R)가 나타난 것으로 볼 수 있다.

[1-48]에서 학생 S4는 주어진 함수가 이차함수라고 하고 함수식을 제시한다. [1-50]에서 학생 S3은 이 함수의

부정적분을 구한 뒤 이를 이용하여 정적분을 계산한다. 이 과정에서 정적분과 넓이의 관계와 부정적분을 이용한

정적분 계산을 연결시켰으므로 구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다. 이때 생성하기(B)가 분명하게 나타나

지 않았는데 학생들이 이차함수의 부정적분을 구하는 것과 부정적분을 이용하여 정적분 값을 구하는 것에 익숙

하기 때문에 부분적 목표를 달성하는 생성하기(B) 단계를 생략하고 구성하기(C)가 나타난 것으로 보인다.

다. 누적함수를 이용한 부정적분 결정의 이해

8명의 학생 중 5명의 학생 S1, S3, S5, S7, S8은 과제 4의 해결 과정에서 누적함수를 이용한 부정적분의 결정

에 대한 이해를 보여주었다. 나머지 학생들은 주어진 누적함수에 대한 개념적인 고려를 바탕으로 부정적분의 존

재성을 판단하는 것이 아니라 절차적인 고려, 즉 원시함수 식이 존재하는지 여부로 부정적분의 존재성을 판단하

려고 시도했다. 다른 학생들의 지식 요소에 대한 언급에 동의하는 행동을 보여주지 않았으므로 누적함수를 이용

한 부정적분 결정의 이해 지식 요소를 구성한 것으로 확정할 수 없었다.

학생 S3, S4는 다음과 같이 과제 4를 함께 해결하면서 누적함수를 이용한 부정적분의 결정에 대한 이해를 발
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[1-221] S3: 내가 (함수 를) 적분한 것 그려봤는데 이것이거든? 이것 맞아. 근데

이게 이것의(함수 의) 부정적분은 예를 들어서 축이 여기에 있어

도 넓이는... 아니지. 축이 여기에 있으면... 이게 부정적분은... 맞아. 할

수 있어.

인식하기(R)

[1-224] S1: (S3이 그린 그래프를 가리키며) 이게 더 아래로 가고 이게 더 위로 가야

지

[1-228] S1: 이거(누적함수) 미분해봐. 마이너스 값 나오잖아. 이건 플러스 값 나오고.

그럼 당연히 이게 더 위로 흘러가야 하잖아.

생성하기(B)

[1-229] S3: (누적함수를 가리키며) 아니 그게 아니라 이게 원시함수잖아. 생성하기(B)

전시켰다.

[1-151] S4: 그게 아니라 (넓이가) 음에 발산하는 것 아니야?

[1-157] S3: 음으로 발산할 것 아냐. 근데 이건 부정적분이지. 정적분이 아니지. 이게

정적분이 아니잖아. 부정적분이잖아.

[1-177] S3: (누적함수의 그래프를) 약간 그려볼까. 잠깐만. 기울기가 음이잖아. 아니지.

아니지. 여기가 극값이니까 기울기가 양이니까 양이고 음수고 이런 식으로

갈 것 같은데... 그래프를 그리면 이런 식으로 나오는데.

인식하기(R)

[1-179] S4: (부정적분이) 존재한다는 게 뭐야? (넓이가) 수렴한다는 거야?

[1-199] S3: 내게 헷갈리는 게 이게 부정적분이잖아. 정적분은 우리가 정해진 구간 내

에서 구하기 때문에 넓이라고 말할 수 있는데 부정적분은 넓이라 말할 수

있나? 부정적분은 정해지지 않는데.

인식하기(R)

[1-200] S4: 일리 있다.

[1-202] S3: (곡선과 축 사이의 영역을 가리키며) 여기 이것을 부정적분이 이것을 다

더한 것이라고 할 수 있나? 부정적분이 넓이라 할 수 있나?

인식하기(R)

두 학생 S3, S4는 부정적분의 존재성을 확인하기 위해 곡선과 축으로 둘러싸인 영역의 넓이의 수렴, 발산

에 대해 논의하고 있다. 의 값이 한없이 커질 때, 의 값이 –0.1에 수렴하므로 [1-151]에서 학생 S4는 함

수의 그래프와 축으로 둘러싸인 영역의 넓이는 발산한다고 말한다([그림 Ⅲ-1]의 빗금 친 부분). 부정적분을 구

간이 정해지지 않은 정적분이라고 생각하는 오개념의 영향으로 부정적분을 실수 전체의 집합에서 함수의 그래

프와 축 사이에 둘러싸인 부분의 넓이로 생각하였다. [1-157]에서 학생 S3은 구하는 것이 정적분이 아니라 부

정적분이라고 말한다. 학교 수학에서 부정적분은 미분의 역연산으로 도입한 뒤 주로 정적분을 계산하기 위한 도

구로 사용되기 때문에 부정적분의 존재성을 찾는 문제에서 영역의 넓이를 이용하는 것에 대해 의문을 품는다.

[1-177]에서 학생 S3은 누적함수의 그래프를 그리기 시작한다. [1-179]에서 학생 S4는 곡선과 축으로 둘러싸

인 영역의 넓이의 극한값이 존재하면 수렴하는 것인지에 대해 질문한다. [1-199], [1-202]에서 학생 S3은 부정적

분의 존재성을 확인하기 위해 부정적분과 넓이, 즉 부정적분과 누적함수의 연결을 시도하고 있다. 이 과정에서

이전에 학생이 알고 있던 지식인 정적분과 넓이의 관계를 바탕으로 누적함수의 그래프를 그리고 이를 부정적분

과 연결시키는 시도를 했으므로 인식하기(R)가 나타난 것으로 볼 수 있다.
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[1-250] S3: 존재하긴 하겠지. 근데 그래프가 있다는 건 존재한다고 말할 수 있지 않

을까?

구성하기(C)

[1-221], [1-224]에서 학생 S1과 S3은 부정적분의 존재성을 찾기 위해 누적함수의 그래프와 부정적분을 연결

하려고 시도한다([그림 Ⅲ-1]의 아래쪽 그래프). [1-228]에서 학생 S1은 누적함수의 도함수와 함수 를 비교

한다. [1-229]에서 학생 S3이 누적함수가 원시함수라는 표현을 사용한다. 이 과정과 [그림 Ⅲ-1]의 아래쪽 그래

프에서 학생 S3은 누적함수의 도함수가 이므로 누적함수가 의 원시함수인 것을 이해하였다. 이를 통

해 학생 S3은 누적함수를 부정적분과 연결시켜 누적함수가 부정적분 중 하나인 것을 이해했기 때문에 생성하기

(B)가 나타난 것으로 볼 수 있다.

[1-250]에서 학생 S3은 누적함수의 그래프를 그릴 수 있으므로 부정적분이 존재한다고 말한다. 이 학생은

의 누적함수가 부정적분 중 하나라는 사실을 바탕으로 누적함수의 존재성을 이용하여 부정적분의 존재성을

설명하고 있다. 이 과정에서 기존에 알고 있던 정적분과 넓이와의 관계에서 부정적분과 누적함수 및 넓이의 관계

로 확장되었으므로 구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다. 학생 S1은 이후의 논의 과정에서 S3의 언급에 동의

하며 누적함수의 존재성으로 부정적분이 존재하는 것을 설명하므로 구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다. 이

때 학생들은 과제 3에서 누적함수와 부정적분의 관계를 이해하였고([1-123]-[1-136]), 이를 바탕으로 과제 4에서

주어진 함수의 부정적분을 찾기 위해 누적함수의 그래프를 그린 후 부정적분의 존재성을 확인할 수 있었다.

한편, 다른 조에 속한 학생 S5, S7, S8도 과제 4의 해결 과정에서 누적함수를 이용한 부정적분의 결정에 대한

이해가 나타났다. 다음은 학생 S5, S7, S8의 대화이다.

[2-116] S5: 그런데 이거 (함수 에)  있어서 생각해보니까 얘는 그거 뭐지?

정적분하니까 안되네. 마이너스 무한대. 마이너스 무한이 아니라 발산이구

나 그냥.

[2-117] S7: 모든 실수에서 가 커지면 커질수록 그냥 로 수렴하는 것 아냐?

[2-120] S5: 정적분한 것이 발산한다고.

[2-121] S7: 마이너스 무한대.

[2-130] S5: 일단 마이너스 무한대에서는 (함수 의 부정적분이)  일 거고,

그러다가 점점 기울기가 조금씩 커지다가

인식하기(R)

[2-132] S8: 처음에 빵이 아니지

[2-137] S7: 어라? 그럼 얘는 어떻게 그리지?

[2-140] S8: 처음 구간을 잡으면 으로 잡으면 이후는 에서 라고 하면 가 가는

데...

인식하기(R)

[2-147] S5: 이거? 나 그냥 미분해서 얘랑 똑같이 나오려면 어떻게 해야 할까? 뭐... 그

렇게 했는데 난

인식하기(R)

[2-116]에서 학생 S5는 함수의 그래프와 축으로 둘러싸인 영역의 넓이를 이용하여 부정적분의 존재성을 설

명하고 있다. 값이 커질 때 함수의 그래프와 축으로 둘러싸인 영역이 축 아래에서 계속 나타나므로 이 영

역의 넓이가 마이너스 무한대로 발산한다고 말한다. 이때 영역의 넓이가 아니라 정적분이라는 표현을 사용했으

며 [2-120]에서도 마찬가지 정적분한 값이 발산한다고 말한다. 학교 수학에서 정적분과 넓이의 관계를 학습했고

이를 이용한 문제를 많이 다루었기 때문에 넓이라는 표현 대신 정적분이라고 표현한 것으로 보인다.

[2-116]~[2-121]까지 학생 S5와 S7은 부정적분을 실수 전체의 집합에서 함수의 그래프와 축 사이에 둘러싸인
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부분의 넓이로 생각했으며 이는 학생S3, S4의 대화에서 나타났던 반응([1-151], [1-157])과 일치한다. [2-130]에

서 학생 S5는 함수 의 누적함수의 그래프를 고려한다. 의 함숫값을 접선의 기울기로 하는 함수의 그

래프를 생각하며 기울기가 조금씩 커진다고 말한다. [2-132], [2-137], [2-140]에서 학생 S7과 S8은 누적함수가






 임을 알고 이 함수의 그래프를 고려할 때 적분 구간을 어디서부터 시작할지를 논의한다. 이때 학생

들은 과제 3의 누적함수와 함수 와 관계를 탐구했던 경험([2-67]~[2-72])을 바탕으로 누적함수가






 인 것을 알 수 있었다. [2-147]에서 학생 S5는 누적함수를 미분했을 때 함수 가 나오는 것을

설명한다. 이 과정에서 학생 S5와 S8은 부정적분의 존재성을 확인하기 위해 함수 의 그래프를 이용하여 누

적함수의 그래프를 그리려고 시도하고 있다. 이때 기존에 알고 있던 지식인 정적분과 넓이의 관계를 바탕으로 누

적함수의 그래프를 그리고 이를 부정적분과 연결하는 시도를 했으므로 인식하기(R)가 나타난 것으로 볼 수 있다.

[2-191] S7: 그런데 이게 (부정적분이) 존재하지 않는 것일 수 있어. 정적분만 존재하

고 부정적분이 존재하지 않는 것일 수 있어.

[2-192] S8: 정적분이 존재하면 부정적분이 존재하지 않냐?

[2-194] S6: 그건 아닐 수 있어.

[2-195] S7: 나도 정적분이 존재하는데 부정적분이 존재하지 않는 건 모든 실수에서 연

속이 아니라서 그런 것으로 생각했거든. 근데 모든 실수에서 연속인데도

그럴 수 있어?

[2-196] S8: 존재하지 않냐?

[2-202] S8: 구간을 에서 로 잡으면 된다니깐. 존재할 수밖에 없을걸. 구성하기(C)

[2-205] S7: 부정적분 정의 자체가 이거... 미분해서 이게 나오는 값인데, 미분해서 이게

나오는 값이 없으면 걔는 그럼 얘는 존재하지 않는 것이지... 부정적분의

정의에 따르면

[2-211] S5: 부터 까지 하면... 이게 부정적분의 한 종류 아냐? 구성하기(C)

[2-191]에서 학생 S7은 부정적분은 존재하지 않지만 정적분은 존재한다는 오개념을 보인다. 앞서 학생들은

  




의 부정적분이 초등함수 형태로 나타낼 수 없는 것을 학습하였기 때문에 부정적분은 존재하지 않는다

고 생각하였다. [2-192]에서 학생 S8은 정적분의 존재성과 부정적분의 존재성이 같다고 말하고, [2-194]에서 학

생 S6은 그렇지 않다고 반박하지만 그 이유를 설명하지는 않는다. 이 과정에서 학생들은 부정적분과 넓이, 즉

부정적분과 누적함수의 관계를 이해하지 못한 것으로 보인다. 이는 학교 수학에서 학습한 부정적분과 정적분의

정의에 따라 부정적분은 미분의 역, 정적분은 넓이로만 생각하여 부정적분과 정적분의 관계를 의미 있게 연결하

지 못하는 것으로 보인다. [2-195]에서 학생 S7은 연속함수이면 정적분과 부정적분이 모두 존재한다고 하였다.

미적분의 제 1 기본정리에 의해 연속함수이면 부정적분이 존재하는 것은 학교 수학에서 다루는 내용이므로 이

를 바탕으로 논의를 한 것으로 보인다. 하지만 이후 학생 S7은 [2-205]에서 부정적분을 미분의 역으로만 생각하

고 부정적분의 존재에 대해 확신을 하지 못하는 모습을 보이므로 미적분학 제 1 기본정리를 의미 있게 활용하

지 못하는 것으로 볼 수 있다.

한편 학생 S8은 [2-192], [2-196]에서 정적분과 부정적분이 모두 존재한다고 말하였고, 그 근거로 [2-202]에서

누적함수 




 가 부정적분 중 하나이므로 부정적분이 존재할 것이라고 말한다. 현행 학교 수학에서 부정
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적분은 로 표기하고 미분의 역으로 정의되지만 학생 S8은 누적함수 




 를 부정적분 중 하나

로 간주하고 영역의 넓이와 연결시켜 부정적분의 존재성을 설명하고 있다. 과제 3의 해결 과정에서 누적함수






 와 부정적분의 관계를 파악하였고([2-84]-[2-97]), 이를 이용하여 부정적분의 존재성을 설명한 것이

라 볼 수 있다. 이 과정에서 학생 S8은 미분의 역으로 학습한 부정적분을 정적분과 넓이의 관계에서 확장하여

부정적분과 누적함수의 관계를 파악하고 이를 이용하여 부정적분의 존재성을 설명했기 때문에 구성하기(C)가 나

타난 것으로 볼 수 있다. 이때 학생 S8은 S3처럼 함수 의 그래프를 이용하여 누적함수의 그래프를 직접

그린 후 부정적분의 존재성을 설명하는 것이 아니라, 부정적분을 




 로 간주하면 부정적분이 존재할 것

이라고 설명하였으므로 생성하기(B)가 나타난 것으로 보이지 않는다. [2-211]에서 학생 S5도 학생 S8과 마찬가

지로 누적함수 




 가 부정적분 중 하나인 것을 이용하여 부정적분의 존재성을 설명했기 때문에 구성하

기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다. 학생 S7는 이후의 논의 과정에서 S3의 언급에 동의하며 누적함수의 존재성

으로 부정적분이 존재하는 것을 설명했으므로 구성하기(C)가 나타난 것으로 볼 수 있다.

Ⅳ. 결론 및 제언

본 연구에서는 AiC 이론에 따른 적분 지도 방안에 대해 설계하고, 이를 활용하여 지도한 뒤 학생들의 부정적

분과 정적분의 관계에 대한 이해가 어떻게 나타나는지 확인하였다. AiC 관점에 따르면 학생들이 수학 개념을

추상화하기 위해서는 지식의 수직적 재구성이 가능한 맥락을 제공해야 하므로 본 연구에서는 이 관점에 따른

적분 지도 방법으로 누적 개념을 이용한 적분 학습을 제시하였다. 현행 학교 수학에서는 부정적분을 미분의 역

으로 학습한 뒤 주로 정적분 값을 구하기 위한 계산에 활용되며 이러한 학습만으로는 부정적분과 정적분의 관

계에 대한 깊은 이해가 어렵다. AiC 관점에 따른 적분 지도 방법인 누적 개념을 통한 학습은 부정적분과 정적

분의 관계에 대한 보다 깊은 이해를 가져올 수 있다.

연구 결과, 이와 같은 방법으로 학습한 학생들이 부정적분과 정적분의 관계에 대한 세 가지 지식 요소를 이

해한 것으로 볼 수 있었고, 부정적분과 정적분의 관계를 탐구하는 과제를 수행하는 동안 누적 개념이 맥락으로

작용한 것을 확인할 수 있었다. 세 가지 지식 요소 중 누적함수의 순간 변화율은 학생들이 과제 2와 과제 3을

해결하는 과정에서 학습한 누적 값에서 위 끝을 변수로 두면 누적함수가 된다는 사실([2-21]~[2-41])을 바탕으로

함수의 그래프와 축으로 둘러싸인 영역이 누적되어 누적함수가 되며, 누적함수의 순간 변화율이 의 함숫

값임을 이해할 수 있었다. 누적함수를 이용하여 부정적분의 존재성을 논의하는 과정에서  ′   의 관계

가 서로 다른 기하적 대상인 함수 의 그래프에서 누적된 넓이의 변화량과 누적함수의 관계 및 의 함

숫값과 누적함수의 기울기의 관계로 표현되었으므로 누적함수의 순간 변화율의 지식 요소가 나타났다.

부정적분을 이용한 정적분 계산은 학생들이 과제 2를 해결하는 과정에서 주어진 곡선을 이차함수로 나타낸

뒤([1-48]), 부정적분 값의 차이를 이용하여 정적분 값을 계산하였다([1-50]). 이 과정에서 부정적분을 이용한 정

적분의 계산에 대한 이해가 나타난 것으로 볼 수 있었다. 이는 2015 개정 수학과 교육과정에서 정적분의 정의가

부정적분 값의 차로 다루고 있으며, 적분 단원의 교과서에서 부정적분을 이용한 정적분 계산을 많이 다루고 있

어 학생들에게 익숙하기 때문이라고 할 수 있다(신보미, 2009; 정연준, 2010).

누적함수를 이용한 부정적분의 결정은 학생들이 주어진 함수의 그래프를 이용하여 누적함수의 그래프를 그린
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뒤, 부정적분의 존재성에 대해 이해하고 있는 것을 볼 수 있었다. 이 과제는 학교 수학에서는 부정적분을 미분의

역으로 정의하고, 주로 정적분 계산을 위한 도구로 다루고 있으므로 낯선 과제이다. 학생들은 누적함수를 부정적

분 중 하나로 간주하고, 변화율에서 변화량인 누적 값을 구하는 기하적 맥락과 누적 값과 누적함수의 기하적 맥

락을 결합하여 부정적분과 누적함수의 관계를 확인하였고([1-221]~[1-250], [2-140], [2-147]), 이 과정에서 누적

함수를 이용한 부정적분의 결정의 지식 요소가 나타난 것으로 볼 수 있었다. 이때 부정적분의 정의에 따라 미분

의 역으로만 생각한 것이 아니라 과제 3의 해결 과정에서 학습한 누적함수를 바탕으로 누적함수 




 가

부정적분 중 하나 임을 이용하여 누적함수의 존재성으로 부정적분의 존재성을 설명하였다.

학교 수학에서 적분 학습은 부정적분과 정적분에서 ‘적분’은 다른 의미를 가진다는 것을 강조하지 않은 채 다

루어지고 있고, 정적분과 넓이의 관계가 변화율과 변화량의 관계로부터 출발하여 의미 있게 다루어지지 않는다.

이런 학습 경험으로 인해 학생들이 부정적분과 정적분의 개념의 차이를 혼란스러워하는 것과 정적분과 넓이의

관계를 이용하여 부정적분과 누적함수의 관계를 연결시키는 데 어려움을 겪는 것이 확인하였다([1-199],

[2-205]). 또한 일부 학생은 선행 연구(Ferrini-Mundy & Graham, 1994)에서 나타난 부정적분을 구간이 정해지

지 않은 정적분으로 간주하는 오개념을 보였고, 이 오개념으로 인해 실수 전체의 집합에서 함수의 그래프와 

축으로 둘러싸인 영역의 넓이의 수렴성을 판단하려고 시도하였다([1-179], [2-120]). 부정적분 기호 

와 정적분 기호 




의 유사성으로 인해 오개념이 나타낸 것으로 어떤 학생은 누적함수 




가 부

정적분 중 하나임을 인식함으로써 기호의 유사성으로 인한 혼동에서 벗어날 수 있었다. 또한  ′   의

관계가 단순히 미분의 역이 아니라 변화율과 변화량의 관계에서 나타난 것을 인식하게 되었고 이를 통해 부정

적분의 존재성을 확인하였다. 이러한 학습은 부정적분과 정적분의 관계에 함축되어 있는 평면도형의 넓이와 변

화율과 변화량의 관계를 드러내야 한다는 Courant(1970)의 입장을 반영한 것이라 할 수 있다. 한편 연속함수의

부정적분의 존재성은 미적분학 제 1기본정리에 의해 보장된다. 일부 학생들은 연속함수이면 부정적분이 존재할

것이다라고 주장했지만([2-195]), 곧 부정적분의 정의에 따라 원시함수를 초등함수 형태로 나타낼 수 없으면 존

재하지 않을 것이라고 의견을 바꾼다(([2-205]). 이는 학교 수학에서 미적분학 1 기본정리가 의미 있게 학습되지

않는 것을 보여주며, 선행연구(정연준, 이경화, 2009a)에서 미적분학 기본정리가 변화율의 의미를 통해서 개념적,

관계적으로 학습하는 데 미흡하다는 주장과 일치한다.

본 연구 결과를 바탕으로 다음과 같은 시사점을 도출하였다. 첫째, AiC 관점에 따른 적분 지도는 현행 교육

과정에서 제시하는 학습 내용만으로는 도달하기 어려운 부정적분과 정적분의 관계에 대한 통찰의 기회를 제공

한다. 적분을 단지 계산법으로서가 아니라 의미 있는 수학적 개념과 원리, 구조의 핵심적인 예로서 지도하는 것

을 추구하는 교사에게 AiC 관점에 따른 적분 수업은 적분 개념 지도의 한 가지 대안이 될 수 있다. 둘째, AiC

관점에 따른 적분 지도는 맥락에 기초한 토론을 활성화하여 다양한 수학적 아이디어를 공유하고 발전시키는 학

습 기회를 제공한다. 계산체계로서의 구조가 완성되기까지 적분이 겪었던 개념적 혼란이나 정교화의 과정을 학

습자의 수준이나 언어에 따라 거치도록 함으로써, 학습자들이 서로 협력하여 수학을 학습하는 기회를 제공한다.

셋째, AiC 관점에 따른 적분 지도에서 교사의 역할은 수학적 아이디어의 공유와 협력적인 정교화를 촉진하는 것

이므로, 다인수 학급에 적용함에 있어서는 주의가 필요하다. 토론에서 배제되는 학생들을 위한 개별 피드백을 사

전에 준비하여 적절히 제공할 필요가 있다.

AiC 관점에 따른 적분 지도가 보다 효과적으로 이루어지려면 개별 교사의 수업 설계 방안으로서만이 아니라

교육과정과 교과서의 한 입장으로 구현하는 방안이 마련될 필요가 있다. 특히, 맥락에서 출발하여 거듭되는 추상

화를 강조하는 AiC 관점은 삶과 연계된 교육이나 학습자 주도성, 협력적인 학습을 강조하는 2022 개정 교육과정
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의 기본 입장(교육부, 2021)과도 밀접하게 연계되는 면이 있으므로, 관련 후속 연구가 이루어질 필요가 있다. 이

에 후속 연구에서는 교사의 중재 및 학생들의 다양한 생각과 표현의 공유를 강화하는 수업을 설계하여, 일반고

등학교 학생들을 대상으로 한 AiC 관점에 따른 적분 지도의 효과를 분석할 것을 제안한다. 이 때 과제에 포함

된 내용 요소가 현행 교육과정을 넘어서지 않도록 해야 하며, 고등학교의 현실적인 여건을 고려하여 수학 동아

리 또는 방과 후 수업을 활용할 것을 제안한다. 나아가 고등학교 수학의 다른 내용 요소를 지도할 때 AiC 관점

을 도입하는 방안에 대한 후속 연구도 이루어지기를 기대한다.
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This study aims to design an integral instruction method that follows the Abstraction in Context (AiC) framework 
proposed by Hershkowitz, Schwarz, and Dreyfus to help students in acquiring in-depth understanding of the relationship 
between indefinite integrals and definite integrals and to analyze how the students’ understanding improved as a result. 
To this end, we implemented lessons according to the integral instruction method designed for eight 11th grade 
students in a science high school. We recorded and analyzed data from graded student worksheets and transcripts of 
classroom recordings. Results show that students comprehend three knowledge elements regarding relationship between 
indefinite integral and definite integral: the instantaneous rate of change of accumulation function, the calculation of a 
definite integral through an indefinite integral, and The determination of indefinite integral by the accumulation 
function. The findings suggest that the AiC framework is useful for designing didactical activities for conceptual 
learning, and the accumulation function can serve as a basis for teaching the three knowledge elements regarding 
relationship between indefinite integral and definite integral. 

* 2000 Mathematics Subject Classification : 97D40

* Key words : AiC, indefinite integral, definite integral, accumulation function, context

✝ corresponding author


