
1. 서론

1.1 확률과 통계 교육의 중요성

확률적 사고의 중요성과 그 교육 방안에 대한 연구

가 꾸준히 이루어져왔다. 확률과 통계는 그 자체로 중

요한 학문 분야일 뿐만 아니라 불확실한 현실 세계에서 

경쟁력을 가지도록 도와준다[1]. 대한민국의 교육과정

에도 확률과 통계의 중요성이 꾸준히 강조되고 있으며, 

효과적인 교육 방법에 대한 다양한 연구가 수행되고 있

다[2-4]. 그러나 확률 및 통계 교육의 연구 대상은 대부

분 고등학생에게 집중되어 있으며[4], 일부 초등학생과 

예비 교사를 대상으로 한 연구에 국한된다[5,6]. 정작 
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확률과 통계의 개념을 숙지하고 자신의 전공 분야에 활

용해야 하는 이공계 대학생에 대한 연구는 부족하다. 

따라서 본 연구에서는 이공계 대학생을 대상으로 확률

과 통계에 대한 이해도를 측정하고 효과적인 교육 방안

에 대해서 탐색한다.

1.2 실용적인 분석 방법의 필요성

본 연구는 소규모 수업에서 각 피험자의 개별적인 

학습 특성을 쉽고 빠르게 분석하는 것을 목표로 하였

다. 이를 위해서는 기존에 교육 측정 분야에서 널리 쓰

이는 대규모 시험 기반의 분석을 적용하기 어려운 한계

점이 존재한다. 예를 들어 문항 반응 이론은 피험자의 

능력에 따른 각 문항을 정답을 맞힐 확률로 정의되는 

문항 특성 곡선을 활용하여 학생들의 응답으로부터 능

력을 예측한다[7-9]. 이를 위한 문항 개발과 문항 특성 

곡선 계산은 대규모 집단 연구를 통해서만 가능하다. 

최근 큰 관심을 받고 있는 인지 진단 모형[10-15]을 적

용할 경우 학생의 능력치를 인지 요소별로 세분화 하여 

각 인지 요소별 능력치를 예측할 수 있다는 장점이 있

다. 그러나 이 또한 각 문항과 인지 요소와의 관계를 정

확히 계산하는 것이 선행되어야 하며[16-19], 이는 대

규모 집단 연구를 필요로 한다. 

본 연구에서는 실제 대학 현장에서 100 명 미만의 

소규모 강좌를 개설하고 운영할 때 확률과 통계에 대한 

수강생들의 이해도를 쉽고 빠르게 분석하기 위한 방법

을 제안한다. 시험 문항은 교수자가 직접 개발하여 활

용하며 이를 표준화하는 대규모 연구가 불가능한 상황

을 가정한다. 학생의 문항 반응을 분석하여 내재된 패

턴을 쉽고 빠르게 분석할 수 있는 방법을 제안한다.

1.3 비지도 학습 기반 분석 기법

최근 비지도 학습 기반의 학습 성취도 분석 방법이 

활발히 연구되고 있다. 선행 연구[20]에서는 학생의 문

항 응답 데이터를 PCA (Principal Component 

Analysis)[21,22]를 활용하여 데이터의 차원을 축소한 

후 K 평균 군집화 방법[21,23]과 가우시안 혼합 모델

(Gaussian Mixture Model; GMM)[21,24]을 적용하

여 학생들의 학습 성취도를 문항과 내용 요소 차원에서 

각각 분석하였다. 그 결과 가우시안 혼합 모델을 사용

하는 것이 저성취 그룹에 속한 학생들의 학습 패턴을 

더 잘 분류해 낸다는 결론을 도출하였다. 

그러나 선행 연구에서 제안한 기법은 이상치(outlier)

에 민감한 한계점을 가진다. 예를 들어 일부 고득점 학

생들이 성취도가 낮은 그룹으로 분류되는 오류가 발생

한다. 본 논문에서는 이상치에 강인한 개선된 성취도 

분석 방법을 제안한다. 이를 위해 PCA 대신 이상치에 

강인한 Robust PCA (RPCA)[25]를 가우시안 혼합 모

델과 결합하여 사용한다. 동일 데이터에 대해 제안하는 

기법과 기존 PCA 기반의 분석 결과를 비교한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 연구에 활

용된 데이터 수집 방법 및 분석 방법을 설명한다. 3장

에서는 PCA와 RPCA를 사용한 각 그룹의 성취도 분석 

결과를 비교한다. 이후 4장에서 결론과 후속 연구를 제

안한다.

2. 연구 방법

2.1 데이터 수집

본 연구에 활용된 데이터는 다음과 같은 방법으로 

수집되었다. 먼저 확률과 통계 교과목의 여섯 가지 주

제를 선정하였다. 선정된 주제는 중복 조합(T1), 확률

(T2), 조건부 확률(T3), 확률 변수(T4), 확률 분포(T5), 

통계적 추정(T6)이다. 각 주제에 대해 사지선다 형태의 

문항 2개씩 출제한 뒤, 이 중에서 총 10개의 문항을 선

택하였다. 선택된 문항은 중복 조합 1 문항, 확률 2 문

항, 조건부 확률 2 문항, 확률 변수 2 문항, 확률 분포 

2 문항, 그리고 통계적 추정 1 문항이었다.

선정된 문항들을 활용하여 95명의 이공계 대학생을 

대상으로 컴퓨터 기반 검사를 시행하였다. 시험 응시 

시간은 50분이었으며, 평균 응시 시간은 30분이었다. 

10개 문항에 대해 학생들이 보인 응답을 1(정답)과 0

(오답)으로 변환하였다.

2.2 데이터 분석

데이터 분석은 Fig. 1에 요약된 것과 같이 차원축소

와 군집 분석 단계를 거친다. 차원 축소 단계에서는 기

존에 널리 쓰이는 PCA 기법과 이상치에 강인한 RPCA 

기법을 적용한 뒤, 각 경우에 대해서 GMM 알고리즘을 

사용하여 군집 분석을 수행한다. 

차원 축소 단계는 다음과 같이 수행되었다. PCA와 

RPCA 적용 시 공통적으로 응답 데이터로부터 평균 점

수를 빼고 표준편차로 나누어 이를 통해 1과 0 형태의 
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응답 데이터가 평균이 0이고 표준편차가 1인 실수 값

을 갖는 10차원 벡터로 표현되었다. 이를 통해 입력 데

이터의 평균에 의한 영향를 제거하고 반응들 간의 상관

관계를 나타내는 covariance matrix에 기반 한 PCA 

혹은 RPCA 적용이 용이하게 하였다. 10차원의 입력 

데이터로부터 covariance matrix를 계산한 후 고유치 

분석을 통해 10개의 주성분(principal component)을 

계산한다. 이때 주성분은 대응하는 고유치 값의 내림차

순으로 정리한다. 고유치 값의 누적합을 계산한 뒤 전

체 분산으로 나누어 설명 분산(explained variance)

을 계산한다(Fig. 2). 설명 분산 비율이 80% 이상 되는 

차원의 최소값이 두 알고리즘 모두 7이므로 입력 데이

터를 7차원 축소하였다. 10개의 주성분 중에서 대응하

는 고유치 값이 큰 상위 7개의 주성분을 선택하여 이 

선택된 주성분에 투영(projection)하여 10차원의 입력 

데이터를 7차원으로 축소하였다.

RPCA와 PCA의 가장 큰 차이점은 covariance 

matrix 계산 시에 이상치를 고려하는지 여부이다. 

PCA는 입력 데이터를 모두 사용하여 covariance 

matrix를 계산하는 반면, RPCA는 입력 데이터 중 이

상치를 명시적 검출하여 이상치를 제외한 데이터를 사

용하여 주성분을 계산한다는 점이다. RPCA 계산 시에

는 평균은 원점으로 고정하였으며, covariance 

matrix 만을 MCD covariance 알고리즘[25]을 사용

하여 계산하였다. 이를 통해 95개의 응답 데이터 중에 

11개의 응답 데이터가 이상치로 검출되었으며, 나머지 

84개의 응답 데이터를 사용하여 covariance matrix

가 계산되었다. 

PCA와 RPCA의 효과를 비교하기 위하여 PCA와 

RPCA를 사용하여 계산된 고유값와 고유벡터를 비교하

였다. 크기순으로 정렬된 10 쌍의 고유값에 대해 대응 

표본 t 검정을 수행하여 PCA와 RPCA 사용 시 고유치 

값의 차이가 있는지 확인하였다. 10 쌍의 고유 벡터는 

10 차원의 수치이므로 직접적인 비교가 어렵다. 따라서 

PCA의 각 고유 벡터와 대응하는 RPCA의 고유 벡터 

사이의 내적을 구한 뒤, 내적 값의 절대값이 1과 차이

가 있는지 단일 표본 t 검정을 수행하였다.

차원 축소된 데이터는 GMM을 사용하여 군집화하

였다. 군집의 수()를 결정하기 위해 를 1부터  7까지 

변화시키며 GMM을 사용한 군집 분석을 수행하고, 각 

에 대해 AIC(Akaike Information Criterion)[26] 

값을 계산하였다. AIC 값이 최소가 되는  값을 최적의 

군집의 수로 선택하였다. 

군집화 후에 분류된 그룹 내의 학생들 평균 총점 이 

높은 그룹부터 내림차순으로 정렬하였다. 즉 Group 1

이 평균 성취도가 가장 높은 군집이다. 각 군집에 대해서 

각 주제별 평균 점수를 측정하여 주제별 성취도를 계산

하였다. 성취도 값이 양수이면 해당 주제에 대해서 전체 

학생의 평균보다 더 높은 성취도를 보였음을 의미한다.

Fig. 2. Explained variance ratio as a function of the 

dimensionality for PCA (dashed) and RPCA 

(solid)

Fig 1. Schematic diagram of the clustering analysis
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3. 연구 결과

PCA와 RPCA에 의해 계산된 주성분들의 방향 사이

에는 통계적으로 유의미한 차이가 발견되었다. PCA와 

RPCA에 의해 계산된 고유치 값들 사이에는 통계적으

로 유의미한 차이가 발견되지 않았다(p=0.33, paired 

t-test). 그러나 PCA와 RPCA의 주성분들 사이의 내적

의 절대값은 1과 통계적으로 유의미하게 달랐다

(p=0.001, 1 sample t-test).

PCA와 RCPA로 서로 다른 기법으로 데이터의 차원

을 축소했을 때 GMM 군집화 적용 시 서로 다른 최적

의 그룹 수를 나타냈다. PCA의 경우 5개의 군집으로 

나누는 것이 가장 작은 AIC  값을 보였으며, 그룹의 개

수를 늘이면 AIC 값이 오히려 증가하였다(Fig. 3 점선). 

RPCA의 경우 7개의 군집이 최소의 AIC 값을 보여 최

적의 군집 분석 결과로 나타났다(Fig. 3 실선).

Fig. 3. AIC values for different numbers of groups 

for PCA (dashed) and RPCA (solid).

PCA 적용 후 GMM을 적용하여 최적의 군집 수인 5

개의 군집으로 분류할 경우, 군집들의 각 주제별 성취도

는 Fig. 4A와 같다. 상위권 군집들 (Group 1, 2)은 모든 

주제에 대해서 대체로 높은 성취도를 보였다. 하위권인 

Group 4의 경우 최하위권인 Group 5에 비해서 조건부 

확률(T3)의 이해도가 더 높은 것을 확인할 수 있다.

비교를 위해 PCA 적용 후 GMM을 적용하여 7개의 

군집으로 분류한 경우 주제별 성취도는 Fig. 4B와 같

다. 군집의 수는 많아졌으나 각 군집별 차이점이 두드

러지지 않았다. 이는 군집의 수를 7로 늘렸을 때 군집

의 수가 5인 경우에 비해 AIC 값이 오히려 증가한 것

과 일치한다. 따라서 군집의 수를 늘리는 것만으로는 

분석의 정확도를 높일 수 없었다.

RPCA에 의한 군집 분석 결과(=7)는 각 군집들이 

더 뚜렷한 차별성을 보였다 (Fig. 4C). 특히 이런 특성

은 중위권과 하위권 군집의 이해도를 더 확연하게 구별

해 주었다. 예를 들어 Group 1과 2와 같은 상위권 그

룹의 경우 모든 주제에 대해서 대체적으로 고른 성취도

를 보였다. 중위권 Group 3, 4, 5의 경우 특정 주제에 

대해서는 이해도가 높았으나 다른 주제에 대한 이해도

는 상대적으로 낮았다. 하위권 학생은 경우 중복 조합

(T1), 확률(T2), 조건부 확률(T3)에 대한 이해도의 여부

에 따라 Group 6과, 7로 나뉘었으며, 두 군집 모두 확

률 변수(T4), 확률 분포(T5), 통계적 추정(T6)의 주제에 

대해서는 현저히 낮은 성취도를 보였다.

Fig. 4. Topic-wise achievements using PCA and GMM with =5 (A), PCA and GMM with =7, and RPCA 

and GMM with =7
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따라서 PCA 기반의 기존 분석방법과 이상치를 고려

하는 RPCA 기반의 분석 기법을 비교하면 다음과 같다. 

먼저, 각 기법에서 최적의 군집수를 적용할 경우(PCA, 

=5; RPCA, =7), PCA (Fig. 4A) 보다 RPCA 기반의 

기법(Fig. 4C)이 각 군집별 세부 특성을 더 자세하게 

보여주었다. 다음으로 군집의 수를 동일하게 고정하고

(=7) PCA (Fig. 4B)와 RPCA(Fig. 4C)를 비교할 경우

에도 RPCA 기반의 기법에서 PCA 기반의 기존 기법 

보다 각 군집의 특성이 더 뚜렷하게 나타났다.

4. 결론 및 논의

본 논문에서는 표준화된 검사가 어려운 소규모 수업

에서 비지도 학습을 활용한 학생들의 성취도 분석 방법

을 연구하였다. 확률 통계 교과목에서 95명 학생 문항 

응답 데이터를 수집하였다. 기존 연구에서 사용되는 

PCA와 이상치에 강하게 동작하는 RPCA를 사용하여 

차원을 축소한 뒤, 각각의 경우에 대해서 가우시안 혼

합 모델을 적용하여 각각 5 군집과 7 군집으로 분류하

였다. 그리고 각 군집에 대해서 주제별 세부 성취도를 

계산하였다.

어떤 차원 축소 기법을 사용하는지 여부가 주제 별 

성취도 분석 결과에 큰 영향을 미치는 것을 확인하였

다. 기존 연구와 같이 차원 축소와 군집화 알고리즘을 

차례로 적용하는 것은 차원 축소 알고리즘을 통해 입력 

데이터의 전체적인 패턴을 파악한 후 군집화 분석을 통

해 보다 세부적인 패턴을 분석하기 위한 것이었다.  본 

연구에서는 전처리 단계인 차원 축소 알고리즘의 선택

이 최종 분석 결과에 상당한 영향을 줄 수 있음을 확인

하였다. 차원 축소 시 RPCA를 사용하여 이상치를 제외

하는 것이 PCA를 사용하여 모든 데이터를 사용하는 것 

보다 다음 단계의 군집 분석에서 군집별 차이점이 잘 

드러나도록 하였다. 

PCA와 RPCA는 동일한 입력 데이터로부터 서로 다

른 방향의 주성분을 찾아내었고, 이는 차원 축소와 군집

화 결과에 차이를 발생하였다. PCA 적용 후 군집 분석

을 수행했을 경우 보다 RPCA 적용 후 군집 분석을 수행

했을 때 각 군집들 간의 차이점이 더 명확하게 나타났다. 

특히 이 차이점은 저성취 군집들의 주제 별 세부 성취도 

분석에 두드러지게 나타났다. 저 성취 군집들은 서로 다

룬 주제에 대해서 강약점을 가진다는 것이 RPCA와 군

집분석을 결합하여 사용함으로써 발견할 수 있었다.

주제별 성취도 분석 결과는 고성취 그룹의 학습에 

대해서도 시사점을 제공한다. 최상위 군집(Group 1)은 

모든 주제에 대한 성취도가 전반적으로 높았으나, 통계

적 추정(T6)의 성취도은 다른 요소에 비해 낮았다. 흥

미로운 점은 Group 3의 경우 오히려 통계적 추정에 대

한 성취도가 매우 높은 반면 다른 주제에 대해서는 평균 

수준의 성취도를 보였다. 이는 상위권 학생들에게 통계

적 추정에 대한 새로운 학습 전략의 필요성을 보여준다. 

통계적 추정이 상위권 학생들에게도 어려울 수 있다

는 점은 다양한 시사점을 함의한다. 본 연구 결과에서 

최상위권 군집(Group 1)의 경우에도 통계적 추정의 성

취도가 상대적으로 낮았다는 점은 통계적 추정이 다른 

주제에 비해서 학생들이 습득하기 어렵다는 선행 연구

와 일치한다[27-30]. 본 연구와 가장 관련이 깊은 대학

생을 대상으로 하는 연구[29]에서도 일반적인 대학생들

은 표집 분포와 신뢰구간을 제대로 이해하지 못하고 다

양한 오개념을 가지고 있다고 보고된 바 있다.

내용적인 면에서도 통계적 추정은 다른 주제와 다른 

성질을 가진다. 다른 다섯 가지 주제(T1~T5)들은 공리

적 확률론을 바탕으로 형식적인 논리에 기반하여 문제

를 해결한다. 반면, 통계적 추정(T6)은 개념적으로 빈도

적 확률에 근거하며 주어진 문제에서 모집단과 표본을 

명확히 파악하고 그 관계를 통해 추정을 수행해야 한다

[31-32]. 특히 중위권인 Group 3의 경우 다른 주제들

(T1~T5)에 대한 성취도에 비해 통계적 추정(T6)에 대

한 성취도가 유난히 높게 보이는 현상이 관찰되었다. 

이는 Group 3의 학생들이 치밀한 연역적 사고력은 다

소 부족한 반면 비형식적인 문제 해결능력은 상대적으

로 높을 것으로 예상된다. 이런 학생들을 위한 특화된 

학습 전략이 요구된다.

성취도가 낮은 하위 군집이 주제별 다른 패턴을 보

여주었다는 점은 저성취 그룹에 대해서도 학습 주제에 

따른 특화된 학습 전략을 설계할 필요가 있다는 사실을 

내포한다. 본 연구에서 선택된 6개의 학습 주제들 중 4

개는 선행지식 관계가 크다. 조건부 확률(T3)을 이해하

기 위해서는 확률(T2)의 개념을 명확히 이해해야 하며, 

확률 분포(T5)를 이해하기 위해서는 확률 변수(T4) 지

식이 선행되어야 한다. 이는 Group 4와 Group 6의 

조건부 확률(T3)에 대한 성취도가 확률(T2)에 대한 성

취도 보다 낮으며 확률 분포(T5)에 대한 성취도가 확률 

변수(T4)에 대한 성취도가 더 낮은 것으로 확인할 수 
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있다. 그러나 Group 5와 Group 7의 경우는 주제의 

선행 관계와 상관없이 특정 주제(Group 5의 경우 T1 

과 T4, Group 7의 T3)에 대해서만 높은 성취도를 보

이며 다른 주제에 대해서는 성취도가 현저히 낮았다. 

따라서 주제에 따른 선행지식 관계와 달리 이상 학습 

패턴을 보이는 Group 5와 Group 7과 같은 학생들에 

대해서는 다른 학습 전략을 적용할 필요가 있다. 

본 연구는 소규모 수업에서 비지도 학습을 통한 군

집별 성취도 세부 분석의 가능성을 확인하였다. 궁극적

으로는 일선의 교육 현장에서 교사가 쉽고 편하게 사용 

가능한 학습 분석 방법과 결과를 한눈에 파악할 수 있

는 시각화 기법의 개발과 그룹별 학습 전략 개발이 중

요한 향후 연구의 주제가 될 것이다. 

또 다른 중요한 연구주제는 입력 데이터의 차원이 증

가할 경우에 적용 가능한 분석 기법을 연구하는 것이다. 

본 연구에서는 소규모 수업에 쉽게 적용 가능한 분석 기

법을 연구하였다. 따라서 학생의 수와 문항의 수가 제한

적인 상황을 가정하였다. 그러나 학생 수를 고정하더라

도 문항의 수를 늘이거나 시험의 회수를 늘여서 취득한 

데이터의 차원이 증가할 경우에 차원축소와 군집분석

의 효과적인 적용 방안에 대한 연구가 필요할 것이다.
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