
Preservice teachers’ understanding of fraction multiplication 
through problem posing and solving in Korea and the United 
States
Yeo, Sheunghyun1 · Lee, Jiyoung2*

1Professor, University of Alabama
2Teacher, Songshin Elementary School

*Corresponding Author : Lee, Jiyoung (ez038@naver.com)

Abstract
Mathematics teachers’ content knowledge is an important asset for effective teaching. To enhance this asset, teacher’s knowledge 
is required to be diagnosed and developed. In this study, we employed problem-posing and problem-solving tasks to diagnose 
preservice teachers’ understanding of fraction multiplication. We recruited 41 elementary preservice teachers who were taking 
elementary mathematics methods courses in Korea and the United States and gave the tasks in their final exam. The collected 
data was analyzed in terms of interpreting, understanding, model, and representing of fraction multiplication. The results of the 
study show that preservice teachers tended to interpret (fraction)×(fraction) more correctly than (whole number)×(fraction). 
Especially, all US preservice teachers reversed the meanings of the fraction multiplier as well as the whole number multiplicand. In 
addition, preservice teachers frequently used ‘part of part’ for posing problems and solving posed problems for (fraction)×(fraction) 
problems. While preservice teachers preferred to a area model to solve (fraction)×(fraction) problems, many Korean preservice 
teachers selected a length model for (whole number)×(fraction). Lastly, preservice teachers showed their ability to make a 
conceptual connection between their models and the process of fraction multiplication. This study provided specific implications for 
preservice teacher education in relation to the meaning of fraction multiplication, visual representations, and the purposes of using 
representations.
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초록
본 연구에서는 한국과 미국의 초등예비교사들의 분수 곱셈에 대한 이해를 살펴보기 위해서 문제제기 및 문제해결 과제의 수행 결과를 분석하였다. 
연구 결과, 첫째, (분수)×(분수)의 상황에 비해서 (자연수)×(분수)에서 피승수와 승수의 위치를 혼동하여 승수를 분수가 아닌 자연수로 생각하는 
경향이 더 많이 나타났다. 둘째, (분수)×(분수)에서는 집합이나 길이에 비해서 넓이 모델을 선호하는 것으로 나타났고, 대부분의 예비교사들이 
주어진 수식의 계산과정이 나타나도록 모델을 연결하여 설명하였다. 이를 바탕으로 예비교사의 곱셈의미 이해에 대한 연구의 시사점을 제언하였다.
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서론

효과적인 수학수업을 위해서 교사는 다양한 지식이 필요하다. 교사의 능력은 교사의 교과에 대한 지식에 달려있다고 주장할 만
큼 교사 지식은 많은 연구들에서 주목되어왔다(Ma, 1999). Shulman (1986)이 교사가 가져야 할 지식을 내용적 지식과 교수학적 내
용 지식으로 나눈 이래로, 수학교육에서도 수학 내용적 지식과 수학을 가르칠 때 필요한 교수학적 지식을 세분화하여 교사가 어떤 

지식을 가지고 있는지 또 어떻게 이러한 지식을 교사들에게 길러줄 수 있는지에 대한 연구들이 지속적으로 수행되어왔다(e.g., Ball 

et al., 2008; Son & Lee, 2016). 그 중, 수학 내용적 지식은 학생들이 수학수업시간에 배워야 할 내용에 대한 교사들의 이해정도를 나
타내며, 이는 실제 수업에서 관찰가능한 수업관행에도 영향을 준다(Wilkins, 2008). 그러나 초등예비교사들의 수학 내용적 지식을 

살펴본 연구들은 예비교사들의 개념적 또는 내용적 지식이 절차적 지식의 유창성에 비해서 부족함을 지속적으로 보고하였다(e.g., 

Adu-Gyamfi et al., 2019; Siegler & Lortie-Forgues, 2015). 이러한 선행 연구 결과들은 초등예비교사들의 수학 내용적 지식의 현재 수준
을 진단하고, 이를 발전시킬 필요가 있음을 시사한다.

특히, 분수 연산은 초등학교에서 매우 핵심적인 내용임에도 불구하고 어린 학생들부터 성인, 그리고 교사에 이르기까지 어려워
하는 내용 영역 중 하나이다(Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007; Yeo, 2021; Yeo & Webel, 2022). 분수의 덧셈(e.g., Son & Hwang, 2021)

과 뺄셈(e.g., Bansilal & Ubah, 2020), 곱셈(e.g., Son & Lee, 2016)과 나눗셈(e.g., Li & Kulm, 2008)에 이르기까지 교사들과 예비교사
들의 지식과 이해를 탐색한 연구들이 다양하게 이루어졌다. 이러한 기존 연구들은 문제의 해결과정에서 나타나는 예비교사의 해
결 전략을 바탕으로 그들이 어떻게 해당 연산의 개념을 이해하는지에 그 초점이 있었다. 이에 예비교사들의 수학 내용적 지식과 이
해를 탐색하기 위해서 문제제기를 활용한 연구들이 지속적으로 이루어졌다(e.g., Toluk-Uçar, 2009; Xie & Masingila, 2017; Yao et al., 

2021). 주어진 식을 보고 문제를 제기하거나 문장제를 보고 문제를 변형하는 과정에서 관련된 수학적 내용 지식이 부족하다면 해결
가능한 문제를 정교하게 만들 수 없기 때문이다. 국내에서도 문제제기를 활용하여 분수의 연산에 대한 예비교사의 이해를 탐색한 

연구가 수행되어 왔다. Noh 외 (2016)는 분수 나눗셈과 관련하여 예비교사들이 스토리 문제제기를 할 때 나타나는 오류유형과 이러
한 오류를 발생시키는 원인을 분석한 결과, 초등예비교사들이 분수 나눗셈의 의미를 구현하여 문제를 만드는 것에 어려움을 겪고 

있음을 보고하였다. 이상의 연구들은 문제제기나 문제해결 과정을 통해서 예비교사가 분수 연산을 어떻게 이해하고 있는지 구체적
으로 탐색하였다는 점에서 의의가 있지만, 문제제기 또는 문제해결 중에서 어느 한 부분에 초점을 두었다는 점에서 한계가 있다.

이와 다르게 일부 연구에서는 연구대상자가 직접 문제제기를 하고 그 문제를 해결하는 과정을 전반적으로 탐색하여 연구대상자
들이 특정 학습내용에 대해 어떻게 이해하고 있는지를 보다 구체적으로 살펴보았다(e.g., Toluk-Uçar, 2009; Xie & Masingila, 2017; 

Yao et al., 2021). 따라서 본 연구는 초등예비교사들로 하여금 주어진 분수 곱셈식에 대한 문장제를 제기한 후에 시각적 모델을 활용
하여 문제를 해결하거나, 문제 해결을 먼저 한 후에 문장제를 제기하도록 하여, 문제 제기와 문제 해결에서 나타나는 초등예비교사
들의 분수 곱셈에 대한 이해를 다면적으로 분석하였다. 특히, 분수의 연산 중에서 곱셈을 선택한 이유는 곱셈에 관여하는 양을 조작
하는 과정에서 양 사이의 관계와 단위 구조에 대한 기본적이면서도 정교한 내용적 지식이 필요하기 때문이다. 자연수가 승수인 분
수의 곱셈 a/b×c의 경우에는 기존의 자연수 곱셈의 동수누가의 개념(a/b를 c회 반복)을 활용하여 문제를 부분과 전체의 2수준 단위 

구조(1/b; 1)로 해결하는 것이 어느 정도 가능하지만, a/b×c/d는 두 분수가 가지는 전체 즉 기준 단위가 서로 다르기 때문에 3수준 단
위 구조(1/b×d; 1/b; 1)를 구성하고 활용해야 한다는 점에서 더욱 복잡하다(Steffe & Olive, 2010). 그러므로 예비교사들이 어떠한 수
학 내용적 지식을 가지고 있는지 알아보기 위해서는 분수 곱셈에 관여하는 양과 곱셈 연산을 어떻게 이해하고 있는지 문제제기와 

문제해결 과정에서 다면적으로 살펴보는 것이 중요하다. 이에 분수의 곱셈에 대한 문제제기와 문제해결에서 드러나는 한국과 미국
의 초등예비교사들의 이해를 탐색하고자 한다. 구체적인 연구문제는 다음과 같다.

1. 한국과 미국의 예비교사들의 문제제기에서 나타나는 분수 곱셈의 이해는 어떠한가?

2. 한국과 미국의 예비교사들의 문제해결에서 나타나는 분수 곱셈의 이해와 모델 활용은 어떠한가?

본 연구를 통해서 예비교사들의 분수 곱셈 이해를 다면적으로 탐색하는 방안에 대한 새로운 논의는 물론 예비교사교육 프로그램
에서 분수 연산에 대한 내용을 구성하고 가르치는 데 있어 중요한 시사점을 논의하였다.
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이론적 배경

수학교육에서의 문제제기

최근 수학교육에서는 학습자가 능동적으로 지식을 구성해 나갈 수 있고 미래사회를 대비할 수 있는 역량을 기를 수 있도록 문제
해결 중심의 수업이 강조되어왔다. 문제해결에 대한 관심이 높아짐에 따라서 이와 관련하여 수학적 문제를 어떻게 만들 것인가에 

대한 문제제기에 대해서도 연구들이 지속적으로 이루어지고 있다(e.g., Cai & Hwang, 2020; Singer et al., 2013). 문제제기는 단순히 새
로운 문제를 만드는 것뿐만 아니라 학생이 배우고 있는 수학내용에 대한 수학적 사고를 엿볼 수 있는 통로로 활용될 수 있다(Silver, 

1994). 또한, 교사들에게는 학생의 수학적 이해를 점검할 수 있는 기회를 제공하기도 하고 무엇보다도 교사 자신의 문제제기에 관련
된 역량은 교사들의 수학적 이해와도 깊은 관련이 있다(Cai & Hwang, 2020).

문제제기는 먼저 문제를 만들고 해결하는 다양한 상황에 대한 인식의 정도 차이에 따라 열린 문제제기, 반구조화된 문제제기, 그
리고 구조화된 문제제기 세 가지로 분류할 수 있다(Stoyanova & Ellerton, 1996). 열린 문제제기는 열린 수학적 상황에서 문제를 제기
하는 것으로 예를 들어 ‘직각삼각형에 관한 문제를 만드시오.’와 같이 수학적 내용이나 원리를 바탕으로 문제를 만드는 사람에 따
라서 다양한 맥락이나 조건을 정해서 문제를 만들 수 있다(Stoyanova, 1998). 이와 달리 반구조화된 문제제기와 구조화된 문제제기
는 일단 문제의 구체적인 맥락이나 상황을 제공한 뒤에 이를 바탕으로 문제를 만들 것을 요구한다. 반구조화된 문제제기는 개인의 

기존의 수학적 경험으로부터 지식, 능력, 개념, 관계를 적용하여 수학적 구조를 탐색하고 완성 또는 주어진 그림이나 수식을 이용
하여 문제를 만드는 것이다. 구조화된 문제제기는 주어진 상황을 바탕으로 문제를 만들고 정해진 연산을 활용해야한다. 예를 들어, 

Christou 외 (2005)는 초인종 문제를 이용하여 두 문제제기 유형의 차이를 설명하였다. ‘어제 저녁 파티에 초인종이 10번 울렸습니다. 

첫 번째 초인종이 울리고 1명이 들어왔습니다. 그 다음부터는 이전의 초인종이 울렸을 때 보다 3명이 더 많이 입장하였습니다.’를 

바탕으로 문제를 만드는 것은 반구조화된 문제제기로 초인종이 울린 횟수를 바탕으로 다양한 유형의 수학적 구조를 선택하여 문제
를 만들 수 있다. 반면에, 구조화된 문제제기는 ‘오늘은 셀리의 파티가 있는 날입니다. 첫 번째 초인종이 울리고 1명이 들어왔습니다. 

두 번째 초인종이 울리고 3명이 들어왔습니다. 세 번째 초인종이 울리고 5명이 들어왔습니다. 네 번째 초인종이 울리고 7명이 들어
왔습니다. 이처럼 지난번 초인종이 울렸을 때 보다 2명이 더 많이 입장합니다. 답이 25명이 되도록 문제를 만드시오.’와 같이 초인종
이 울린 순서보다 2명이 더 입장하는 수학적 구조를 바탕으로 문제를 만들어야 한다.

예비교사의 문제제기와 분수 곱셈에 대한 이해

문제제기는 수학적 내용을 학습하는 학습자뿐만 아니라(Baumanns & Rott, 2021) 해당 내용을 가르치는 교사들에 이르기까지 

(Osana & Pelczer, 2015) 다양한 대상에 대한 연구들이 진행되어왔다. 마찬가지로, 예비교사들의 문제제기를 활용한 연구들도 최근 

주목을 받고 있다(Cai & Hwang, 2020). 일부 연구는 문제제기를 통해 만들어진 문제들이 수업과 학생의 학습을 결정짓는 데 큰 역
할을 하는 것에 주목하여 문제제기 그 자체가 목적이며 효과적인 수학수업을 위해 중요함을 강조한다(National Council of Teachers 

of Mathematics, 2000). 이와 달리, 문제제기를 예비교사들의 지식이나 관행을 발달시키기 위한 교육적 도구로서 또 진단적 도구로
서, 수단으로 보는 연구들도 있다(e.g., Kotsopoulos & Cordy, 2009; Silver, 1994; Tichá & Hošpesová, 2013; Yao et al., 2021). Silver와 Cai 

(2005)는 문제제기를 교육적 도구로 예비교사들이 교실의 특정 상황과 관련하여 문제를 만들 수 있는 상황을 제시하고 이와 관련된 

문제제기 역량을 탐색하였다. Kotsopoulos와 Cordy (2009)는 문제제기 활동을 예비교사들이 가진 수학적 이해를 탐색할 수 있는 기
회로 마련하였다. 유사하게 국내에서는 Noh 외 (2016)에서 초등예비교사들이 분수 나눗셈 문제를 만들 때 가지고 있는 전문적인 지
식과 오류유형을 분석하여 예비교사교육에서 내용적 지식과 상황적 이해가 동시에 이루어지는 것이 중요함을 강조하였다. 이와 같
이 진단적 도구로서 문제제기는 수학적 탐색과 이해를 위한 촉진제로 활용될 수 있다(Hošpesová & Tichá, 2015). 그러나 이는 다시 말
해 예비교사들의 개념적 이해 부족이 문제제기 실행에서의 어려움과 직접적으로 연결될 수 있음을 의미한다(Isik & Kar, 2012).

분수 곱셈에서는 예비교사가 제기한 문장제를 통해 분수 곱셈을 어떤 의미로 이해하고 있는지 살펴봄으로써 예비교사의 분수 곱
셈에 대한 이해를 탐색할 수 있다. 이를 살펴봄으로써 예비교사가 분수 곱셈에서 피승수와 승수, 그리고 두 양을 곱한다는 것을 어떻
게 이해하고 있는지 등을 보다 자세히 살펴볼 수 있다.
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본 연구에서는 여러 선행연구에서 제시한 다양한 분수 곱셈 의미를 연구의 목적에 따라 동수누가, 부분의 부분, 곱셈적 비교, 비
율, 직사각형 넓이, 교차 부분으로 구분한다(e.g., Lee & Pang, 2019; Van de Walle et al, 2019; Webel & DeLeeuw, 2016). Chong (2013)과 

Greer (1992)가 지적한 바와 같이 각각의 의미는 서로 엄밀하게 구분되는 것이 아니므로 이하에서는 본 연구에서 무엇에 초점을 두
고 구분하였는지를 설명한다.

동수누가 의미는 우유를 2/5 L씩 3번 마시는 상황과 같이 같은 양이 반복되는 상황이다. 승수가 자연수인 분수 곱셈에서는 자연스
러운 상황이지만, 승수가 분수인 상황에서 적용하기 어렵다는 점에서 한계가 있다.

부분의 부분 의미는 전체 보자기의 3/4 중에서 2/5만큼의 양을 구하는 상황으로 전체의 부분의 부분을 전체의 부분으로 다시 해석
하는 것이다. 부분의 부분 의미는 분수끼리의 곱셈에도 적용할 수 있다는 장점이 있지만 각각의 분수가 어떤 양의 부분을 나타낸다
는 점에서 대분수나 가분수에 그대로 적용하기에는 어려움이 있다.

곱셈적 비교 의미는 “A의 리본이 3/4 m이고 B의 리본은 A의 리본의 2/5배이다. B의 리본의 길이는 얼마인가?”와 같이 두 가지 대
상을 곱셈적으로 비교하는 상황이다. 이는 “몇의 몇 배”라고 표현함으로써 분수 종류에 관계 없이 모든 곱셈 상황에서 사용할 수 있다.

비율 의미는 “l m에 3/4 kg인 철사가 있다. 철사 2/5 m의 무게는 얼마인가?”와 같이 서로 다른 두 종류의 양(예, 길이와 무게) 사이
의 일정한 관계에 따라 한 양에 해당하는 다른 양의 크기를 구하는 상황이다. 비율 의미는 곱셈에 관여하는 두 종류의 네 양 사이의 

관계에 초점을 맞추도록 돕는다. 이는 부분과 부분, 곱셈적 비교 의미가 어느 한 종류의 양에만 초점을 맞추고 있다는 점에서 차이
가 있다. Van de Walle 외 (2019)는 승수가 자연수인 비율 상황을 동수누가 의미로 제시하였으나, 승수가 분수인 비율 상황은 부분의 

부분이나 곱셈적 비교 의미 등과 연결되므로 이를 따로 구분할 필요가 있다.

직사각형 넓이 의미는 “가로가 3/4 m이고 세로가 2/5 m인 직사각형의 넓이는 몇 ㎡인가?”와 같이 같은 차원의 두 양(예, 길이)을 

곱해서 새로운 차원의 양(예, 넓이)을 만드는 상황이다. 동수누가, 부분의 부분, 곱셈적 비교, 비율 의미에서는 피승수는 전체 1을 기
본 단위로 하는 양이고, 승수는 다시 피승수를 새로운 단위로 하는 양 또는 연산자 역할을 한다. 하지만 직사각형 넓이 의미에서는 

피승수와 승수가 모두 같은 1 m를 기본 단위로 하고 곱은 새로운 단위인 1 ㎡를 기본 단위로 한다. 다만 초등학교에서는 곱셈이 이
와 같이 새로운 차원을 만들어내는 연산이라는 것에 초점을 두어 다루지 않기 때문에 부분의 부분이나 배 의미 등과 연결하여 다룬
다(예, 6/20 ㎡는 1/20 ㎡가 3칸씩 2줄인 직사각형의 넓이).

마지막으로 본 연구에서는 분수 곱셈에서 전체의 2/3와 전체의 3/4이 서로 교차하는 양을 구하는 상황을 다른 의미와 구분하기 위
해 교차 부분이라고 지칭한다. Yim (2012)은 Figure 1과 같이 한 직사각형의 2/3와 3/4이 서로 교차하여 만들어지는 부분을 “m(A)=2/3, 

m(B)=3/4일 때, m(A∩B)=m(A)×m(B)와 같이 곱사건의 확률 공식 P(A∩B)=P(A)×P(B)와 같은 형태로 표현되는 곱(p. 141)”으로 설
명한다. Lee와 Shin (2011), Webel 외 (2016), Yim (2012) 등의 여러 연구자들은 초등학교에서 다루는 분수 곱셈에서 이러한 의미에 주
의할 필요가 있음을 지적한다. 왜냐하면 이 의미는 초등학교에서 많이 활용하는 부분의 부분, 곱셈적 비교, 비율의 의미와 다르게 

피승수와 승수의 기본 단위가 전체 1로 같기 때문에 학생들로 하여금 피승수와 승수에 대한 이해에 혼란을 유발할 수 있으며, 서로 

교차한 양이 왜 곱셈의 결과를 의미하는지를 이해하지 못한 상태에서 절차적으로만 접근하게 할 위험이 있기 때문이다.

예비교사의 문제해결과 분수 곱셈에 대한 이해

예비교사의 분수 곱셈에 대한 이해를 탐색하기 위해서는 문제제기에서 분수 곱셈 문장제를 어떻게 제시하는지를 살펴보는 것만
으로는 부족하다. 분수 곱셈 문장제를 바르게 제기할 수 있다고 하더라도 시각적 모델을 이용하여 계산 과정을 설명하고 결과를 구

Figure 1. Intersecting part (Yim, 2012, p. 139).
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Figure 2. Correct picture for 4/5×3/4 chosen as incorrect (Luo et al, 2011, p. 169).

하려면 보다 폭넓은 지식이 필요하다. 이에 문제해결에서 예비교사 또는 교사가 사용한 다양한 시각적 표현을 통해 분수 곱셈을 어
떻게 이해하고 있는지를 탐색한 연구가 지속적으로 이루어지고 있다(e.g., Luo et al., 2011; Tobias, 2012; Watanabe, 2003; Webel et al., 

2016). 예비교사들은 분수 곱셈을 시각적 모델을 이용하여 해결하는 과정에서 다양한 어려움을 겪을 수 있는데 이는 분수 곱셈에 

대한 의미와 피승수, 승수, 곱의 기본 단위에 대한 이해, 단위의 다양한 구조에서 각 분수의 적절한 기본 단위를 구분하고 개념화하
는 것, 상황에 적절한 분할 조작과 알고리즘 도출까지, 고려해야 할 점이 매우 많기 때문이다(Tobias, 2012; Webel et al., 2016). 예를 들
어 Luo 외 (2011)에서 미국과 대만의 일부 예비교사들은 Figure 2를 4/5×3/4에 대한 적절하지 않은 모델로 보았다. 예비교사들은 그 

이유로 두 분수의 기본 단위가 서로 같지 않기 때문이라고 하였다. 이를 통해 일부 예비교사들은 분수 곱셈을 피승수와 승수의 기본 

단위가 무조건 서로 같은 상황으로 받아들이고 있다는 것을 알 수 있다. 이는 분수 곱셈이 과연 무엇을 의미하고 결과를 구하기 위
해서 어떠한 조작을 하는지 등의 분수 곱셈에 대한 예비교사들의 이해와 직접적으로 연결된다. 따라서 문제해결에서 예비교사들이 

제시한 시각적 모델과 활용을 구체적으로 분석함으로써 예비교사의 분수 곱셈 이해에 대한 구체적인 정보를 얻을 수 있다.

Figure 3. Representative examples of mixed models.

분수 곱셈의 시각적 표현은 분수 곱셈의 의미, 모델의 유형, 모델의 사용 목적 측면에서 구체적으로 살펴볼 수 있다. 분수 곱셈의 

의미는 앞에 기술되어 있으므로 본 절에서는 모델의 유형과 모델 사용 목적에 대해 설명한다.

모델 유형은 모델의 모양에 따라 집합 모델, 길이 모델(수직선, 띠), 넓이 모델(원, 직사각형, 기타) 등으로 구분된다(Lamon, 2012; 

Lee & Pang, 2019; Reys et al., 2014; Webel et al., 2016; Yeo, 2019; Yim, 2012). 또한 이러한 모델들은 제시된 양을 이산적으로 표현하였
는지, 연속적으로 표현하였는지에 따라 세분할 수 있다. 즉 집합 모델은 이산 모델이고 길이 및 넓이 모델은 연속 모델이다. Figure 3

과 같이 하나의 모델 안에 이산적인 표현과 연속적인 표현이 동시에 제시되는 경우도 있다. 본 연구에서는 이러한 모델을 혼합 모델
이라고 지칭한다.

분수 곱셈에서 집합 모델은 (자연수)×(분수) 또는 (분수)×(분수) 등에서 직사각형 배열 형태로 사용될 수 있다. 예를 들어, 24×
3/8과 같이 피승수인 자연수가 분수의 분모의 배수일 때 동그라미를 분수의 분모만큼 행이나 열에 배열하여 문제를 쉽게 해결할 수 

있다. 길이 모델은 수직선과 띠(또는 막대)로 다시 구분할 수 있다. 띠는 직사각형 모양이지만 수직선과 유사하게 한 방향으로만 분
할하여 사용한다는 점에서 길이 모델로 구분할 수 있다. 이에 비해 넓이 모델은 직사각형이나 원과 같이 여러 방향으로 분할하여 사
용하는 경우이다. 길이 모델과 넓이 모델은 피승수와 승수의 분수 종류에 상관없이 모든 분수 곱셈 상황에서 사용할 수 있다는 장점
이 있다. 혼합 모델은 길이 모델과 넓이 모델을 계속 연결해서 사용하지 않고 마치 이산량처럼 따로 떨어뜨려서 제시한다는 특징이 

있다. 예를 들어 Figure 3의 (b)는 4×2/3를 나타내기 위해 이산적으로 표현된 4개의 띠 각각을 3등분하고 2만큼 색칠하여 연속적인 

양을 표현할 수 있다.

한편 분수 곱셈에서 시각적 모델의 사용 목적에 대해 구체적으로 분석한 연구는 드물다. 예외적으로 Lee와 Pang (2019)은 분수 곱
셈에 대한 시각적 표현이 교과서에 어떤 목적으로 사용되었는지를 “분수 곱셈의 맥락 제시, 분수 곱셈의 결과 표현, 분수 곱셈 알고
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리즘을 설명하기 위한 목적”으로 구분하여 분석하였다. 또한 Izsák (2008)은 분수 곱셈을 가르치는 데 필요한 수학 지식을 탐색하기 

위해 교사가 가지고 있는 단위 구조와 모델을 사용하는 교수법적 목적 간의 관계를 살펴보았다. 예를 들어 교사들은 Figure 2와 같은 

그림이 제시되었을 때 4/5×3/4에 적합한 그림인지를 판단하는 것에서 더 나아가 이러한 표현을 4/7×3/5과 같은 분수 곱셈에서도 

그대로 적용할 수 있는지, 그림을 통해 분수 곱셈 알고리즘을 어떻게 설명할 수 있는지 등을 생각해야 한다. Izsák (2008)은 시각적 모
델의 교수법적 사용 목적으로 4가지를 제시하였는데 첫 번째는 수치적 계산을 하여 답을 구한 후에 모델에 그 답을 단순히 나타내
기 위한 것(illustrating)이다. 두 번째는 여러 문제에서 모델을 사용하여 해결하고 결과로 나온 수치적 값에서 분모끼리 곱하고 분자
끼리 곱하는 패턴을 찾아 계산 방법을 추측하는 것(inferring)이다. 세 번째는 그려진 양의 구조를 통해, 즉 그림을 통해 계산 과정을 

논리적으로 추론하는 것(deducing)이다. 마지막으로 학생들의 다양한 사고에 반응하면서 분수 곱셈에 관여하는 양의 구조를 적절하
고 다양하게 표현함으로써 조정하는 것(adapting)이다.

연구방법

참여자

본 연구는 문제제기와 문제해결을 통해 한국과 미국의 초등예비교사들이 분수 곱셈을 어떻게 이해하고 있는지를 탐색하기 위해
서, 연구자들이 맡은 강좌를 수강하고 있는 한국과 미국의 초등예비교사들을 연구 대상으로 하였다. 두 나라의 예비교사들을 대상
으로 한 이유는 첫째, 두 나라의 곱셈 수식 제시 순서가 서로 다르기 때문에 이로 인해 문제제기와 문제해결 과정에서 예비교사들의 

분수 곱셈 이해가 매우 다양하게 드러날 것이라 예상되었기 때문이다. 이렇게 문화적, 교육적으로 다른 맥락에서 자료를 수집하고 

분석함으로써 예비교사의 분수 곱셈에 대한 이해를 다각도로 탐색하고 이를 통해 교사 교육 측면에서 보다 구체적인 시사점을 도
출하고자 하였다. 둘째, 두 나라의 예비교사들은 두 연구자들이 접근가능한 집단이었기 때문이다. 다만 두 나라 사이의 문화적, 교
육적 맥락이 다르기 때문에(Ma, 1999), 본 연구에서는 초등예비교사들의 분수 곱셈 이해의 차이를 직접적으로 비교 분석하기 보다
는 나라별로 두드러지게 나타나는 특징을 중심으로 어떻게 분수 곱셈의 의미를 활용하고 이해하는지를 탐색하는 데 초점을 두었다.

본 연구에 참여한 초등예비교사는 총 41명으로, 한국의 경우에는 G교육대학교에 수학교육방법론을 듣는 3학년 학생 17명이고 

미국은 A주립대학교의 초등교육프로그램에서 수학교육방법론을 듣는 3학년 24명의 학생들이다. 각각의 수업은 해당 예비교사교
육 프로그램에서 유일하게 수학교육방법론을 배울 수 있는 강좌이고, 연구자들은 사전에 분수에 대한 학습내용을 공유하여 예비교
사들이 유사한 내용을 학습하도록 하였다. 또한, 두 국가의 예비교사들은 수업에서 수식을 바탕으로 문제를 만들어보는 자유문제
제기와 조건이나 구하고자 하는 것을 변경하는 문제변형, 그리고 시각적 모델을 활용하여 연산문제를 해결하는 방법에 대해서도 

공통적으로 학습하였다.

자료수집

본 연구의 자료는 분수학습을 포함한 방법론 수업을 마친 뒤 2021년 하반기 학기말 시험의 일부 항목을 통해 수집되었다. 예비교
사들에게 본 연구의 목적에 대해 설명하고 학기말 시험의 일부 항목에 대한 자료를 수집하는 것에 동의를 구하였다. 문제제기 및 문
제해결에 대한 초등예비교사의 분수 곱셈 이해를 탐색하기 위해서 연구자들은 예비교사들의 분수 이해에 대한 선행연구를 바탕으
로 Table 1과 같이 두 가지 과제를 만들었다(e.g., Xie & Masingila, 2017; Yao et al., 2021). 첫 번째 과제는 (자연수)×(분수) 상황으로 5

×2/3에 관한 문제제기와 문제해결을 하는 것이고, 두 번째 과제는 (분수)×(분수) 상황으로 승수와 피승수가 모두 분수인 3/4×2/5

에 대한 것이다. 두 번째 문제와 달리 첫 번째 문제에서 피승수를 분수가 아닌 자연수로 제시한 이유는 승수와 피승수의 의미를 곱
셈기호를 기준으로 생각하는 것이 아니라 주어진 수의 종류로 인해서 예비교사들이 단순히 자연수 부분을 승수로 생각하는 경향이 

있는지를 탐색하기 위한 것이다. (자연수)×(분수)에서는 주어진 수식을 보고 먼저 문제를 제기하는 자유문제제기(1a)를 수행한 뒤, 

제기된 문제를 보고 시각적 모델을 이용하여 문제를 해결한다(1b). 마지막으로 (1a)에서 제기된 문제를 바탕으로 조건이나 구하고
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Table 2. Analytic focus.
Dimension Component

Interpreting
I1 Different operations
I2 Confusing meanings of factors
I3 Correctly interpreting

Understanding

U1 Improper or not multiplication
U2 Intersecting part
U3 Equal group
U4 Part of part 
U5 Comparison
U6 Rate
U7 Area or array

Model 

M1 Set Model 
M2 Length model (a: Tape, b: Number line)
M3 Area model (a: Circle, b: Rectangle)
M4 Others

Representing 

R1 Improper or not multiplication
R2 Situation only
R3 Result only
R4 Process of multiplication

자 하는 것을 바꾸는 문제변형 과정을 거친다(1c). 단, 문제변형에서는 3개 정도의 문제를 만들 것을 권장하였다. 이에 반해, (분수)

×(분수)에서는 주어진 식을 보고 먼저 그림을 이용하여 문제를 해결한 뒤에(2a) 해결전략에 알맞은 문제를 자유롭게 제기하고(2b), 

다양한 변형을 통해서 새로운 문제를 만들어 낸다(2c). 이때, 문제제기와 문제해결의 순서를 바꾼 것은 하나의 활동이 다른 활동에 

영향을 줄 수 있음으로 이를 통제하기 위함이다.

Table 1. Problem posing and solving tasks
Type Task

Whole number
×Fraction1

1. Using the equation 5×2/32.
(a) Pose a story problem reflecting the given number expression. Explain how you pose the problem.
(b) Solve the posed problem and illustrate a strategy with a diagram. Make sure to clearly record your explanations next to the diagram or 
representations. Describe how problem posing influences your solution strategy?
(c) Pose many story problems based on the problem in (a) by modifying constraints or goals (Please do not solve the posed problems).

Fraction
×Fraction

2. Using the equation 3/4×2/53.
(a) Solve the given number expression with a diagram. Explain how your diagram is connected to the number expression.
(b) Pose a story problem reflecting the strategy you used in (a). Explain how you pose the problem. Describe how your solution strategy 
influences the posed problem.
(c) Pose many story problems based on the problem in (a) by modifying constraints or goals (Please do not solve the posed problems).

분석 준거

문제제기와 문제해결에서 나타나는 분수 곱셈의 이해를 분석하기 위해서 분수 곱셈의 의미와 분수의 시각적 표현에 대한 선행
연구인 Lee와 Pang (2019)을 수정보완하여 분석준거를 마련하였다. Lee와 Pang (2019)은 분수의 의미 이해와 시각적 표현에 대한 분
류를 중심으로 분석준거를 제시하였지만 본 연구에서는 이를 보완하여 해석(interpreting), 이해(understanding), 모델(model), 표현
(representing)의 네 가지 준거를 바탕으로 분석하였다(Table 2 참고).

1	 미국식 표현과는 다르게 한국에서는 본 표현을 자연수가 피승수이고 분수가 승수로 해석한다. 독자들의 이해를 돕기위해서 한국식 표현을 기준으로 본 
원고에서 기술하고자 한다

2	 한국의 경우에는 곱셈에서 먼저 오는 수가 피승수의 역할을 하므로 5×2/3로 과제를 제시하였지만, 미국에서는 먼저 오는 수가 승수의 역할을 하기 때문에 
2/3×5로 문제를 제시하였다.

3	 마찬가지로 한국의 예비교사를 대상으로는 3/4×2/5로 제시하였으나 미국의 예비교사들에게는 2/5×3/4으로 문제를 제시하였다.
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먼저 문제제기와 문제해결활동에서 분수 곱셈의 의미를 어떻게 해석하고 이해하는지에 대해 두 가지 준거를 사용하여 초등예비
교사들이 가지는 분수 곱셈에 대한 이해를 탐색하였다. 이때, 문제제기는 주어진 식을 바탕으로 완전히 새로운 문장제를 만드는 자
유문제제기와 이미 만들어진 문장제의 조건이나 구하고자 하는 바를 변화시키는 문제변형을 모두 포괄하여 나타낸다. ‘분수 곱셈
의 해석’은 곱셈의 의미를 중심으로 승수와 피승수의 의미에 대해서 바르게 이해하는지를 분석하였다. 곱셈이 아닌 덧셈과 같이 다
른 연산의 상황으로 문제를 제기하거나 해결하는 ‘다른 연산’(I1), 승수와 피승수의 의미를 반대로 잘못 해석하는 ‘인수 혼동’(I2), 그
리고 주어진 승수와 피승수를 바르게 인식하는 ‘바르게 해석’(I3)으로 분류하였다. 다음으로, ‘분수 곱셈의 이해’는 곱셈의 다양한 의
미를 분수상황에서 어떻게 활용하는지를 살펴보았다. ‘부적절 또는 비곱셈상황’(U1)은 분수 곱셈이 아닌 다른 분수 연산으로 해석
하는 경우를 나타낸다. ‘교차 부분’(U2)은 전체에서의 한 부분과 전체에서의 다른 한 부분이 교차하는 양을 구하는 상황을 의미한다. 

‘동수누가’(U3)는 ‘3씩 4묶음’과 같이 같은 수를 반복하여 더하는 것을 의미한다. ‘부분의 부분’(U4)은 전체가 되는 기준량이 자연수
나 분수로 제시되고 그것에 대한 부분이 차지하는 양을 의미한다. ‘곱셈적 비교’(U5)는 ‘3의 4배’와 같이 어떤 묶음을 단위로 재구성
하여 주어진 양을 확대나 축소함을 의미한다. ‘비율’(U6)은 ‘사과 3개씩 한 바구니’와 같이 주어진 피승수가 서로 다른 두 단위(즉, 개
와 바구니) 사이의 비율의 관점으로 제시된 경우를 의미한다. 마지막으로, ‘넓이 또는 배열’(U7)은 제기된 문제의 맥락이나 해결의 

전략이 직사각형의 넓이를 구하거나 배열의 상황과 연결하여 곱의 결과를 구하는 것을 의미한다.

특히, 문제해결에서 분수 곱셈의 의미를 탐색한 다음, 어떤 모델을 어떻게 표현하여 주어진 문제를 해결하는지를 살펴보았다. ‘모
델’에서는 어떠한 종류의 구체적 표상을 활용하였는지에 대해 살펴보았다. ‘집합 모델’(M1)은 점이나 원과 같은 모델을 이용하여 

하나를 나타내는 기준 모델이 더 이상 나누어지지 않고 여러 개의 기준 모델이 모여서 전체를 나타내는 상황을 의미한다. ‘길이 모
델’(M2)은 양의 크기를 선의 길이를 통해서 나타내는 모델로, 띠처럼 연속적인 길이를 나타내는 모양을 이용하거나(M2a) 수직선
을 활용할 수도 있다(M2b). 또한, ‘넓이 모델’(M3)은 도형의 전체 넓이를 전체로 보고 양을 나타내는 모델로, 원(M3a) 또는 직사각형
(M3b) 모델을 활용한다. 특히 본 연구에서는 한 방향으로만 분할하였다고 하더라도 정사각형에 가까운 직사각형을 활용한 경우는 

넓이 모델로 구분하였다. 그리고, 위의 기준에서 제시되지 않은 모델이 사용되는 경우인 ‘기타’(M4)로 분류하였다. ‘표현’에서는 초
등예비교사들이 특정 모델을 활용하여 어느 정도까지 주어진 문제의 해결과정을 표현하는지 살펴보았다. ‘부적절 또는 비곱셈상
황’(R1)은 분수 곱셈이 아닌 덧셈과 같은 다른 연산으로 문제를 이해하고 해결하는 것을 의미한다. ‘상황’(R2)은 주어진 문제의 상황
만을 모델을 통해서 나타내는 경우를 의미한다. ‘결과’(R3)는 분수 곱셈의 결과를 나타내는 경우를 의미한다. 이 경우에는 어떻게 그 

결과에 도달했는지 추론하기가 어렵다. ‘곱셈계산과정’(R4)은 분수 곱셈 상황과 결과뿐만 아니라 결과를 도출하는 과정까지 모두 

표현한 경우이다.

자료 분석

자료 분석을 위해 41명의 예비교사가 제출한 과제의 결과를 분석준거에 따라 두 연구자가 코딩하였다. 문제제기와 문제해결에서 

각각 두 가지와 네 가지 영역으로 분석을 하였으며, 구체적인 예시는 Table 3과 같다.

Table 3. Example of coding.
Example Dimension Code
[Posing] 준기의 끈의 길이는 5 m의 2/3입니다. 준기의 끈의 길이는 몇 m입니까? Interpreting I3

Understanding U4
[Solving]

Interpreting I3

Understanding U4

각 1 m를 동일하게 3등분씩 하여 그 중에 2개를 칠했다. 
이후 그것을 빈 공간 없이 한 곳으로 모아 결과값을 보았는데, 온전한 자연수 3과 
그리고 3등분 중 한 칸이 칠해진 것을 통해 3과 1/3 m이라는 결과를 도출하였다.

Model M2a

Representing R4
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위의 예시에서 주어진 수식 5×2/3에서 한 예비교사가 제기한 문제는 5 m라는 전체 길이의 2/3에 해당하는 부분의 길이를 찾아내
는 것이므로 피승수와 승수를 바르게 구분한 경우에 해당한다(I3). 그리고, 주어진 길이 전체에 대한 부분을 구하는 것이므로 ‘부분
의 부분’의 의미에 해당한다(U4). 제기된 문제를 해결하는 과정에서도 해당 학생은 띠와 같은 길이 모델(M2a)를 사용하여 승수와 

피승수를 바르게 표현하였다(I3). 또한, 각 1 m의 2/3를 색칠하여 나타내는 과정을 통해서 분수 곱셈을 부분의 부분 의미로 표현하였
고(U4), 시각적 모델을 통해 분수 곱셈의 계산 과정까지 설명하였다(R4).

분석의 신뢰도 확보를 위해서 먼저 1차 코딩에서는 두 명의 연구자가 전체 분석 사례의 20%를 해석, 이해, 모델, 표현의 관점에서 

각각 코딩하고 교차 검토하였다. 일치하지 않는 코딩은 논의를 통해서 분석의 준거를 수정하거나 코딩이 합치되도록 반복적으로 

비교하고 검토하였다. 수정된 분석의 준거를 바탕으로 나머지 항목에 대해 연구자들은 독립적으로 2차 코딩을 실시하였고, 다시 다
른 사례 20%를 중심으로 교차 검토하였다. 각 분석 준거별로 코딩의 내적 일치도가 0.9이상이었고 (Viera & Garrett, 2005), 일치되지 

않는 결과는 합치에 이를 때까지 재논의하였다. 이후, 두 명의 연구자가 독립적으로 모든 사례에 대한 코딩을 수정한 후에 최종적으
로 교차 검토를 진행하였다.

결과분석

자유문제제기 및 문제변형에서 분수 곱셈의미

Table 4는 한국 예비교사가 주어진 분수 곱셈식에 대해 자유문제제기를 하고 그 문제를 변형하는 과정에서 드러난 분수 곱셈의 

의미를 분석한 결과이다.

Table 4. Frequency (percent) of Korean PSTs’ interpretation and understanding of fraction multiplication in problem posing and 
reformulation (N=17).

Code
Whole number×Fraction Fraction×Fraction

Free Posing Reform Free Reform
I1 0(0) - 1(5.9) -
I2 8(47.1) - 1(5.9) -
I3 9(52.9) - 15(88.2) -
Sum 17(100) - 17(100)
U1 0(0) 3(7.0) 1(5.9) 5(11.6)
U2 0(0) 0(0) 0(0) 0(0)
U3 1(5.9) 4(9.3) 0(0) 0(0)
U4 7(41.2) 10(23.3) 14(82.4) 23(53.5)
U5 1(5.9) 7(16.3) 1(5.9) 6(14.0)
U6 8(47.1) 13(30.3) 0(0) 3(7.0)
U7 0(0) 6(14.0) 1(5.9) 6(14.0)
Sum 17(100) 43(100) 17(100) 43(100)
Note, I1: Different operations, I2: Confusing meanings of factors, I3: Correctly interpreting, U1: Improper or not multiplication, U2: 
Intersecting part, U3: Equal group, U4: Part of part, U5: Comparison, U6: Rate, U7: Area or array

한국의 예비교사는 (자연수)×(분수)의 경우 과반수 이상(52.9%)의 학생들이 승수와 피승수의 역할에 대해서 바르게 이해하고 있
었다. 그리고 주로 비율(47.1%)과 부분의 부분(41.2%) 의미로 주어진 곱셈식인 5×2/3에 대한 문장제를 제기하였다. 제기된 문제를 

변형하는 경우에도 비율이 30.3%, 부분의 부분이 23.3%로 자주 활용되었지만 다른 곱셈의 의미도 다양하게 활용되었다. 특히, 넓이
나 배열은 14%로 자유문제제기에서는 찾아볼 수 없었던 곱셈의 의미였지만 변형의 단계에서 한국의 예비교사들이 보다 자주 활용
하는 것을 알 수 있었다. 예를 들어, 예비교사 A는 5×2/3를 보고 부분의 부분 의미를 활용해서 “준기의 끈의 길이는 5 m의 2/3입니다. 

준기의 끈의 길이는 몇 m입니까?”와 같이 문제를 제기하였다. 여기에서 처음 주어진 끈의 길이인 5 m는 피승수에 해당하고 피승수



The Mathematical Education. Vol. 61, No. 1, 157-178

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 166

의 부분인 2/3는 승수에 해당하므로 주어진 분수 곱셈을 바르게 이해하여 문제상황으로 나타냈다고 볼 수 있다. 예비교사 A는 주어
진 문제를 “가로가 5 cm, 세로가 2/3 cm인 직사각형의 넓이를 구해봅시다.”로 변형하여, 제시된 수식은 변경하지 않은 채 해당 문제
를 넓이를 구하는 문제로 변형하였다.

(분수)×(분수)의 경우에 한국 예비교사의 88.2%가 피승수와 승수의 의미를 바르게 해석하였다. 곱셈의 의미는 부분의 부분을 

82.4%로 많이 활용하였고 곱셈적 비교의 의미와 넓이 및 배열의 의미도 5.9%씩 활용하였다. 문제변형 단계에서도 부분의 부분을 

53.5%로 가장 많이 활용하였고 자유문제제기와는 달리 비율을 새롭게 활용하여 문제를 만들기도 하였다(7%). 예를 들어, 예비교사 

B는 3/4×2/5에 대한 문제를 제기할 때 부분의 부분의 의미를 활용하여 “예랑이는 조각보를 만드는 데 전체 보자기의 3/4중에서 2/5

를 사용했습니다. 예랑이가 사용한 보자기는 전체의 얼마인지 알아봅시다.” 와 같이 문제를 만들었다. 조각보의 전체가 1일 때 그 

중 3/4만큼을 새로운 단위로 하여 그에 대한 2/5를 찾아내는 문제로 피승수와 승수의 의미를 정확하게 해석하여 문제를 제기하였다. 

예비교사 B는 주어진 문제를 변형할 때 분수는 그대로 활용하면서 “막대의 무게가 1 m에 3/4 kg입니다. 2/5 m의 무게는 몇 kg일까?”
와 같이 비율의 의미로 변경하였다. 단위 길이당 막대의 무게를 두 단위 사이의 비율관계로 나타내고, 특정 길이에 해당하는 막대의 

무게를 찾아내도록 하였다.

Table 5는 미국 예비교사가 주어진 분수 곱셈식에 대해 자유문제제기를 하고 그 문제를 변형하는 과정에서 드러난 분수 곱셈의 

의미를 분석한 결과이다.

Table 5. Frequency (percent) of US PSTs’ interpretation and understanding of fraction multiplication in problem posing and 
reformulation (N=24).

Code
Whole number×Fraction Fraction×Fraction

Free Posing Reform Free Reform
I1 0(0) - 5(20.8) -
I2 24(100) - 13(54.2) -
I3 0(0) - 6(25.0) -
Sum 24(100) - 24(100) -
U1 0(0) 0(0) 5(20.8) 5(7.7)
U2 0(0) 0(0) 0(0) 0(0)
U3 7(29.2) 7(10.8) 0(0) 1(1.5)
U4 0(0) 0(0) 19(79.2) 44(67.7)
U5 3(12.5) 10(15.4) 0(0) 1(1.5)
U6 14(58.3) 48(73.8) 0(0) 4(6.1)
U7 0(0) 0(0) 0(0) 1(1.5)
Sum 24(100) 65(100) 24(100) 56(100)
Note, I1: Different operations, I2: Confusing meanings of factors, I3: Correctly interpreting, U1: Improper or not multiplication, U2: 
Intersecting part, U3: Equal group, U4: Part of part, U5: Comparison, U6: Rate, U7: Area or array

구체적으로 살펴보면, 미국의 예비교사들은 먼저 (자연수)×(분수)의 경우 주어진 식으로부터 문제를 제기할 때 피승수와 승수
의 순서를 바꾸어서 생각하는 경향이 있었다. 또한, 곱셈의 의미의 경우 문제제기에서는 비율을 활용하는 경우가 58.3%로 가장 많
이 나타났고 동수누가는 29.2%, 그리고 곱셈적 비교가 12.5% 순으로 나타났다. 문제변형에서도 비율이 73.8%로 가장 많이 나타났
고 곱셈적 비교가 15.4%, 동수누가는 10.8% 순으로, 비율과 곱셈적 비교의 의미로 제시한 경우가 조금 늘어났다. 그러나 비율의 경
우, 모두 승수가 자연수인 비율 상황으로 동수누가와 같은 상황이었다. 예를 들어, 예비교사 C는 식 5×2/34를 보고 “바나나 한 송이
의 무게는 2/3파운드입니다. Jessica가 5송이를 산다면 바나나의 총 무게는 얼마입니까?”와 같이 바나나 개수와 무게에 대한 비율 상
황으로 문제를 만들었다. 그러나 주어진 수식이 가지는 5×2/3의 문제상황을 만드는 것이 아니라 2/3×5(2/3씩 5묶음 또는 2/3의 5

배)의 상황으로 바꾸어서 문제를 제기하였다. 이처럼 자연수 부분을 묶음의 수 즉, 승수로 간주하는 경향은 이어지는 문제변형에서
도 마찬가지로 드러난다. 예비교사 C는 문제의 상황을 바나나에서 풍선으로 변경하여 “풍선 한 묶음이 2/3 파운드입니다. 5 묶음을 

샀다면, 풍선의 무게는 얼마입니까?”와 같이 처음 제기한 문제와 같은 비율의 의미를 이용하여 문제를 변형하였다.

4	 실제로 미국 예비교사들에게 제시된 문제는 2/3×5이지만 독자들의 이해를 돕기 위해 본문에서는 한국 제시 방법에 따라 5×2/3로 수정하여 기술하였다. 이는 
이후 제시된 곱셈식 모두에 해당된다.



여승현 · 이지영 / 문제제기 및 해결을 통한 한국과 미국 예비교사의 분수 곱셈 이해 탐색

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 167

Table 6. Frequency(percent) of Korean PSTs’ interpretation and understanding of fraction multiplication in problem solving 
(N=17).
Code Whole number×Fraction Fraction×Fraction
I1 1(5.9) 1(5.9)
I2 8(47.1) 0(0)
I3 8(47.1) 16(94.1)
Sum 17(100) 17(100)
U1 0(0) 1(5.9)
U2 0(0) 2(11.8)
U3 5(29.4) 0(0)
U4 8(47.1) 12(70.6)
U5 0(0) 1(5.9)
U6 4(23.5) 0(0)
U7 0(0) 1(5.9)
Sum 17(100) 17(100)
Note, I1: Different operations, I2: Confusing meanings of factors, I3: Correctly interpreting, U1: Improper or not multiplication, U2: 
Intersecting part, U3: Equal group, U4: Part of part, U5: Comparison, U6: Rate, U7: Area or array.

미국의 예비교사들은 (분수)×(분수)에 대한 문제를 제기하고 해결하는 과정에서는 (자연수)×(분수)에 비해 보다 정확하게 피승
수와 승수의 관계를 이해하고, 또한 더 다양한 곱셈의 의미로 문제를 제시하였다. 3/4×2/5에 대한 문제를 만들 때 여전히 절반 이상
인 54.2%의 예비교사들은 피승수와 승수를 바르게 구분하는 데 어려움을 보였지만, 25%의 예비교사는 3/4의 2/5에 해당하는 부분
이나 3/4의 2/5배와 같이 바른 의미로 문제를 제기하였다. 곱셈의 의미와 관련하여 자유문제제기에서는 79.2%의 예비교사들이 부분
의 부분으로 나타냈고, 변형을 하는 과정에서도 부분의 부분을 67.7%로 가장 많이 제시하였다. 또한, 비율(6.1%), 넓이(1.5%) 등 다
른 의미들도 추가적으로 활용하였다. 예를 들어, 예비교사 D는 “아이스크림 가게에서 라지 사이즈의 초코 밀크쉐이크를 만드는데 

3/4컵의 우유를 사용하고 미디움 사이즈는 라지 사이즈에 사용되는 우유의 2/5가 사용된다. 미디움 사이즈의 초코 밀크쉐이크를 만
드는 데 사용된 우유의 양은 얼마인가?”와 같이 문제를 만들었다. 이는 피승수인 3/4컵의 우유를 기준량으로 생각하고 부분이 되는 

2/5만큼의 양을 구하는 부분의 부분 의미이다. 해당 문제를 변형할 때도, “Hannah에게 피자의 3/4이 남았을 때, Chloe는 남은 피자의 

2/5를 먹었습니다. 남은 피자의 양은 얼마입니까?”와 같이 맥락을 바꾸었지만 기존 문제와 마찬가지로 승수와 피승수의 의미를 원
래 식(2/5×3/4)에 맞게 변형하고 이를 이용하여 3/4-(2/5×3/4) 상황으로 확장하였다.

그러나 이러한 분수 곱셈의 의미 해석은 자연수를 피승수로 하는 경우와는 달랐다. 예비교사 D는 “Sarah가 올해의 제빵 행사를 위
해서 쿠키를 만들고 있습니다. 충분한 양을 만들어 팔기 위해서 조리법의 5배의 재료들이 필요하다고 합니다. 원래 조리법에서는 

2/3컵의 우유가 필요하다고 할 때, Sarah가 사용할 우유는 모두 얼마입니까?”와 같이 비록 자연수 5를 먼저 제시하였지만 이를 배의 

의미로 활용하여 자연수를 피승수가 아닌 승수로 제시하였다. (자연수)×(분수)에 비해 (분수)×(분수) 상황이 더욱 복잡한 양적 구
조를 가지고 있음에도 (분수)×(분수)에서 피승수와 승수를 더 잘 구분하였다는 것은 예비교사들이 곱셈식의 제시 순서에 상관없
이 자연수를 승수로 받아들이는 경향을 가지고 있음을 짐작할 수 있다.

요약하면, 한국과 미국의 예비교사는 특히 (자연수)×(분수)에 대한 상황을 문장제로 제시하는 데 큰 차이가 있음을 알 수 있었다. 

한국은 절반 정도의 예비교사들이 문제를 만들 때 해당하는 승수와 피승수의 역할을 바르게 이해하였지만 미국의 경우에는 모든 

예비교사들이 자연수 부분을 승수로 잘못 생각하고 문제를 만들었다. 분수 곱셈의 의미에 대해서도 공통적으로 비율의 의미를 가
장 많이 활용하였지만 미국의 경우에 동수누가로 해석하는 경우가 상대적으로 많이 나타나고, 한국의 경우에는 부분의 부분을 활
용하는 경우가 두드러지게 나타났다.

문제해결에서 나타난 예비교사의 분수 곱셈에 대한 이해

시각적 모델에 나타난 분수 곱셈의 의미

Table 6은 한국 예비교사가 제시한 시각적 모델에서 찾을 수 있는 수식의 형태와 분수 곱셈의 의미를 분석한 결과이다.
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한국 예비교사들은 (자연수)×(분수)와 (분수)×(분수)를 시각적 모델을 이용하여 해결하는 문항에서 문제제기와 유사하게 표현
하였다. 즉, (자연수)×(분수)에서는 문제제기와 유사하게 47.1%의 예비교사들이 승수가 자연수인 상황으로 모델을 제시하였다. 분
수끼리의 곱셈에서는 대부분의 학생들(94.1%)이 모델에 피승수와 승수를 바르게 표현하였다.

시각적 모델에서 나타난 분수의 의미는 (자연수)×(분수)에서는 부분의 부분 47.1%, 동수누가 29.4%, 비율 23.5%로 제시되었다. 

특히 (자연수)×(분수)를 (분수)×(자연수)로 표현한 8명의 예비교사들은 모두 Figure 4의 (a)와 같이 동수누가(5회)나 Figure 4의 (b)

와 같이 두 종류의 양을 동시에 표현함으로써 승수가 자연수인 비율의 의미(3회)로 제시하였다. 반면에 (자연수)×(분수) 상황으로 

알맞게 나타낸 또다른 8명의 예비교사들은 Figure 4의 (c)와 같이 부분의 부분(7회)이나 승수가 분수인 비율의 의미(1회)로 제시하였
다. (분수)×(분수)에서는 70.6% 예비교사들이 부분의 부분 의미로 시각적 모델을 제시하였다. 그 이외에 Figure 4의 (d)와 같이 교차 

부분(11.8%)이나 곱셈적 비교(5.9%), 직사각형 넓이(5.9%) 의미가 제시되었다.

Table 7은 미국 예비교사가 제시한 시각적 모델에서 찾을 수 있는 수식의 형태와 분수 곱셈의 의미를 분석한 결과이다.

Figure 4. The meanings of multiplication revealed in the visual representations presented by Korean PSTs.

Table 7. Frequency (percent) of US PSTs’ interpretation and understanding of fraction multiplication in problem solving (N=24).
Code Whole number×Fraction Fraction×Fraction
I1 0(0) 2(8.3)
I2 24(100) 11(45.8)
I3 0(0) 11(45.8)
Sum 24(100) 24(100)
U1 0(0) 5(20.8)
U2 0(0) 12(50.0)
U3 24(100) 0(0)
U4 0(0) 7(29.2)
U5 0(0) 0(0)
U6 0(0) 0(0)
U7 0(0) 0(0)
Sum 24(100) 24(100)
Note, I1: Different operations, I2: Confusing meanings of factors, I3: Correctly interpreting, U1: Improper or not multiplication, U2: 
Intersecting part, U3: Equal group, U4: Part of part, U5: Comparison, U6: Rate, U7: Area or array.



여승현 · 이지영 / 문제제기 및 해결을 통한 한국과 미국 예비교사의 분수 곱셈 이해 탐색

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 169

미국은 (자연수)×(분수)에서 100%의 예비교사들이 문제제기와 동일하게 동수누가의 의미인 (분수)×(자연수)로 시각적 모델을 

제시하였다. (분수)×(분수)에서는 피승수와 승수의 위치를 바르게 제시한 경우와 서로 바꾸어서 제시한 경우가 각각 45.8%로 나타
났다. 특징적인 것은 (분수)×(분수)에서는 50%의 예비교사들이 Figure 5와 같이 시각적 모델을 교차 부분의 의미로 나타냈다는 것
이다. 이에 해당하는 예비교사들은 대부분 (a)와 같이 직사각형 넓이 모델을 이용하여 분수의 곱셈을 두 분수량이 교차하는 부분으
로 표현하였지만, (b)와 같이 원을 이용하여 전체 원 5개의 2/5를 분홍색으로 색칠하고 다시 전체 원 5개의 각각의 3/4씩 다른 색으로 

칠하여 겹치는 부분으로 표현하기도 하였다. 이는 두 분수의 기본 단위가 원 5개로 서로 같다는 점에서 부분의 부분 의미를 표현하
는 것과는 구분할 필요가 있다. 그 이외에 부분의 부분 29.2%, 분수 곱셈에 적합하지 않은 상황도 20.8% 제시되었다.

Figure 5. Representative examples for U2.

요약하면, 예비교사들이 시각적 모델에 피승수와 승수를 표현한 것을 분석한 결과, 문제제기와 비슷한 경향을 보임을 알 수 있다. 

즉, 미국 예비교사들은 한국 예비교사들에 비해 피승수와 승수의 위치를 혼동하는 경우가 많았으며, 두 나라의 예비교사들은 분수
끼리의 곱셈보다 (자연수)×(분수)에서 피승수와 승수의 위치를 혼동하여 자연수를 피승수로 보는 경향이 강했다. 분수 곱셈의 의
미와 관련하여서는 한국 예비교사들은 두 가지 곱셈 상황에서 모두 부분의 부분 의미로 시각적 모델을 표현한 반면에 미국 예비교
사들은 (자연수)×(분수)에서는 동수누가, (분수)×(분수)에서는 교차 부분의 의미로 가장 많이 제시하였다. 특히 미국 예비교사들
은 문제제기에서는 교차 부분의 의미를 활용한 경우가 없었으나 문제해결에서는 이를 많이 활용하는 모습을 보였다.

시각적 모델의 유형

Table 8은 한국 예비교사가 제시한 시각적 모델을 유형별로 분석한 결과이다.

Table 8.  Frequency (percent) of Korean PSTs’ models of fraction multiplication in problem solving (N=17).

Code
Whole number×Fraction Fraction×Fraction

D or C M Sum D or C M Sum
M1 0(0) - 0(0) 0(0) - 0(0)

M2
a 7(41.2) 0(0) 13(76.5) 3(17.6) 0(0) 5(29.4)
b 6(35.3) 0(0) 2(11.8) 0(0)

M3
a 0(0) 2(11.8) 4(23.5) 1(5.9) 0(0) 12(70.6)
b 2(11.8) 0(0) 11(64.7) 0(0)

M4 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0) 0(0)
Sum 15(88.2) 2(11.8) 17(100) 17(100) 0(0) 17(100)
Note, D: Discrete model, C: Contiuous model, M: Mixe.d model, M1: Set model, M2: Length model (a: Tape, b: Number line), M3: Area 
model (a: Circle, b: Rectangle), M4: Others.

한국 예비교사는 (자연수)×(분수)와 (분수)×(분수) 모두 연속적으로 모델을 제시한 경우가 더 많았다. 이러한 경우는 (자연수)×
(분수)에서는 88.2%, (분수)×(분수)에서는 100%로 압도적이었다. 모델의 종류에서는 두 곱셈 상황에서 차이가 나타났는데, (자연
수)×(분수)에서는 Figure 4의 (a), (b)와 같은 길이 모델이 76.5%, (분수)×(분수)에서는 Figure 4의 (d)와 같은 넓이 모델이 70.6%로 가
장 많이 사용되었다. 주목할만한 점은 (자연수)×(분수)에서 시각적 모델을 동수누가나 승수가 자연수인 비율 상황으로 표현한 경
우에도 대부분 길이 모델로 연속적으로 제시하였다는 점이다. 또한 (자연수)×(분수)에서 혼합 모델이 11.8% 사용된 것 외에 이산적
인 집합 모델은 제시되지 않았다.
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Table 9는 미국 예비교사가 제시한 시각적 모델을 유형별로 분석한 결과이다.

미국 예비교사들은 (자연수)×(분수)에서는 Figure 6의 (a)와 같은 혼합 모델(87.5%)을, (분수)×(분수)에서는 Figure 6의 (b)와 같은 

연속적인 모델(83.3%)을 가장 많이 사용하였다. 두 가지 곱셈 상황에서 모두 넓이 모델을 가장 많이 사용하였는데 (자연수)×(분수)

에서 70.8%, (분수)×(분수)에서 75.0%의 예비교사가 넓이 모델을 사용하였다.

Table 9. Frequency (percent) of US PSTs’ models of fraction multiplication in problem solving (N=24).

Code
Whole number×Fraction Fraction×Fraction

D or C M Sum D or C M Sum
M1 1(4.2) - 1(4.2) 2(8.3) - 2(8.3)

M2
a 0(0) 5(20.8) 5(20.8) 2(8.3) 2(8.3) 4(16.7)
b 0(0) 0(0) 0(0) 0(0)

M3
a 1(4.2) 6(25.0) 17(70.8) 3(12.5) 2(8.3) 18(75.0)
b 1(4.2) 9(37.5) 13(54.2) 0(0)

M4 0(0) 1(4.2) 1(4.2) 0(0) - 0(0)
Sum 3(12.5) 21(87.5) 24(100) 20(83.3) 4(16.7) 24(100)
Note, D: Discrete model, C: Contiuous model, M: Mixed model, M1: Set model, M2: Length model (a: Tape, b: Number line), M3: Area 
model (a: Circle, b: Rectangle), M4: Others

Figure 6. Model types most used by US PSTs.

요약하면, 한국 예비교사들은 두 가지 상황 모두에서 연속적인 모델을 가장 많이 사용하였지만 (자연수)×(분수)에서는 길이 모
델을, (분수)×(분수)에서는 넓이 모델을 많이 사용하였다. 반면에 미국 예비교사들은 두 가지 상황 모두에서 넓이 모델을 가장 많이 

사용하였지만, (자연수)×(분수)에서는 혼합 모델을 (분수)×(분수)에서는 연속 모델을 많이 사용하였다.

시각적 모델의 사용 목적

Table 10과 Table 11은 각각 한국과 미국 예비교사가 모델을 사용한 목적을 정리한 것이다. 모델의 사용 목적과 관련하여서는 각 

나라 예비교사들이 구분되는 특징을 보이기 보다는 공통점을 보였다. 두 나라의 예비교사들은 모두 모델을 통해 상황이나 결과만
을 나타내는 것을 넘어서서 분수 곱셈의 계산 과정까지 설명하고자 하였다. 구체적으로 한국은 (자연수)×(분수)에서 82.4%, (분수)

×(분수)에서 70.6%의 예비교사들이, 미국은 각각 70.8%와 75.0%의 예비교사들이 이러한 특징을 보였다.

Table 10. Frequency (percent) of Korean PSTs’ purposes of using models of fraction multiplication in problem solving (N=17).
Code Whole number×Fraction Fraction×Fraction
R1 0(0) 1(5.9)
R2 2(11.8) 3(17.6)
R3 1(5.9) 1(5.9)
R4 14(82.4) 12(70.6)
Sum 17(100) 17(100)
Note, R1: Improper or not multiplication, R2: Situation, R3: Result, R4: Process of multiplication
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예비교사들이 시각적 모델을 어떤 목적으로 사용하였는지를 (분수)×(분수)를 중심으로 살펴보면 분수 곱셈에 적합하지 않은 모
델을 제시한 R1의 대표적인 사례는 Figure 7과 같다. 한국은 5.9%, 미국은 20.8%의 예비교사들이 이와 같은 모델을 제시하였다. R1

에 해당하는 예비교사들은 공통적으로 분수 2/5와 3/4, 3/10을 각각 그림으로 표현하는 데에만 집중하였다. 피승수 2/5와 승수 3/4의 

각각의 단위가 되는 양을 서로 같거나 관련없는 양으로 표현한 것으로 보아 이들은 피승수와 승수의 의미나 역할을 바르게 이해하
지 못하고 있음을 짐작할 수 있다. 특히 Figure 7의 (b)와 같은 경우는 마치 교차 부분의 의미처럼 2/5와 3/4의 기준 단위를 동일한 양
(전체 수직선)으로 보고 표현하였지만 곱셈의 결과를 서로 겹치는 부분으로 생각한 것이 아니라 각각의 양을 모두 취함으로써 분수 

덧셈처럼 표현하였다. 분수 곱셈의 의미에 따라 다르지만, 초등학교에서 많이 사용하는 동수누가, 부분의 부분, 곱셈적 비교, 비율 

등의 의미에서는 승수는 피승수에 가해지는 연산자로서의 역할을 한다. 즉 승수의 기준 단위는 피승수가 된다. 하지만 R1에 해당하
는 예비교사들은 피승수와 승수의 이러한 관계를 표현하지 못하였다. 즉 이들은 그림을 통해 문제를 해결한 것이 아니라 수치적 계
산을 통해 그 값을 도출하였다는 것을 알 수 있다.

Table 11. Frequency (percent) of US PSTs’ purposes of using models of fraction multiplication in problem solving (N=24).
Code Whole number×Fraction Fraction×Fraction
R1 1(4.2) 5(20.8)
R2 5(20.8) 1(4.2)
R3 1(4.2) 0(0)
R4 17(70.8) 18(75.0)
Sum 24(100) 24(100)
Note, R1: Improper or not multiplication, R2: Situation, R3: Result, R4: Process of multiplication

Figure 7. Representative examples for R1.
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이 경우에는 Figure 7의 (d)와 다르게 피승수를 전체의 3/4으로, 승수를 3/4의 2/5만큼으로 표현하고, 곱셈의 결과인 3/10을 나타냈
다. 하지만 곱셈의 결과인 3/10이 어떠한 과정을 거쳐 도출되는지는 시각적 모델에 구체적으로 제시되어 있지 않다.

종합하면, R1, R2, R3에 해당하는 예비교사들는 곱셈의 계산 결과인 3/10(또는 6/20)을 시각적 모델을 이용하여 구한 것이라기 보
다는 수치적인 계산을 통해 값을 구한 후에 이를 시각적 모델에 표현한 것임을 알 수 있다.

이에 비해 R4에 해당하는 예비교사들은 시각적 모델을 이용하여 분수 곱셈의 상황, 결과, 그리고 결과를 도출하는 과정을 모두 표
현하였다. 주목할만한 것은 한국은 70.6%, 미국은 75.0%로 대부분의 학생들이 이러한 목적으로 모델을 사용하였다는 것이다. 이에 

해당하는 대표적인 사례를 먼저 길이 모델과 관련하여 살펴보면 Figure 10과 같다.

Figure 9. Representative examples for R3.

R1과 다르게 R2에 해당하는 예비교사들은 피승수는 전체를 기준 단위로, 승수는 피승수만큼을 기준 단위로 잘 나타내었다. 즉 승
수가 피승수에만 작용하는 연산자임을 그림으로 표현하였지만 그 양을 다시 전체를 기준 단위로 해석하는 과정을 모델에 표현하지 

못하였다. 특히 Figure 8의 (a)와 같은 경우는 3/4의 2/5를 나타내기 위해 1/4이 3인 양을 한꺼번에 5등분하였지만 시각적 모델을 이용
하여 문제를 해결하기 위해서는 각각의 1/4를 5등분하는 분할 과정이 필요하다. Figure 8의 (c)와 같이 직사각형 넓이 모델을 이용하
면 이러한 한계를 극복할 수 있지만 부분의 부분이 전체의 6/20임을 보여주기 위해서는 여전히 남은 1/4까지 5등분하여 나타낼 필요

분수 곱셈 결과를 표현한 경우인 R3의 대표적인 사례는 Figure 9와 같다. 한국에서만 1명(5.9%)의 예비교사가 이와 같은 모델을 

제시하였다.

Figure 10. Representative examples for M2 and R4.

분수 곱셈 상황만 표현한 경우인 R2의 대표적인 사례는 Figure 8과 같다. 한국은 17.6%, 미국은 4.2%의 예비교사들이 이와 같은 모
델을 제시하였다.

Figure 8. Representative examples for R2.
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두 경우에 해당하는 예비교사들은 모두 분수 곱셈에서 피승수 3/4을 1/4이 3인 수로 보고 각각의 1/4을 5등분하였다. 두 예비교사
는 이후에 승수인 2/5만큼 취하는 방법이 서로 달랐다. (a)에 해당하는 예비교사는 각각의 1/4를 5등분하면 1/20이 15인 수가 되므로 

15개를 5등분한 것 중에 2만큼을 취해서 6/20을 구하였다. (b)에 해당하는 예비교사는 3/4의 각각의 1/4에 2/5를 색칠한 다음 그 양들
을 모아 6/20을 구하였다. 특히 이 예비교사는 “문제에서 피승수는 3/4, 승수는 2/5이다. 이때 승수는 피승수를 승수의 분모만큼 줄이
고(×1/5), 분자만큼 늘리는(×2) 연산자 역할을 한다. 처음 그림에서 두 번째 그림으로 넘어갈 때 네 개로 나누어진 칸 각각을 다섯 

칸씩 다시 나눈다(×1/5, 재귀분할). 세 번째 그림에서는 곱하여진 분자(×2)를 표현하였다(분배분할). 노랗게 색칠된 칸을 모으면 

3/10(이다)”라고 기술함으로써 그림을 통해 분수 곱셈 과정을 상세하게 설명하였다. 이러한 방법은 승수가 피승수에 작용하는 연산
자 역할을 한다는 것을 잘 나타낼 뿐만 아니라 분수 곱셈 결과를 구하는 과정에 사용하는 여러 조작 활동을 알고리즘과 연결하여 설
명할 수 있다는 점에서 중요하다.

R4에 해당하는 예비교사들은 길이 모델보다는 넓이 모델을 더 많이 사용하였다. 이러한 경우의 대표적인 사례를 직사각형 넓이 

모델과 관련하여 살펴보면 Figure 11과 같다. 이 경우는 크게 4가지로 구분되는데 (a)에 해당하는 예비교사는 전체 직사각형을 4등분
하여 피승수인 3/4만큼 색칠한 후에 승수인 2/5를 표현하기 위해 다시 전체 직사각형을 다른 방향으로 5등분하였다. 그리고 색칠된 

3/4의 2/5만큼을 다른 색으로 색칠하였다. 이에 비해 (b)에 해당하는 예비교사는 전체 직사각형을 4등분하여 전체의 3/4을 표현한 후
에 승수인 2/5를 표현하기 위해 색칠된 3/4만 먼저 다른 방향으로 5등분하고 그 중에서 2만큼을 다른 색으로 칠하여 3/4의 2/5가 의미
하는 양을 표현하였다. 그 이후에 해당 양이 전체의 얼마인지 알아보기 위해서 남은 1/4도 5등분을 하여(점선으로 표시) 전체가 20등
분된 양 중에서 6만큼에 해당한다는 것을 표현하였다. 특히 이 예비교사는 “먼저 단위량으로 하는 정사각형을 기준으로 3/4을 표시
했다(파란색 네모). 그리고 파란색 네모의 2/5를 노란색 네모로 표현했다. 그 다음으로 노란색 네모가 전체 정사각형의 얼마인지를 

확인하기 위해 점선으로 나머지도 똑같이 나누어 주었다(초록색 점선). 그래서 전체 20등분 중 6개의 조각에 해당한다고 표시하였
고, 이를 약분해 3/10으로 나타내었다.”라고 해당 과정을 구체적으로 기술하였다. (a)에 비해 (b)는 부분의 부분 의미의 분수 곱셈에
서 승수 2/5가 전체 직사각형이 아닌 피승수인 3/4에 가해지는 연산자라는 것을 더욱 명확하게 보여준다. (a)와 같은 방법은 승수인 

2/5를 표현하기 위해 전체 직사각형을 한꺼번에 5등분함으로써 부분의 부분 의미에서 승수의 기준 단위가 피승수라는 중요한 아이
디어를 간과하게 할 우려가 있다. 한편 부분의 부분 의미가 아닌 다른 곱셈의 의미로 직사각형 모델을 사용한 경우도 있었다. (c)는 

교차 부분의 의미로 3/4과 2/5가 서로 겹쳐서 생겨난 양을 분수 곱셈으로 표현하였고 (d)는 가로가 3/4이고 세로가 2/5인 직사각형의 

넓이를 구하는 방법으로 제시하였다.

Figure 11. Representative examples for M3 and R4.
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R4의 목적으로 직사각형 넓이 모델을 제시한 경우에 한국에서는 방법 (a)가 6회로 가장 많이 나타났고, (b)와 (d)는 각 1회, (c)는 2

회 나타났다. 미국에서는 방법 (c)가 11회로 가장 많이 제시되었고 (a) 방법이 1회 제시되었다. 이 방법들은 모두 분수 곱셈의 상황, 

결과뿐만 아니라 곱셈의 과정을 잘 설명할 수 있을뿐만 아니라 다른 분수 곱셈 상황에서도 모두 적용 가능한 것으로 분수 곱셈의 알
고리즘을 설명하기에 유용하다. 하지만 초등학교 수준에서 분수 곱셈이 의미하는 것이 무엇인지, 그 의미에 따라 피승수와 승수의 

역할은 무엇인지 등을 설명하기에 더욱 적합한 모델은 무엇일지 고려해볼 필요가 있다.

논의 및 결론

본 연구는 초등예비교사들의 문제제기와 문제해결에 대한 분석을 통해 예비교사들이 분수 곱셈을 어떻게 이해하고 있는지를 구
체적으로 탐색하였다. 본 장에서는 연구 결과에서 두드러지게 나타난 예비교사들의 분수 곱셈에 대한 이해의 특징과 한계점을 논
의하면서 초등교사교육에 대한 시사점을 제공하고자 한다.

첫째, 초등예비교사들에게 자신이 제시한 문장제와 시각적 모델에서 무엇이 피승수이고 무엇이 승수인지를 구분해보게 하고 각
각에서 분수 곱셈이 의미하는 바가 무엇인지를 탐색할 기회를 충분히 제공해야 한다. 본 연구에서 예비교사들은 (분수)×(분수)에 

비해 (자연수)×(분수) 형태에서 피승수와 승수의 위치를 바꾸어서 문장제를 제기하고 문제를 해결하는 경향이 강했다(Tables 4, 5, 

6, and 7 참고). 특히 미국의 경우 5의 2/3를 의미하는 수식의 형태가 2/3×5이기 때문에 100%의 예비교사가 2/3씩 5번에 해당하는 상
황으로 문장제와 시각적 모델을 제시하였다. 하지만 한국의 경우에는 5의 2/3를 의미하는 수식의 형태가 5×2/3로 제시되었음에도 

불구하고 (자연수)×(분수)에서 47.1%의 예비교사가 피승수와 승수를 바꾸어서 제시하였다. 물론 곱셈에서는 교환법칙이 성립되
기 때문에 피승수와 승수의 순서를 바꾸어도 계산 결과에 영향을 미치지 않는다. 하지만 분수 곱셈의 의미를 개념적으로 이해하기 

위해 맥락을 중심으로 접근할 때에는 특정 맥락에서 피승수와 승수가 비대칭적인 특징을 가지고 있기 때문에(Chong, 2013), 각각의 

수를 무엇으로 보는가에 따라 상황 자체가 달라질 수 있다. 또한 (분수)×(분수)에서 일부 예비교사들은 Figure 7과 같이 하나의 단위
를 기준으로 2/5와 3/4을 표현함으로써 분수 곱셈 상황 자체를 표현하는 것에도 어려움을 보였다. 따라서 예비교사들은 2/3×5와 5

×2/3 또는 3/4×2/5와 2/5×3/4을 각각 문장제로 만들고 시각적 모델로 직접 표현해봄으로써 피승수와 승수의 위치가 바뀜으로 인
해 각각의 상황이 어떻게 달라지는지를 문장제와 시각적 모델을 통해 심도있게 탐색할 필요가 있다.

둘째, 초등예비교사들은 분수 곱셈의 의미와 관련하여 문제제기와 문제해결에서 부분의 부분, 곱셈적 비교, 비율 등의 의미를 충
분히 활용할 수 있어야 하고, 교차 부분이나 넓이의 의미와 관련하여서는 보다 신중하게 접근할 필요가 있음을 인식해야 한다. 전자
와 후자의 가장 큰 차이점은 피승수와 승수가 어떤 단위를 기준으로 구성되는지이다. 부분의 부분, 곱셈적 비교, 비율의 의미에서는 

피승수와 승수의 기준 단위가 서로 다르고 승수의 기준 단위는 피승수가 된다. 따라서 이 의미들로 분수 곱셈을 제시하면 피승수와 

승수가 어떠한 역할을 하고, 분수 곱셈이 무엇을 의미하는지를 일관적으로 보여줄 수 있다는 장점이 있다. 하지만 교차 부분이나 넓
이는 피승수와 승수가 서로 동일한 기준 단위를 가지고 구성되기 때문에 이들을 모두 한꺼번에 경험하게 하면 분수 곱셈에 대한 혼
란을 유발하고 이로 인해 개념적인 접근보다는 절차적인 접근에 초점을 맞추게 될 수도 있다.

특히 교차 부분의 의미는 여러 연구에서 초등학교 수학에서 다루는 데 한계가 있음을 지적하였음에도, 이를 분수 곱셈의 의미로 

따로 구분하여 구체적으로 탐색한 연구는 드물다(e.g., Lee & Pang, 2019; Lee & Shin, 2011; Yim, 2012). 선행연구에서는 교차 부분 의
미를 대부분 시각적 모델에 표현하는 하나의 방법으로 다루거나 다른 의미와 구분하지 않고 포괄적으로 다루었다. 본 연구는 이와 

다르게 교차 부분 의미를 분수 곱셈의 의미로 따로 구분하여 제시하였다. 부분의 부분의 의미에서는 피승수와 승수의 기준 단위가 

서로 다르고, 넓이 의미에서는 각각의 분수가 길이지만, 교차 부분 의미에서는 피승수와 승수의 기준 단위가 서로 같고 각각이 하나
의 넓이나 부분이라는 점에서 교차 부분의 의미는 다른 의미들과 구분될 필요가 있다. 따라서 예비교사는 분수 곱셈 의미 사이의 중
요한 차이를 인식하고 이를 통해 어떤 분수 곱셈 의미가 초등학생들로 하여금 일관성을 유지하면서 분수 곱셈에 개념적으로 접근 

가능하도록 돕는지를 판단해볼 필요가 있다. 특히 교차 부분 의미의 경우 서로 겹치는 부분이 왜 분수의 곱셈을 의미하는지 초등학
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교 수준에서 이해하기 어렵고(Yim, 2012), Figure 7의 (b)와 같이 분수 곱셈을 덧셈으로 잘못 생각하게 할 수도 있으므로 이러한 사용
을 재고할 필요가 있다.

셋째, 어느 한 가지 모델만 가지고 해당 상황을 설명하기 보다는 여러 예비교사가 제시한 다양한 모델에서 어떠한 공통점과 차이
점 또는 한계점 등이 있는지를 탐색하도록 하여 분수 곱셈에 대한 이해를 더욱 신장하도록 도울 필요가 있다. 본 연구에서 (자연수)

×(분수)의 경우에 한국 예비교사들은 대부분(76.5%) 연속적인 길이 모델을 사용하였고 (분수)×(분수)에서는 70.6%가 연속적인 넓
이 모델을 사용하였다(Table 8 참고). 이는 각각의 분수 상황에서 2015 개정 수학과 교육과정에 의한 교과서에서 제시하고 있는 방
법과 동일하다(Ministry of Education, 2019). 반면에 미국 예비교사들은 두 가지 상황 모두에서 넓이 모델을 가장 많이 사용하였지만, 

(자연수)×(분수)에서는 62.5%가 넓이와 집합 모델이 혼합된 혼합 모델을, (분수)×(분수)에서는 66.7%가 연속적인 넓이 모델을 많
이 사용하였다(Table 9 참고). 그러나 학교 현장에서 예비교사들은 한가지 곱셈 문제에 대해서도 학생들의 다양한 표현을 접하고 이
에 적절하게 반응할 수 있어야 한다(Lee & Pang, 2019). 이에 예비교사들은 주어진 분수 곱셈 상황을 집합, 길이, 넓이 모델 등으로 다
양하게 나타내봄으로써 여러 종류의 모델 사이에 드러나는 특징에 대해 탐색해볼 수 있고 넓이 모델에 비해 길이 모델로 표현했을 

때 어떠한 점에 주의해야 하는지 등을 논의해볼 수 있다. 예를 들어 Figure 8의 (a)와 같이 길이 모델에서는 피승수와 승수를 시각적
으로 한눈에 인식할 수 있다는 장점이 있지만, 3/4을 한꺼번에 5등분하였을 때 각각에 해당하는 양이 얼마인지 알기 어렵다는 한계
가 있다. 이에 반해, (c)와 같이 넓이 모델을 활용하면 여러 방향으로 분할하여 나타낼 수 있기 때문에 3/4에서 각각의 1/4를 동시에 5

등분하여 나타낼 수 있다는 장점이 있다. 또한 Figure 8의 (b)와 (c)의 길이 모델과 넓이 모델을 통해 분수 곱셈에서 남은 부분도 다시 

분할하는 아이디어가 중요함을 파악할 수 있다(Lee & Shin, 2011).

넷째, 초등예비교사들은 시각적 모델을 상황이나 결과만을 나타내는 목적으로 사용하는 것에서 더 나아가 시각적 모델을 이용하
여 연산의 과정을 표현하고 설명함으로써 이를 알고리즘과 연결할 수 있어야 한다. 교사는 자신의 학생들로 하여금 분수 곱셈을 개
념적으로 이해하도록 돕기 위해서 다양한 교수학적 도구(문장제, 시각적 모델, 실제 맥락 등)를 활용하여 분수 곱셈을 설명할 수 있
어야 한다(Izsák, 2008). 분수 곱셈을 Figure 7과 같이 표현하면 오히려 시각적 모델을 통해 학생들에게 여러 오개념을 심어줄 수 있다. 

또한 Figure 8, Figure 9와 같은 그림은 분수 곱셈의 상황이나 결과를 표현할 수는 있지만 그러한 결과가 나오기까지를 그림을 이용하
여 설명하는 데 많은 한계를 가지고 있다. 이러한 경우는 교사가 학생들의 개념적 이해를 돕기 위해 시각적 모델을 사용하는 것이라
고 보기는 어렵다. 표면적으로 다양한 방법을 통해 분수 곱셈을 표현하였지만 결국 분수 곱셈 공식을 적용하여 절차적으로 계산하
는 것에서 더 나아갈 수가 없다. 하지만 Figure 10이나 Figure 11과 같은 경우는 시각적 모델을 통해 계산 과정을 설명할 수 있으며 분
모끼리 곱하고 분자끼리 곱하는 분수 곱셈의 알고리즘과도 충분히 연결할 수 있다. 따라서 예비교사들에게 본인들이 제시한 여러 

시각적 표현 중에서 어떤 방법이 해당 문제를 해결하는 데 유용할뿐 아니라 다른 분수 곱셈에서도 바로 적용할 수 있는지, 그로 인
해 그림을 이용하여 분수 곱셈 알고리즘을 어떻게 설명할 수 있는지를 탐색해볼 기회를 충분히 제공해야 한다. 특히 한국 예비교사
는 (분수)×(분수)를 Figure 11의 (a)와 같이(6회), 미국 예비교사는 (c)와 같이(11회) 제시한 경우가 많았는데, 이러한 표현을 통해 분
수 곱셈 알고리즘을 도출해낼 수 있다고 하더라도 Figure 11의 (a)와 (b)를 비교해봄으로써 분수 곱셈의 의미를 충분히 표현하고 있
는 것은 무엇인지, Figure 11의 (c)와 같은 표현이 초등학교 학생들 수준에서 유의미한지 등에 대해서도 고찰해볼 필요가 있다.

다섯째, 문제제기와 문제해결 사이에서 나타나는 예비교사들의 분수 곱셈에 대한 이해를 보다 종합적인 관점에서 탐색할 필요가 

있다. 본 연구에서는 예비교사들의 이해를 문제제기의 관점과 문제해결의 관점으로 나누어 세부적인 분석 준거를 기준으로 독립적
으로 탐색 및 분석하였다. 이러한 과정을 통해서 선행연구들(Toluk-Uçar, 2009; Xie & Masingila, 2017; Yao et al., 2021)과 마찬가지로 

문제제기 및 해결 활동에서 예비교사들의 개념에 대한 인식을 확인하고 진단할 수 있었다. 그러나 Cai와 Hwang (2020)은 문제제기
와 문제해결을 서로 밀접하게 영향을 주고 받는 관계로 학습자들이 유사한 문제를 해결할 때 문제제기에서 드러나는 능력이 어떻
게 달라질 수 있는지에 대해서 탐색하였다. 본 연구에서 미국의 예비교사들은 문제제기에서는 교차 부분 의미를 제시하지 않았지
만, 시각적 모델을 이용하여 문제를 해결할 때에는 50%의 예비교사가 해당 의미로 표현하였다(Tables 5 and 7 참고). 따라서 예비교
사의 문제제기가 문제해결에 주는 영향이나, 문제해결이 문제제기에 주는 영향에 대해서 추가적인 후속 연구들이 이루어질 필요가 

있다(Xie & Masingila, 2017).
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본 연구의 결과는 예비교사들이 분수 곱셈을 어떻게 이해하고 있는지에 대한 매우 다양한 정보를 제공하였다. 본 연구에서 한국
과 미국의 예비교사들은 분수 곱셈의 문제제기와 해결에서 분수 곱셈에 대한 이해와 관련하여 여러 차이점을 보여주었다. 물론 연
구에 참여한 예비교사들이 각 나라의 예비교사를 대표하기 어렵고, 국가 간의 교육과정, 교사교육과정 등이 다르기 때문에 본 연구
의 결과를 일반화하는 데는 많은 한계가 있다. 그럼에도 불구하고 본 연구에서는 여러 차이점 중에서 각 나라별로 두드러지게 나타
나는 특징에 초점을 맞춤으로써, 각각의 분석 기준에 따라 어느 한 나라의 자료만으로는 살펴볼 수 없었던 다양한 이슈들을 탐색하
고 이에 대한 구체적인 시사점을 논하였다. 본 연구의 결과를 바탕으로 분수나 다양한 연산에 관한 국가간 예비교사들이 가진 지식
과 이해를 체계적으로 비교하는 연구들이 확장되어 이루어지기를 기대한다. 이러한 비교를 통해 국가별로 부족한 점을 반영하여 

예비교사교육을 발전시켜나갈 수 있을 것이다(Lin et al., 2013). 또한 본 연구 결과에 제시된 사례들은 교사교육에서 교수자료로도 

유용하게 사용될 수 있을 것이다.
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