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ABSTRACT
The purpose of this study is to explore how students' fractional knowledge is related to their solving of proportion problems. To this 
end, 28 clinical interviews with four middle-grade students, each lasting about 30∼50 minutes, were carried out from May 2021 to 
August 2021. The present study focuses on two 7th grade students who exhibited their ability to coordinate three levels of units prior 
to solving whole number problems. Although the students showed interiorization of three levels of units in solving whole number 
problems, how they coordinated three levels of units were different in solving proportion problems depending on whether the 
problems required reasoning with whole numbers or fractions. The students could coordinate three levels of units prior to solving 
the problems involving whole numbers, they coordinated three levels of units in activity for the problems involving fractions. In 
particular, the ways the two students employed partitioning operations and how they coordinated quantitative unit structures were 
different in solving proportion problems involving improper fractions. The study contributes to the field by adding empirical data 
corroborating the hypotheses that students’ ability to transform one three levels of units structure into another one may not only be 
related to their interiorization of recursive partitioning operations, but it is an important foundation for their construction of splitting 
operations for composite units.
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초록
본 연구의 목적은 비례 문제 해결 과정에서 학생의 분수 지식이 어떻게 관련되어 나타나는지를 탐구하는 것이다. 이를 위해 단위 조정 3단계로 
판단되는 중학교 1학년 학생 2명에 주목하여 분수 지식과 비례 문제 해결 과정에 대한 임상 면담 자료를 분석하였다. 분석 결과 자연수 맥락에서 
단위 조정 3단계 학생으로 판단되었던 두 학생은 분수 맥락에서는 ‘활동을 통해’ 3수준 단위를 조정하며 서로 다른 양적 조작 방식을 보여주었다. 
특히 두 학생이 가분수가 포함된 곱셈 연산 과제에서 보여주었던 분할 조작과 단위 조정 활동에서 식별되었던 차이는 두 학생의 비례 문제에 
대한 접근 방식에 있어서 중요한 차이로 나타났다. 이 과정에서 하나의 3수준 단위로부터 또 다른 3수준 단위 사이의 구조적 전환이 ‘재귀 분할의 
내재화’와 관련이 되며, 합성 단위에 대한 스플리팅 조작에 중요한 근거가 됨을 시사하였다.

주요어 : 가분수, 합성단위에 대한 스플리팅 조작, 재귀 분할의 내재화, 비례
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서론

우리는 종종 길이, 경과 시간, 질량 등 무언가의 크기를 알기 위해 그리고 그것들을 비교하기 위해 측정 단위를 생각하게 된다. 수
를 사용하여 하나의 크기를 설명할 수 있다는 생각으로부터 어떤 그룹 안에 몇 개의 항목이 있는지 찾고, ‘하나’의 항목을 추상화, 일
반화로 생성의 과정을 거치는 것을 von Glasersfeld는 ‘단위화(unitizing)’ 조작으로 보았다(as cited in Ulrich, 2015). 이후로 단위화는 많
은 수의 항목들을 동일한 크기로 그룹화하거나 재그룹화하는 방식으로 사용되며, 항목에 대한 추상화, 일반화로부터 그룹화 혹은 

재그룹화를 통해 구성된 단위는 여러 수준의 체계(hierarchies) 안에서 작동하게 된다(Ulrich, 2015). Ulrich는 Steffe (2010)의 수 계열
(INS, TNS, ENS, GNS)과 Hackenberg와 Tillema (2009)의 곱셈적 개념(MC1, MC2, MC3)에 대한 단위 구조의 체계가 학생의 수학적 

활동에서 발달의 중요한 이정표로서 단위 조정의 단계를 나타낸다고 보고, 이를 통해 두 단위 구조의 체계 간에 일대일 대응 관계
가 있음을 설명하였다(Ulrich, 2016). 그리고 Norton 외 (2015)는 학생들이 동화(assimilate)시킬 수 있는 단위의 수에 따라 단계적으로 

결정되는 학생들의 단위 조정의 능력을 특징지어 세 단계로 제시하였다. 즉, 단위를 생성하는 문제 상황에서 학생들에게 나타나는 

활동적 의미로의 단위 조정은 단위의 구성과 단위 조정의 단계를 통해 학생들의 현재 수학적 사고를 특성화할 수 있는 도구가 된다
(Norton & Boyce, 2015; Ulrich, 2016).

따라서 자연수 맥락에서의 수세기 스킴으로부터 단위의 구성과 단위 조정이 그동안 관련 없어 보였던 여러 수학 영역에 대한 관
련성에 주목하는 계기가 되었다. 예를 들어 학생의 자연수의 곱셈과 나눗셈 문제 해결뿐만 아니라, 분수(Hackenberg & Tillema, 2009; 

Lee, 2019; Norton & Boyce, 2013; Steffe & Olive, 2010), 정수의 덧셈적 개념 구성(Ulrich, 2012), 비례 추론(Lee & Shin, 2020; Shin et al., 

2020), 내포량(Liss Ⅱ, 2019; Steffe et al., 2014), 대수적 추론(Hackenberg, 2013; Hackenberg & Lee, 2015) 등 수학의 많은 영역에서 단위 

조정의 중요성이 대두되고 있다.

특히 학생들의 분수 지식의 구성과 관련해서는 자연수 맥락에서의 단위 조작 방식과 분수에서의 단위 조작 방식 사이의 강한 연
관성을 발견하며 분수 지식에서의 단위 조정 역할을 강조하였고(Hackenberg, 2010; Hackenberg & Tillema, 2009; Olive & Steffe, 2002), 

이를 바탕으로 단위 조정 단계를 고려하여 수학 교과서에서의 분수 도입에 대한 방향성을 제시하기도 하였다(Lee, 2019).

분수뿐만 아니라 비례 추론과 관련해서도 학생들의 단위 조정 단계 혹은 수준에 따라 비례 문제 해결 과정에서의 결과적 차이를 

나타내며 단위 조정 수준의 향상과 비례 추론의 발달 사이에 관련성을 시사하였다(Lee & Shin, 2020; Shin et al., 2020). 결국 단위 조
정은 분수 지식의 구성과 비례 문제 해결에서 중요한 렌즈로 작용하여 학교 수학에서 학생들의 문제 해결 과정을 설명하기 위한 도
구로 강조되고 있다.

한편 비례 추론은 비, 비율과 비례 개념을 중심으로 하여 ‘수와 연산’ 영역에서 분수와 소수, 곱셈과 나눗셈으로부터 도형의 닮음 등
과 같이 수학의 많은 부분과 관련되어 있어(Lamon, 2007; Lobato et al., 2010), Lesh 외 (1988)에 의하면 고등 수학의 초석이자 초등 수학
의 반석이라고 언급한 바 있으나, 다른 한편으론 학생들에게 많은 어려움을 주고 있는 수학적 추론 영역 중의 하나이기도 하다(Kwon et 

al., 2007; Lobato et al., 2012; Nabors, 2003). 인지 주체가 자신이 경험한 세계와의 상호작용 과정에서 스킴과 조작을 작동시키는 것을 ‘추
론’으로 본다면(Hackenberg & Lee, 2015), 비례 추론은 비례 관계를 이해하고 관련 문제를 해결하는 과정에서 두 양 사이의 관계로부터 

변하지 않는 곱셈적 관계를 구성하며 정신적으로 여러 정보를 저장하고 처리하는 능력을 포함하는 수학적 추론의 한 형태이다(Behr et 

al., 1993). 따라서 비례 추론은 비, 비율과 비례 개념을 포함하여 학생들이 습득해야 하는 다수의 이해관계와 관련된 복잡한 주제이다
(Carney et al., 2016). 이러한 비례 추론의 다면적 성격을 감안해 볼 때 학생 스스로가 비례 개념을 수학의 다른 영역에 유창하게 적용시키
지 못하는 것도 놀라운 일은 아니다(Carney et al., 2016). 비례 개념으로부터 학생들이 가지게 되는 어려움은 학생들의 생각을 이해하는 

것에서부터 연구가 시작되어야 한다는 방향성을 가져왔다(Lamon, 2007). 즉, 학생들의 비례 개념에 대한 구성과 비례 문제 해결 과정에 

구체적인 도움을 주기 위해서는 학생의 입장에서 정신적 조작을 통해 양을 구성해 나아가는 과정에 대한 이해가 필요하다. 이러한 방
향에서 양에 대한 추론 즉, 양적 추론에 대한 연구가 대두되고 있다(Thompson, 1994). 인지 주체가 ‘단위화’ 조작을 통해 구성한 양인 ‘단
위’로부터 양적 조작의 한 형태로서 단위 조정을 본다면, 단위 조정 관점에서 학생들의 비례 문제 해결 과정을 분석하는 것은 학생들이 

어떠한 방식으로 조작 활동을 수행해나가는지 구체화시킬 수 있다. 이와 관련하여 단위 조정 이론을 바탕으로 Nabors (2003)는 학생들
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이 분수 문제를 해결 과정에서 사용할 수 있는 조작 방식이 비례 문제 해결 과정에서 사용되는 조작 방식에 기초를 형성한다고 보았다. 

그러나 비 개념과 관련된 문제를 해결하는데 단위 조정 3단계 수준이 필요하다는 것을 제외하고는 구체적으로 무슨 조작이 그러한 문
제 해결을 가능하게 하는지에 대한 분석이 부족하였다. 이에 Lee와 Shin (2020), Shin 외 (2020)는 ‘구체적 조작’에 초점을 두어 학생들 간
의 비례 문제 해결 과정에서 나타난 단위 조정 활동과 조작 방식을 분석하여 학생의 비 개념에 대한 양적 구조가 단위 조정 단계와 어떻
게 관련되는지, 또 같은 수준의 단위 구조를 조정하여도 ‘활동 이전’과 ‘활동 중’이라는 차이를 통해 학생의 비례 문제 해결 과정에서 어
떠한 차이를 보이는지 살펴보았다.

앞선 선행 연구들이 단위 조정 2단계와 3단계, 혹은 ‘활동 이전’과 ‘활동 중’에서 단위 조정 수준(혹은 단계)의 차이에 따라 비례 문
제 해결 과정에서의 그 결과적 차이에 초점을 두었다면, 본 연구는 같은 단위 조정 수준(혹은 단계)에 있는 학생들 간의 문제 해결 과
정에서도 서로 다른 결과가 나올 수 있고, 학생들이 문제 해결 과정에서 같은 전략을 사용하여 같은 결과가 나왔다 하더라도 그 사
고 과정은 조작적 관점에서 다를 수 있다고 본다. 따라서 활동을 통해 보여지는 관찰 가능한 학생들의 문제 해결 과정에 초점을 두
고 학생들이 다루는 양들 사이 관계로부터 어떠한 조작 활동이 비례 문제 해결 과정에서 어떠한 역할에 기여하는지 분수 맥락에서
의 조작 활동과 관련하여 비례 문제 상황에 대한 양적 조작 방식을 분석하고자 한다.

이를 위해 분수 맥락에서는 ‘활동을 통해(in activity)’ 3수준 단위 조정이 가능하며, 비례 문제 해결 과정에서 서로 다른 양적 조작의 

방식으로 접근했던 두 명의 중학교 1학년 학생에 초점을 두었다. 그리고 두 학생에 대한 분수 맥락에서의 분할 조작과 단위 조정 활
동을 상세히 분석함으로써 ‘활동을 통해’ 같은 3수준 단위를 조정하는 방식들 사이에의 공통점과 식별 가능한 차이가 있는지로부터 

두 학생의 비례 문제를 해결하기 위해 수행하는 조작 방식에 주목하여 분수 맥락에서의 단위 조정 방식이 어떻게 관련되는지를 살
펴보고자 한다. 이를 통해 단위 조정 3단계 학생들이 비례 문제 상황에서 어떠한 조작 활동으로 문제를 해결해 나아가는지 설명적 

가설을 제시할 것이다. 이에 따른 연구 문제는 다음과 같다.

첫째, 단위 조정 수준이 같은 두 학생의 분수 맥락에서의 단위 조정 활동과 조작은 어떠한가?

둘째, 단위 조정 수준이 같은 두 학생의 비례 문제 해결에서 나타나는 분수 지식은 어떠한가?

이론적 배경

양적 조작으로서의 단위 조정

본 연구는 양적 추론을 바탕으로 하여 단위 조정을 양적 조작의 한 형태로 보고 있다. 따라서 양적 추론에서의 양적 조작에 대한 

간략한 소개와 양적 조작으로서의 단위 조정에 대한 관점을 살펴보고자 한다.

‘양’은 수치적 계산에 초점을 둔 산술적인 대상으로만 문제 상황에서 제시되는 것은 아니며, 학생 스스로 문제 상황으로부터 양에 

대한 속성을 인식하고 구성하여 산출해 낼 수 있는 개념이다(Smith & Thompson, 2007). 따라서 학생들은 자신만의 경험을 바탕으로 

양을 인식하게 되고, 양들 사이의 관계를 구성해 나가며 양을 추론한다. 양적 추론(quantitative reasoning)은 대상과 대상의 속성을 개
념화하여 측정 단위를 인식하고 단위들 사이의 관계를 통해 양적 구조를 만들어 가는 과정이다(Thompson, 2011). Thompson (1994)

에 의하면 양적 조작은 인식의 주체가 이미 인지하고 있는 양들 사이의 관계로부터 하나의 새로운 양을 구성해 가는 정신적인 조작
이며, “인지 주체가 행동을 내면화(internalization)하고 정신적 조작을 할 때, 이러한 조작은 상황을 표상적으로 이해하도록 하고 상
황 자체에 나타나지 않는 수치적 관계에 대한 추론을 이끌어낼 수 있다”(p. 186)고 보았다. 한편, Steffe (2014)는 Thompson이 제시한 

‘양’ 그 자체를 대상에 부여된 개념, 그 개념이 가진 성질, 성질에 대한 측정 단위로 구성되는 하나의 스킴1으로 보고, 이러한 과정에
서 ‘단위’ 개념을 강조하였다. 인식의 주체는 양에 대한 조작을 통해 새로운 양을 구성해 가는 과정에서 다양한 측정 스킴을 구성하

1	 조작은 물리적 행동이 내면화된 정신적 행동이라면, 스킴은 수행되는 활동이라기보다 목표가 수반되는 활동으로 경험 상황, 활동, 결과의 세 가지 요소로 
스킴의 목표와 유기적으로 연결되어 서로 영향을 미친다(Steffe & Olive, 2010). 즉, 스킴은 어떤 목표를 달성하고자 조직된 일련의 조작들이다(Hackenberg 
& Tillema, 2009).
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게 되는데, ‘단위’는 ‘양’이라는 측정 스킴의 분석을 위한 필수적인 요소가 된다. 따라서 단위, 단위화 조작, 단위 조정 활동을 통해 체
계를 구성하며 측정 스킴을 다시 재조직하는 방향으로 나아간다. 이때 단위 조정은 합성 단위(composite units)를 포함하여 단위를 

생성하고 그 단위에 포함되거나 구성되는 또 다른 단위와의 관련성을 계속해서 유지해 나아갈 수 있는 능력을 말한다(Steffe, 1992; 

Norton & Boyce, 2015).

단위 조정은 학생들이 단위를 조정하고 동화할 수 있는 ‘단위 수준(levels of units)의 수’와 활동을 통하여 ‘생성(produce)할 수 있는 

수준의 수’로 정의되는 조작의 범주로 나타나며, 단위와 수준은 상황 자체라기보다는 상황이 해석되는 방식에 의해서 특징 지워진
다(Norton & Boyce, 2015). Norton과 Boyce는 학생들이 n수준(n은 1, 2, 또는 3)의 단위를 가지고 상황을 해석하는 것으로 상황 안에서 

n수준의 단위를 구별할 수 있다고 보았고, n수준의 단위를 동화하여 내재화된 행동(interiorized actions)2을 보일 때 ‘n단계에서 조작
한다’고 하였다. 이때 학생이 ‘n수준 단위를 주어진 자원으로 사용하여 동화할 수 있다’는 것은 문제 상황에서 실제 어떤 활동을 수
행하지 않고도 n개의 단위 수준을 한 번에 설명하고 구별할 수 있음을 의미한다. 반면 ‘활동을 통하여 n수준을 생성한다’는 것은 학
생이 정신적 또는 물리적으로 어떤 활동을 수행하여야 비로소 n개의 수준을 구성할 수 있으며, 활동 중에 n수준의 구조를 유지하지 

못할 수도 있다(Norton et al., 2015). 이에 본 연구는 면담 과정에서 학생이 문제 상황을 해석하는 방식에 따라 나타나는 단위와 수준
을 식별하고, ‘활동을 통해’ 3수준 단위를 생성하는지 또는 3수준 단위를 ‘주어진 자원으로’ 동화하여 내재화할 수 있는지를 판단하
기 위한 척도로 단위 조정 단계에 대한 선행 연구를 살펴보고자 한다.

단위 수준과 단위 조정 단계에 대한 이해

Steffe (2010)은 오랜 교수실험을 통하여 학생들의 수세기 활동으로부터 관찰되어지는 행동과 표현을 통해 자연수 지식에 대한 모델로
서 수세기 스킴을 제시하였는데, 네 가지 스킴인 Initial number sequence (INS), Tacitly nested number sequence (TNS), Explicitly nested number 

sequence (ENS), Generalized number sequence (GNS)로 구분하였다. Steffe의 단위 조정 수준에 대한 이전 연구들을 바탕으로 Hackenberg와 

Tillema (2009)에서는 정수의 곱셈적 개념(Multiplicative Concept, [MC])에 대한 이해를 세 가지 MC1, MC2, MC3로 제시하였다.3 Ulrich (2015, 

2016)에 의하면 Steffe의 네 가지 스킴 중에서 TNS, ENS, GNS는 곱셈적 개념(MC1, MC2, MC3)에 대한 단위 구조와 일대일 대응 관계가 

있으며, 이를 ‘산술적 단위(arithmetical units), 합성 단위, 1의 반복 가능한 단위(iterable units of 1), 반복 가능한 합성 단위’라는 단위의 유형을 

통해 설명하였다. 한편, Steffe의 단위 조정을 바탕으로 Norton 외 (2015)는 학생들이 동화시킬 수 있는 단위의 수에 따라 단계적으로 결정
되는 학생들의 단위 조정의 능력을 특징지어 세 단계로 나누어 제시하였다. 짧은 막대, 중간 막대 및 긴 막대가 주어지고 짧은 막대가 중
간 막대에 3번, 중간 막대가 긴 막대에 4번 맞는다고 할 때, 짧은 막대가 긴 막대에 몇 번 들어가는지 결정해야 하는 과제를 통하여 학생들
의 단위 조정에 대한 조작 방식의 설명은 Table 1과 같다.

2	 Lewin에 의하면 내면화는 상황을 마음속에서 정신적으로 이미지화할 수 있도록 하는 행동의 재구성 과정이라 하였고(as cited in Thompson, 
1994), 내재화(interiorization)는 정신적 조작으로서 생각에 따라 수행될 수 있는 점진적인 재구성과 행동의 조직(organization of actions)이라고 
보았다(Thompson, 1994). 따라서 본 연구에서는 내면화된 행동이 조작을 위한 구조 안에 구성되면 이를 ‘내재화된 행동’ 또는 ‘조작’이라고 표현할 것이다.

3	 Hackenberg와 Tillema (2009)에서 MC1은 활동을 통해 2수준 단위 조정이 가능한 첫 번째 곱셈적 개념이며, MC2는 2수준 단위를 내재화하여 전체에서 
부분을 분리하여 전체의 일부로서 구성할 수 있는 2수준 단위의 결과를 조작 가능한 두 번째 곱셈적 개념이다. MC3는 3수준 단위의 내재화로 단위의 모든 
수준을 유지하며 연산 과정에서 재귀성을 시사하는 세 번째 곱셈적 개념이다.

Table 1. Stage of units coordination (Norton et al., 2015, p.212).
Stage Students’ unit structures Students’ reasoning on the bars task

1 Students can assimilate with (take as given) one level of units, and 
may coordinate two levels of units in activity.

Students use the short bar to mentally segment the long bar, imagining 
how many times it would fit into the long bar. This activity might be 
indicated by head nods or sub-vocal counting.

2 Students can assimilate with two levels of units (a composite unit), 
and may coordinate three levels of units in activity

Students mentally iterate the medium bar four times, with each 
iteration representing a 3. This activity might be indicated by the 
student uttering “3, 3, 3, and 3; 12.”

3 Students can assimilate with three levels of units (a composite unit 
of composite units), and can thus flexibly switch between three-level 
structures.

Students immediately understand that there are four threes in the long 
bar. This assimilation of the task might be indicated an immediate 
response of “12”, buttressed by an argument that 12 is four 3s.
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Table 1에서 단위 조정 단계에서의 학생의 단위 구조를 비교해서 살펴보면 단위 조정 1단계 학생은 1-막대가 가장 긴 막대에 12번 

반복되어 셀 수 있는 것으로 1과 1의 반복인 12 전체를 생성할 수 있다. 반면 단위 조정 2단계 학생은 활동을 통하지 않고도 긴 막대 

12가 1의 12번의 반복으로 전체를 이룬다는 것은 이미 알고 있는 상태에서 중간 막대 3을 4번 반복하는 활동을 통해 1-3-12의 3수준
을 생각할 수 있다. 그러나 이 과정이 즉각적으로 이루어지는 것은 아니며, 중간 막대 3이 짧은 막대 3개의 1로 된 단위라는 사실로부
터 이 합성 단위 3을 4번 실제로 반복하는 활동으로 가능한 것이다. 한편, 단위 조정 3단계로 3수준 단위를 주어진 자원으로 사용하
여 동화할 수 있는 학생은 ‘단위의 단위의 단위(a unit of units of units)’인 3수준 단위 구조 안에서 구체적인 활동을 하지 않고도 단위 

조정이 가능하다(Norton et al., 2015). 따라서 긴 막대를 4개의 중간 막대로, 중간 막대를 3개의 짧은 막대로 하여 단위의 단위의 단위
로 주어진 관계인 1-3-12를 동화시킬 수 있다. 이 과정에서 신체적 혹은 정신적으로 반복적인 행동을 할 필요 없이 주어진 두 관계의 

곱셈적 조정으로서 미지의 관계를 즉각적으로 파악할 수 있다는 점이 단위 조정 2단계 학생과의 차이이다.

본 연구에서 주목한 3수준 단위 조정과 관련하여 Norton 외 (2015)의 단위 조정 3단계 학생의 단위 구조는 Steffe (2010)의 GNS 및 

Hackenberg와 Tillema (2009)의 세 번째 곱셈적 개념(MC3)과의 관계가 있음을 알 수 있다. Steffe의 GNS 개념 구성이 3수준 단위를 조
정하여 상황을 동화할 수 있다고 할 때, Hackenberg와 Lee (2015)는 세 번째 곱셈적 개념(MC3)의 구성을 “주어진 자원으로 3수준의 

단위를 사용하고 3수준의 단위 구조 간에 유연하게 전환하는 능력”(p. 206)과 유사하다고 특성화하였다. 따라서 합성 단위의 합성 

단위의 동화적 특성과 3수준 단위 구조 사이의 유연한 전환 능력에서 이를 주어진 자원으로 하여 3수준 단위를 취하는 것은 동화된 

구조 안에서 재귀적인 조작 활동에 해당되며 따라서 MC3와 GNS의 구성이 동시에 발생되는 것으로 이해할 수 있다(Ulrich, 2016).

분수 맥락에서의 단위 조정

학생들은 주어진 대상을 동일하게 분할하는 정신적 활동을 수행하면서 단위를 생성하고 조작하는 방식으로 분수 개념을 발달시
켜 나아간다(Steffe & Olive, 2010). 이 과정에서 단위 조정 활동은 측정 결과로서 분수 개념을 발달시키고, 가분수 개념을 포함하여 

상위 분수 지식을 구성하는데 중요한 기반이 된다(Norton & Boyce, 2015). 예를 들면 7
5 이라는 가분수는 1

5 의 7-단위4로 그중 5-단위
가 전체를 구성하는 하나의 양이 되어 학생들은 단위분수( 1

5 ), 전체( 5
5 ) 및 여러 단위분수와 관련하여 그 자체로 단일한 양을 인식하

게 되는데, 이때 학생들이 다양한 수준의 단위를 생성하고 조정하는 조작 방식으로부터 그들의 단위 조정 단계를 암시해 준다. 따라
서 분수가 포함된 문제 상황에서의 단위 생성과 단위 조정 활동에서의 다양한 조작들에 대해 구체적으로 살펴보고자 한다.

분수가 포함된 문제 상황에서 강조하는 조작은 부분 또는 전체를 몇 개의 동일한 조각으로 분할(partitioning)하고, 부분과 전체를 

동일한 조각으로 나타내어 전체를 잃지 않은 상태에서 전체로부터 부분을 분리(disembedding)하여 반복(iterating)하고 더 큰 양을 구
성하는 활동을 포함한다(Hackenberg & Lee, 2015; Steffe & Olive, 2010). 이 과정에서 분할은 그 자체가 분수 지식의 구성 과정에 중요
한 역할을 하며, 분할한 부분에 대한 분리 조작과 분리한 부분의 반복을 통해 다시 전체를 구성하는 반복 조작은 분수 지식의 기본 

조작이 된다. 분할, 분리, 반복이라는 기본 조작은 이들의 결합을 통해 순차적으로 수행할 수 있는 등분할 조작과 이를 동시에 수행
할 수 있는 좀 더 발전된 스플리팅 조작(splitting operations)으로 구분되는데(Steffe, 2001), 스플리팅 조작은 가분수를 구성하는데 핵
심 조작이며, 곱셈적 관계를 가역적으로 추론하기 위해서도 필요하다. 한편, 등분할 조작은 부분 분수 스킴의 활동을 수행하는 조작
을 통해, 그리고 스플리팅 조작은 반복 분수 스킴의 활동을 수행하는 조작을 통해 각각 식별되고, 등분할 조작과 스플리팅 조작은 

분수에서의 두 스킴인 부분 분수 스킴과 반복 분수 스킴 간의 차이로부터 기인한다고 본다(Shin & Lee, 2019).5

이때 Steffe (2003)은 부분 분수 스킴 이상의 분수 스킴의 구성으로부터 재귀 분할(recursive partitioning)이 나타난다고 보고, 전체를 

부분으로 분할하는 활동에서 부분의 부분과 전체 사이의 관련성으로부터 재귀 분할에 대한 조작의 구성을 설명하였다. 재귀 분할
은 두 분할의 합성을 통하여 합성 단위를 생성하고 여러 개의 단위 조정으로 전체를 새로운 3수준 단위의 양적 구조로 바라볼 수 있
는 정신적 활동이다. 따라서 재귀 분할은 동치 분수를 구하거나 분모가 다른 분수의 크기를 비교하기 위해 공통인 측정 단위를 구성
하여 전체와의 관계를 형성할 수 있도록 하며(Shin & Lee, 2019), Lee와 Pang (2016)에서는 재귀 분할을 분모가 다른 분수의 덧셈과 

뺄셈의 중요한 조작으로 강조하였다.

4	 본 고에서는 1
5 이 7번 반복된 하나의 단위를 ‘ 1

5 의 7-단위’로 표현한다.
5	 예를 들면 원래 막대의 3

5 에 대하여 부분 분수 스킴은 5부분에서 3부분을 빼내는 것으로 이해한다면 반복 분수 스킴은 1
5 의 3배로 인식하여 곱셈적 

관계로부터 분수를 이해하는 것이다. 따라서 반복 분수 스킴을 구성하려면 분할과 반복의 구성인 스플리팅 조작이 필요하다(Steffe & Olive, 2010).
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또한 Steffe (2003)은 자연수와 관련된 곱셈 스킴이 재귀 분할을 통해 분수의 곱셈 맥락에서 작동하게 되는데, 부분의 부분과 전체 

사이에서 나타내는 곱셈적 관계로부터 분수 개념의 구성을 설명하였다. 그리고 이 과정에서 부분의 부분이 전체의 양으로 돌아가
기 위해서는 가역성이 수반된다고 보았다. 결과적으로 Steffe에 의하면 2수준 단위 구조의 내재화(즉, 활동을 통해 3수준 단위 구성)

가 재귀 분할에서 필수적인 요소라는 것이다. 그리고 Yoo와 Shin (2021)은 더 나아가 가역성에 대한 구성이 문제 상황에서 재귀 분할
을 수행 가능하게 한다고 하였다. 따라서 자연수 지식이 분수 지식에 가용되기 위해서는 가역성이 수반되어야 하며, ‘활동을 통해’ 3
수준 단위를 생성하는 단위 조정 2단계 학생의 능력과 관련됨을 시사하고 있다. Steffe의 연구로부터 Yoo와 Shin (2021)은 자연수에
서 단위분수 조정으로의 연결은 스플리팅 조작으로 가능하며, 이는 재귀 분할의 수행이 내재화되기 위한 과도기적 변화의 중요한 

요인으로 보았다. 그리고 스플리팅 조작을 동반한 가역성은 분수 맥락의 문제 상황에서 재귀 분할의 내재화와 관련됨을 통해 Steffe 

(2003)의 연구 결과를 확증하였다. 한편, Kim 외 (2018)에서는 자연수 지식과 분수 지식의 연결 과제로써 균등 분배 문제 상황에서 

합성 단위에 대한 스플리팅 조작과 분배 분할 조작을 통해 학생들의 문제 해결 과정에서 보여지는 다양한 전략들을 분석함으로써 

단위 조정의 역할을 강조하였다.

앞서 선행 연구들 정리해보면 자연수의 곱셈 맥락에서 보여준 재귀적 조작 활동이 분수의 곱셈 맥락에서 작동하는 재귀 분할의 

수행에 영향을 미치며, 단위 조정 수준과 단계에 따라 스플리팅 조작, 합성 단위에 대한 스플리팅 조작, 분배 분할 조작이 각기 다른 

방식으로 학생의 문제 해결 과정에 관련될 수 있음을 보여주었다. 따라서 본 연구에서는 같은 단위 조정 3단계인 두 학생의 분수 의 

곱셈 맥락에서 나타나는 문제 해결 과정에 대한 분석을 설명해줄 수 있는 단서로써 합성 단위에 대한 등분할 조작, 합성 단위에 대
한 스플리팅 조작과 분배 분할 조작에 주목하고자 한다.

합성 단위에 대한 스플리팅 조작은 Hackenberg (2010)에서 가역적 곱셈 관계 문제를 해결하기 위한 핵심 조작으로 설명하였으며, 

등분할 조작과 스플리팅 조작이 ‘단일 단위에 대한 분할’에 기인한다면 합성 단위에 대한 등분할 조작이나 합성 단위에 대한 스플리
팅 조작은 ‘합성 단위에 대한 분할 조작’에서 정의할 수 있다. 예를 들면 높이가 65 cm인 탑처럼 쌓은 CD 더미가 있다. 이는 구하고자 

하는 CD 더미 높이의 5배라고 할 때, 합성 단위에 대한 등분할 조작을 구성한 학생은 전체 양을 동일한 미지의 양의 5개로 구성된 3

수준 단위 구조로 65를 상상할 수 있다. 이를 바탕으로 주어진 CD 더미를 다섯 부분으로 분할하는 조작을 수행하게 되는데, 그 결과
로 얻은 다섯 부분 중의 한 부분에 들어갈 CD 더미의 높이는 13 cm를 5번 반복하여 원래 CD 더미인 65 cm를 구성함으로써 13이 65

의 1
5 임을 확인할 수 있다. 한편 합성 단위에 대한 스플리팅 조작은 한 수준 높은 단계의 분할 조작으로 65의 1

5 을 바로 해결할 수 있
을 뿐만 아니라 3의 1

5 의 문제 상황도 분할하여 더 작은 부분으로 만들 필요성을 느낄 수 있다.6

Figure 1에서와 같이 3-막대에 각각 5를 합성하여 5개씩 세 부분인 15개로 변환할 수 있고, 동시에 15개 중 3개의 5번 반복으로 전
체를 인식할 수 있다. 이 과정이 순차적이 아니라 동시에 수행되며 실제 분할 활동 없이 정신적 수행이 가능하다는 점이 합성 단위
에 대한 등분할 조작을 구성한 학생과 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 구성한 학생 간의 차이점이라고 볼 수 있다. 3의 1

5 에 대한 
문제 상황은 또 다른 조작인 분배 분할 조작(distributive partitioning operations)으로도 가능하다.

6	 합성 단위에 대한 등분할 조작을 구성한 학생도 5로 3을 나누어떨어지게 하기 위해 3을 이루는 각 단일 단위를 어떤 수로 분할하는 활동을 통해 3수준 단위 
구조를 구성하는 것이 가능하다(Shin & Lee, 2019). 하지만 3수준 단위 구조를 문제 해결을 위한 주어진 자원으로 사용할 수 없으므로 시행착오를 겪을 
가능성이 크다.

Figure 1. Conducting a splitting operation for composite units to divide 3 by 5.
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분배 분할 조작에서는 3-막대에 각각 5를 합성하여 Figure 2에서와 같이 전체 3의 각 부분에서 단위분수 1
5 만큼의 양을 부분의 수

만큼 모아 3
5 이 된다고 생각할 수 있다. 따라서 문제 상황에 대한 이해 측면에서 합성 단위에 대한 스플리팅 조작과 같이 주어진 전

체 양에 새로운 단위를 합성 단위로 분할한다는 공통점이 있다. 그러나 분배 분할 조작은 세 부분인 1 각각에 대하여 1
5 씩 분배하는 

것으로 이해한다면 부분의 양을 단순히 분할하기만 하는 것이 아니라 부분의 양에 대한 단위분수만큼을 택한다는 인식이 분할 조
작 과정에 수반되어야 하며(Hackenberg & Tillema, 2009; Kim et al., 2018), 각 부분에서 단위분수를 택하여 그 양을 반복하는 것을 포
함한다. 따라서 Hackenberg와 Tillema (2009)는 분배 분할 조작이 일반화된 분수 합성 스킴(generalized fraction composition scheme)을 

구축하는데 필요한 조작임을 강조하였다.

초등 수학에서 분수는 수 세기를 통해 도입된 자연수 개념을 분수로 확장하여 사칙연산을 정의하는데 그 과정적 목표를 두고 있
다. 이후 중등 수학에서는 분수를 포함하여 수 개념을 대수적 측면에서 해의 존재를 보장하기 위한 확장된 개념으로 즉, 대수로의 

이행을 위한 수학 학습을 위한 기초적 개념으로 접근하고 있다(Ministry of Education, 2015; Suh, 2020). 따라서 분수에서의 단위 조정 

조작 방식과 대수 추론의 전제 조건인 비례 추론 사이의 관계를 이해하는 것은 이후 초등 산술로부터 대수적 사고로의 전환 시기에
서 학생들이 무엇을 이해하고 있는지에 대한 분석의 도구가 될 것이다.

비례 개념과 관련한 선행 연구

비례 추론은 고등 수학의 초석이자 초등 수학의 반석이라고 여겨질 만큼 학생의 수학적 발달에 중요한 역할을 감당하고 있다(Lesh et 

al., 1988). 학생들의 비, 비율과 비례 관계에 대한 이해를 바탕으로 관련된 문제를 해결하는 능력을 비례 추론이라 할 때, 학생이 ‘비, 비율
과 비례 개념을 이해한다’는 것은 문제 상황에서 단순히 두 대상의 곱셈적 관계를 ‘a : b’로 표현하거나 비를 

a
b 와 같은 비의 몫으로써 이

해하는 것뿐만 아니라, 두 비의 몫 a
b 와 c

d 를 비교하고 두 비가 같음을 ‘a : b = c : d’로 표현하는 것 그 이상의 의미를 가진다(Chong, 2015).

Thompson (1994)에 의하면 비는 두 양의 곱셈적 비교에 대한 결과로, 비율은 두 양의 곱셈적 비교 결과로부터 반영적 추상화한 ‘내
재화된 비’로 보았다. 그리고 Thompson의 내재화된 비 개념에서 Johnson (2015)는 이를 구체화하여 ‘하나당으로의 비’와 ‘측정으로의 

비’로 식별하였다.7 한편, 비를 두 대상의 곱셈적 관계에 대한 의미로 보았을 때, 비례는 두 비가 같음을 의미하는 것으로 비와 구분하
여 사용하지만, 공변하는 두 양 사이의 변하지 않는 곱셈적 관계인 양의 공변과 비의 불변이라는 네 양 사이의 구조적 관계로서도 그 

의미를 가진다(Lamon, 2007). 따라서 비례 개념에 대한 양 사이의 구조적 관계를 이해하는 것은 중등 수학 과정에서 도형의 닮음과 

삼각비, 함수의 기울기와 같은 보다 높은 수준으로의 수학적 지식을 형성하는데 중요한 기반이 된다(Lamon, 2007; Lobato et al., 2010).

비례 개념과 관련하여 국내외 선행 연구들을 살펴보면 크게 두 가지 방향성을 가진다. 우선 첫 번째 비, 비례 개념 및 정의를 수학적으
로 분석한 연구이다. 비, 비율에 대한 용어의 정의(예, Hong, 2013; Jeong, 2003a; Park, 2010), 비, 비례 추론의 의미와 요소의 분석(예, Chong, 

2015; Jeong, 2003b, 2013), 비례 추론의 핵심적 요소를 바탕으로 교과서 분석을 통한 비례 추론 지도에 대한 논의(예, Chong, 2015; Jeong, 

2013; Kim & Na, 2008; Kim & Paik, 2010; Kwon et al., 2007), 비례 추론의 핵심적 요소에 대한 인식을 강조한 연구(예, Lobato et al., 2010; Shin 

7	 Johnson은 Thompson의 비 개념에 대한 개념적 분석을 바탕으로 학생의 수준에 따라 ‘동등한 집합으로의 비’, ‘하나당으로의 비’, ‘측정으로의 비’로 
구체화하였다. Johnson의 비 개념에 대한 상세한 기술은 Lee와 Lee (2020)를 참고하길 바란다.

Figure 2. Conducting a distributive partitioning operation to divide 3 by 5.
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& Lee 2019; Thompson & Salbanha, 2003) 등이 있다. 이러한 관점에서의 연구는 비례 개념을 수학의 다른 영역으로 확장·적용되기 위한 발
판이 되며, 초등 수학에서 수와 연산 특히, 분수의 곱셈에 대한 의미로부터 중학교에서 비, 비례 추론의 이해에 중요한 토대가 될 수 있다.8

그러나 학생들의 수학은 완성된 형식적 체계를 갖춘 학문적 수학과는 차이가 있기 때문에(Steffe, 2001), 비례 문제 해결 과정에서 

학생들의 전략과 비례 추론 능력의 발달을 위해서는 그 과정에 대한 실증적인 질문과 면담을 통해 질적 자료에 근거한 연구가 뒷받
침될 필요성이 요구된다(Behr et al., 2013; Kaput & West, 1994; Thompson, 1994).

학교 수학에서 비, 비례 개념을 지도할 때 학생들에게 형식적 절차를 강조하는 경우가 많고(Jeong, 2013; Lesh et al., 1988), 실제로 

학생들의 비, 비례 개념과 관련한 문제 해결 과정을 살펴보면 형식적인 알고리즘 계산에 치중하여 자신이 구한 답의 양적 의미에 대
한 이해가 뒷받침되지 못하는 경우들도 있다(Eom & Kwean, 2011; Ko & Lee, 2007; Lobato et al., 2010). 이는 비례 관계에 대한 학생들
의 적절한 이해를 보장할 수 없다. 따라서 비례 개념에 선행 지식인 자연수나 분수 지식 등을 활용한 비형식적 해결 과정에 초점을 

두어 학생들의 비례 문제에 대한 이해와 문제 해결 과정에서의 비례 추론 방식에 대한 연구가 강조되고 있다.

이에 두 번째는 보다 실증적인 분석을 바탕으로 인지 주체인 학생의 추론 방식을 이해하려는 연구이다. 주로 초등학생을 대상으
로 다양한 문제 상황에서 비례적 사고에 영향을 미치는 요소(예, Ko & Lee, 2007), 비례 문제 해결 과정에서 나타나는 전략에 따라 학
생들의 비례 추론 능력에 미치는 영향(예, Carney et al., 2016; Park, 2008), 비구조화된 비례 문제 해결 과정에서의 경험에 따른 학생
들의 비례 추론 수준 분석(예, Hong & Kim, 2013), 그리고 학생들의 학업 수준에 따른 비례 추론의 세부 능력 분석(예, Eom & Kwean, 

2011) 등의 연구들이 있다. 또 연구 대상을 초등학생에서 중학교 1학년 학생까지 비례 문제 관련 검사지를 이용해 문제 유형별, 학년
별 학생들의 반응과 오류를 분석한 연구(예, Ahn & Pang, 2008)도 있다. 그러나 이들 대부분은 비구조화된 문제를 포함하여 다양한 

비례 문제 상황에서 학생들의 문제 해결 과정에 나타나는 전략이나 오류 분석에만 초점을 두고, 어떠한 정신적 활동이 실행되었는
지 구체적으로 언급한 연구는 드물다. 그리고 수준(혹은 단계) 안에서 나타나는 다양한 전략들 사이에 어떤 관계가 있는지도 불분명
하다는 한계를 가진다. 이러한 방향적 접근이 학생의 비례 개념에 대한 구성 및 문제 해결 과정에 대한 구체적인 도움을 주기 위해
서는 학생의 입장에서 정신적인 조작을 통해 양을 구성해 나아가는 과정적 측면으로의 연구가 더해질 필요가 있다.

이에 본 연구는 두 번째 방향에 초점을 두고 학생들이 다루는 양들 사이 관계에 주목하여 비례 문제 해결 과정에서 학생들이 어떠
한 방식으로 접근하는지 구체적으로 연구하고자 한다. 학생 자신이 구성하고 있는 경험 세계와 상호작용하는 과정에서 나타나는 

스킴과 조작으로 비례 추론을 본다면, 결국 비례 추론은 두 양 사이의 곱셈적 비교를 통해 관계를 설정하고 이를 다른 두 양의 관계
로 확장하여 필요한 스킴과 조작들을 문제 상황에서 원활하게 작동시킬 수 있는 능력으로 정의된다(Lamon, 2007; Shin & Lee, 2019).

최근 들어 비, 비례 문제에 대하여 자연수, 분수의 연산과 같은 초등 산술에 대한 지식의 구성이 학생들의 문제 해결 과정에서 어
떻게 관련되는지 주목하고 있다(예, Lee & Shin, 2020; Liss II, 2019; Nabors, 2003; Shin et al., 2020). 비, 비례 문제와 분수 지식의 연관
성을 살펴본 연구로 Nabors (2003)는 분수 지식과 관련된 과제를 해결할 때 학생들이 사용할 수 있는 조작 방식이 비례 문제가 포함
된 과제 해결에 사용되는 전략과 조작의 기초를 형성한다고 보았다. 한편, Liss II (2019)는 학생들의 분수 지식과 관련된 문제 해결 

과정에서 여러 수준의 단위 구조로 추론하는 능력을 ‘분배 공유 스킴, 분배 분할 스킴, 가역적 분배 분할 스킴’이라는 세 가지 스킴으
로 그 차이를 설명하였는데, a : b의 비에서 기준량에 대한 비교하는 양으로의 단위 비(unit ratio)와 같은 내포량에 대한 양적 조작은 

가역적 분배 분할 스킴에 의해 가능함을 제안하였다. 그러나 두 선행 연구는 비, 비례 개념과 관련된 문제를 해결하는데 분수 스킴
이 중요한 역할을 하지만 구체적으로 무슨 조작이 어떻게 문제 해결을 구성하게 되는지에 대한 분석이 부족하였다.

구체적인 ‘조작’에 초점을 두며 학생들의 문제 해결 과정에 주목한 또 다른 연구로는 Lee와 Shin (2020)과 Shin 외 (2020)가 있다. 

Lee와 Shin (2020)은 비에 대한 양적 구조가 단위 조정 단계에 따라 어떠한 차이가 나타나는지를 단위 조정 2, 3단계 학생들을 대상
으로 단위 조정 2단계 학생은 같은 비라 하더라도 맥락에 따라 다른 단위 구조를 표상하여 사용할 수 있고, 단위 조정 3단계 학생은 

‘비율이 같은 비의 집합’으로서 동치 비 개념을 구성하는 것과 관련이 있음을 확인하였다. 한편 Shin 외 (2020)는 ‘활동 이전’과 ‘활동
을 통해서’ 두 개의 3수준 단위 구조를 조정하는 학생을 대상으로 비례 문제 해결 과정에서 단위 조정의 결과적 차이를 확인하였고, 

8	 예를 들면 Lobato 외 (2010)는 비례 추론 발달을 위한 선결 조건으로 분수의 의미 즉, 2
3 와 같은 분수를 1

3 의 2배라는 수학적 의미를 도출하고, 비례 추론의 
발달 과정을 하나의 양에서 두 가지 양으로 동시에 인식하는 것으로부터 덧셈 비교에서 곱셈 비교로, 합성 단위 전략에서 곱셈 비교로, 그리고 합성 단위를 
반복하는 것에서 무한히 많은 동치인 비를 구성해 내는 것의 변화 과정으로 보았다.
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이러한 차이로부터 비례 추론을 구성하기 위해서는 두 개의 3수준 단위 구조를 조정하여 합성 단위에 대한 스플리팅 조작이 필수적
임을 나타내며, 두 개의 3수준 단위의 동화된 구조에서 합성 단위에 대한 스플리팅 조작을 수반할 때 Liss II의 연구 결과도 가능함을 

시사하였다.

본 연구는 이와 같은 맥락에서 학생들이 다루는 양들 사이 관계에 초점을 두고자 한다. 그러나 앞선 연구들이 단위 조정 단계가 다른 학
생들의 문제 해결 과정에서의 차이에 따라 비례 문제 해결 과정에서의 그 결과적 차이에 초점을 두고 있다면, 학생들이 문제 해결 과정에서 

같은 전략을 사용하여 같은 결과가 나왔다 하더라도 조작적 관점에서 학생들의 사고 과정은 다를 수 있다고 본다. 따라서 3수준 단위 조정
이 가능한 학생들을 대상으로 어떠한 조작 활동이 비례 문제 해결 과정에 어떠한 역할에 기여하는지 비례 문제 상황에 대한 양적 조작 방식
을 분석하여 보고자 한다.

연구 방법

연구 방법 개관

본 연구에서 수집된 자료는 중학교 1학년 4명을 대상으로 2021년 5월부터 2021년 8월까지 30∼50분씩 학생당 7차시(총 28차시)에 

걸쳐 진행된 임상 면담(Clement, 2000)에 대한 자료 일부이다. 임상 면담의 목적은 자연수, 분수 지식과 비례 관련 문제 상황으로부
터 대수식 표현에 대한 관계를 이해하는 것이었고, 일부의 면담 자료인 분수 지식과 비, 비례 관련 문제 상황에서 학생의 추론 과정
에 대한 이해를 본 연구의 초점으로 두었다. 모든 면담은 학교 도서관에서 방과 후에 본 고의 저자 중 한 명인 교사(면담자)와 학생이 

일대일로 면담을 진행하였다. 면담자는 미리 계획된 과제와 준비된 질문들로 면담을 진행하되 학생의 답변이 모호할 경우 학생의 

생각을 세밀히 관찰하기 위해 질문지에 없는 질문을 하기도 하였다. 그리고 과제 해결에 직접적인 도움은 주지 않는 범위 안에서 추
가 질문 등을 통해 상호 작용하였으며, 질문에 대한 풀이 시간은 학생들의 차이를 고려하여 충분히 부여하였다.

연구 대상 및 과제 소개

다양한 수학적 수준의 학생들을 선정하기 위해 경기도에 소재한 한 중학교 1학년 수학 담당 교사의 도움으로 수업 중 이루어진 단원
별 형성평가 점수9와 자발적 참여 의사를 고려하여 현재 사교육을 받고 있지 않은 학생을 대상으로 학부모 동의를 거쳐 4명을 면담 참여
자로 선정하였다. 이는 COVID-19의 단계별 학생 등교 상황에 따라 원격수업 기간에도 수업 후에 학교로 등교하여 면담이 진행된다는 

점을 고려할 때 성실히 참여할 수 있는 연구 대상자를 선정하는 것이 중요하다고 판단했기 때문이다. 4명의 학생은 1차 사전면담을 통하
여 단위 조정 단계의 관점에서 2수준 단위를 주어진 자원으로 사용할 수 있는 2단계 학생 1명과 3수준 단위를 주어진 자원으로 사용할 수 

있는 3단계 학생 3명으로 판단되었다. 특히 본 연구는 단위 조정 3단계 학생 3명 중 문제 해결 과정에서 설명과 그린 그림이 유사했던 두 

명의 학생인 상연과 혜지에 주목하였다.10 1차 사전면담 과정에서는 6개씩 4줄과 6개씩 8줄로 된 쿠키가 들어있는 상자가 있을 때 두 상자
를 합하면 쿠키가 총 몇 개가 있는지 물어보았다.

이때 상연과 혜지는 Figure 3과 같이 유사한 그림을 그리며 “6×4+6×8”과 “24+48”이라는 식을 통해 “72”라고 답하였다. 그리고 

다른 풀이가 있는지에 대한 면담자의 질문에서도 두 학생 모두 4줄과 8줄이면 12줄이므로 “6개씩 12줄”이라고 표현하였다. 또한 한 

줄에 4개씩 6줄로 된 의자에 추가로 12개의 의자를 늘렸다면 의자가 모두 몇 개인지 물어보는 문제에서 상연은 “12는 4개씩 3줄이
므로 총 9줄이라서 4개씩 9줄이면 36개”라고 답하였다. 한편 혜지는 쿠키 문제와 같이 4개의 의자를 가로에 그리고 “×6”이라고 활
동지에 적으며 24개에 12개를 더하면 36개라고 하였다. 면담자가 또 다른 풀이가 있는지 물어보자 혜지는 12개의 의자를 4개씩 3줄
로 하여 9줄에 4를 곱해 총 의자 수를 답하였다. 두 학생 모두 문제 상황에서 ‘6개씩’과 ‘4개씩’을 각각 한 단위로 하여 ‘6개씩 총 12줄’

9	 현재 중학교 1학년은 자유학년제로 학교에서 수행평가나 지필평가라는 공식적인 평가 방법을 통해 성적을 산출하지 않고, 정성평가로만 평가된다. 
따라서 수학 교과 담당 교사의 도움을 받아 ‘2단원 정수와 유리수’를 마친 시점에 수업 시간을 이용하여 한 학급을 대상으로 정수와 유리수에 대한 단원 
형성평가(20문제)를 별도로 시행하였다.

10	 참여 학생의 이름은 모두 가명임을 밝힌다.
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과 ‘4개씩 총 9줄’인 문제 상황으로 보고, 전체 72개의 쿠키와 36개의 의자 수를 즉각적으로 답할 수 있었으며 두 문제를 모두 곱셈적 

관계가 포함된 상황으로 이해하였다. 두 과제로부터 구성한 단위와 단위 조작 방식을 정리해보면 활동 이전에 n-단위 m묶음(단위의 

단위)과 n-단위 k묶음을 더하여 전체 (nm+nk)개라고 생각할 수 있고, 1-n-nm, 1-n-nk라는 3수준 단위 구조를 유지하면서 동시에 전체 

(nm+nk)개로부터 이전의 단위인 n-단위를 취하여 n-단위 (m+k)묶음으로 1-n-n(m+k)라는 새로운 3수준 단위 구조를 재구성할 수 있
었다. 그리고 이러한 단위 조작이 모두 활동을 통해서 보여진 것이 아니라 이전에 가능했던 것으로 보인다. 따라서 두 학생 모두 자
연수 맥락에서 단위 조정 3단계 학생으로 판단되었다. 본 연구는 같은 단위 조정 수준에 있는 두 학생이 가분수가 포함된 분수 맥락
에서 나타내는 단위 조정 활동과 조작 방식에는 어떠한 공통점과 차이점이 있는지를 통해 비례 문제 해결 과정에서 어떠한 관련성
을 보여주는지 자세히 분석해보고자 한다.

면담에 대한 과제의 전체 구성 방향은 대상 학생들이 가지고 있는 자연수와 분수 지식, 비례 지식과 비례 개념이 포함된 대수적 

지식이 잘 나타나도록 과제를 선정하는 것이었다. 학생들의 자연수 지식과 분수 지식과 관련한 연구(Hackenberg & Tillema, 2009; 

Hackenberg, 2010; Kim et al., 2018; Shin et al., 2020; Yoo & Shin, 2020, 2021), 비례 관련한 연구(Lamon, 1993; Lee & Shin, 2020; Shin & 

Lee, 2019; Shin et al., 2020), 식의 표현과 관련한 연구(Hackenberg & Lee, 2015; Lee & Lee, 2020) 등을 참고하여 총 30개 이상의 과제
를 재구성하여 학생의 반응에 따라 한 차시에 4~5개의 과제를 다루었다. 또한 학생들이 다루게 될 과제는 사전에 선정하여 면담 계
획에 따라 제시하였다. 본 연구에서는 학생들의 분수 지식과 비례 개념에 대한 이해에서 보여준 단위 조정과 관련한 조작 활동을 분
석하고자 하였으므로 총 7차시 30개 이상의 면담 과제 중 두 차시 총 8문제에 대한 학생들의 문제 해결 과정을 분석하였다.

Table 2의 분수 지식과 관련된 연구는 Hackenberg와 Tillema (2009)에서 5가지의 유형으로 제시된 분수 곱셈 연산에 대한 과제이
다. ‘단위분수의 단위분수(a unit fraction of a unit fraction), 단위분수의 진분수(a non-unit fraction of a unit fraction), 진분수의 단위분
수 (a unit fraction of a non-unit fraction), 진분수의 진분수(a non-unit fraction of a non-unit fraction), 가분수의 가분수(complex fraction 

Table 2. Fractional Multiplication-related Interview Tasks.
No Content of the Tasks
F1 Eight friends came to Jisoo's birthday party and tried to share a large rectangular cake with 9 people including Jisoo. Eight friends shared the cake 

equally, and two more friends came as they were about to eat the other slice. If Jisoo tries to share the remaining pieces of cake equally with two of her 
late friends, how much of the whole cake will one person eat at this time?

F2 How much is 
1
3  to 2

5  of a rectangular cake?

F3 How much is 2
5  to 1

3  of a rectangular cake?

F4 Jisoo and Yeongho participated in the long jump competition. The index jumped about 3
4  of the 1m mark. The distance that Yeong-ho ran is 2

5
 of 

the distance that Jisoo ran. How many meters did Yeong-ho run?

F5 The index jumped about 
11
9  of the 1m mark. The distance that Yeongho ran is 

4
3  of the distance that Jisoo ran. How many meters did Yeong-ho run?

Figure 3. A picture of the cookie problem drawn by Sangyeon (left) and Hyeji (right).



이진아 · 이수진 / 단위 조정 3단계 학생의 비례 문제 해결에서 나타나는 분수 지식

Journal of the Korean Society of Mathematical Education Series A 11

composition)11’와 관련한 분수 곱셈의 5가지 유형으로 양적 구조는 유지하되 우리나라 상황에 맞추어 재구성하였다. 분수 곱셈의 형
태로 분수 구성 문제에 주목하여 합성 단위에 대한 스플리팅 조작 및 분배 분할 조작과 같은 보다 정교한 분할 조작을 유발할 것으
로 예상하였으며, 특히 Hackenberg와 Tillema에 의하면 ‘비 단위분수의 비 단위분수’는 최소한 3수준 단위를 활동을 통해 구성해야 

문제 해결이 가능하다고 하였다. 또한 3수준 단위를 내면화한 단위 조정 3단계 학생이라면 분수 맥락 안에서 분배 분할 조작을 통하
여 가분수를 포함한 비 단위분수의 비 단위분수의 양을 추론할 수 있다고 보았다.

다음은 Table 3에서와 같이 비례 관계와 관련된 과제이다. Lamon (1993)은 비례 개념을 포함 문제 상황들을 분석하여 의미적 유형을 

4가지로 구분하였다. 첫 번째 유형인 양의 측정(well-chunked measures)은 두 개의 외연량을 비교해 내포량을 얻는 것을 말한다. 두 번째 

유형은 부분-부분-전체(part-part-whole)로 전체 안에 포함되어 있는 두 부분집합의 외연량을 비교하는 것이다. 세 번째 유형인 관련된 

집합(associated sets)은 문제 상황에서 정의되기 전에는 관련이 없던 두 요소 사이의 관계를 비교하는 것으로 예를 들면 사람 수와 피자 

조각의 수와 같은 것을 말한다. 네 번째 유형인 확대와 축소(stretchers and shrinkers)는 두 특성을 나타내는 두 양의 확대, 축소 상황으로 

닮음이 여기에 해당된다. 본 연구에서는 첫 번째와 네 번째 유형으로 비례 관계에 있는 문제 상황을 제시하였다. 총 5개 과제 중 자연수 

배수 관계 여부와 막대 그림의 제시 여부를 통해서 본 연구에서 분석한 과제는 3개 과제이며, 그중 마지막 과제는 닮은 도형과 관련된
다. ‘도형의 닮음’은 중학교 2학년에서 배우는 개념이기 때문에 면담자는 ‘닮은 도형’이라는 표현을 면담 중에 사용하지 않았고, 학생들
에게 익숙한 휴대폰의 이미지 확대-축소 기능에 대한 설명을 통해 학생들이 문제 상황을 이해할 수 있도록 하였다.

11	 ‘complex fraction’은 일반적으로 분수의 분자 혹은 분모 중 적어도 하나가 분수인 ‘번분수’로 Hackenberg와 Tillema (2009)에서는 ‘
11
9 의 

4
3 ’와 같이 ‘1보다 

큰 가분수’를 포함하여 분수의 곱셈 과제를 ‘complex fraction composition’이라고 표현하였다.

Table 3.  Proportion-related Interview Tasks.
No Content of the Tasks
P1 The recipe for delicious chocolate milk is 4 cups of milk and 3 spoons of chocolate powder. Solve and explain each of the following problems for the 

chocolate milk recipe.

1) How about chocolate milk made according to the chocolate milk recipe above and chocolate milk made with 6 spoons of chocolate powder and 
8 cups of milk? The reason is that?

2) How many tablespoons of chocolate powder is needed for 7 cups of milk to make chocolate milk that tastes the same as the chocolate milk 
recipe? The reason is that?

P2 ‘Fresh Lemon Juice’ is made by mixing water and lemon syrup in a ratio of 5 to 2. Solve and explain the following problems about this lemon juice.

1) When comparing the taste of lemon juice made with 4 cups of lemon syrup in 10 cups of water and ‘Fresh Lemon Juice’, which lemon juice is 
stronger? The reason is that?

2) I want to make lemon juice with the same taste as 'fresh lemon juice'. How many cups of lemon syrup should you put in 75 cups of water?
3) How much water and lemon syrup are needed to make a total of 140 cups of ‘Fresh Lemon Juice’?
4) Using the picture below, solve and explain how much water and how many cups of lemon syrup are needed to make a total of 210 cups of ‘Fresh 

Lemon Juice’.(However, ‘Fresh Lemon Juice’ is made by mixing water and lemon syrup in a ratio of 5 to 2.)

water 
lemon syrup   

5) How much lemon syrup do you need to use in 21 cups of water to make 'Fresh Lemon Juice'? And how many cups of lemon juice are made at 
this time?

water 
lemon syrup   

P3 In the cell phone picture, the rectangle is 5 in width and 3 in length. 
The rectangle is too small to be enlarged. Solve the following problems and explain them.

1) If the vertical length is enlarged by 24, what is the horizontal length of the enlarged rectangle?
2) If the vertical length is enlarged by 5, what is the horizontal length of the enlarged rectangle?
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자료 수집 및 분석 방법

각 면담은 학생과 면담자가 같은 방향으로 나란히 앉아 진행되었으며, 면담의 모든 과정은 카메라로 녹화되었다. 차시별로 촬영
된 영상, 면담 내용에 대한 전사 자료, 학생 활동지, 그리고 촬영된 영상 안에서 관찰된 학생의 특징을 기록한 일지 등 포함하여 분석
에 종합적으로 활용하였다. 분석은 두 단계로 진행되었는데, 1차 분석은 면담이 진행되는 과정 중의 자료 수집과 분석이 동시에 이
루어졌으며, 2차 분석은 모든 자료 수집이 완료된 이후에 회고 분석을 실시하였다. 1, 2차 분석으로부터 연구 문제에 부합하는 결과
를 도출하고자 하였다. 1차 분석의 목적은 분수 관련 문제와 비례 문제 해결 과정에 대한 개별 분석을 위해 학생과 면담자와의 대
화 중에 관찰되는 언어적 표현과 비언어적 표현(손동작, 표정, 기타 행동 등)이 학생들의 문제 해결 과정에서 어떤 수학적 구조와 

조작들을 기반으로 사고하여 행동하는지를 추론하고 기술하는 것이었다(Yoo et al., 2018). 이 단계는 학생 면담 과정에 대한 발췌문
을 포함하여 문제 해결 과정에 대한 해석과 추측, 선행 연구로부터의 이론적 틀을 바탕으로 기술된 연구자의 분석으로 구성되었다
(Corbin & Strauss, 2015). 2차 분석은 1차 분석의 결과를 바탕으로 두 저자가 논의를 통해 두 학생의 분수 지식과 비례 지식 사이에서 

보여진 조작 방식을 일관성 있게 설명할 수 있는 요소를 찾아 학생들의 단위 조정 활동과 추론 과정에 대해 설명할 수 있는 가설을 

세우고, 연구 문제를 확인하는 데 목적을 두었다(Ezzy, 2002).

결과 분석

두 학생의 분수 맥락에서의 단위 조정

과제 [F1], [F2], [F3]에 대한 분수 문제 상황에서는 두 학생 모두 결과적으로 면담자의 개입 없이 스스로 그림을 그려가며 문제를 해결
해 나갔다. 이 과정에서 상연에게 나타난 일관된 모습은 수치적 계산을 먼저 한 뒤에야 그림을 그려서 자신의 답을 확인하는 모습이었다.

상연이 설명을 위해 그린 그림은 Figure 4와 같이 모두 m × n직사각형 형태(예, 3×9, 5×3, 3×5의 직사각형)로 구하고자 하는 부
분을 색칠하며 수치적 계산으로 나온 값을 확인하였다.

반면 혜지가 그린 그림은 Figure 5와 같이 문제의 유형에 따라 조금씩 달랐다. 혜지는 ‘ 1
9 의 1

3 ’과제에서 상연과 같이 m × n직사각
형 형태(9×3 직사각형)로 한 칸을 색칠하며 1

27을 나타내었지만, ‘ 1
3 의 2

5 ’과제에서는 1-막대를 3등분하고, 3부분 중 1부분만 (동일
한 크기로의 분할이 아닌) 5등분하여 그중 두 칸을 색칠하며 2

15임을 설명하였다. 그리고 ‘ 1
3 의 2

5 ’에서 1-막대를 3등분한 1부분( 1
3 )

을 1-단위로 하여 2
5 를 택했던 것과 같이 ‘ 2

5 의 1
3 ’과제에서도 1-막대를 5등분하여 5부분 중 2부분을 하나의 1-단위로 보고 1

3 을 택
하기 위해 다시 2

5 (혜지에게는 1-단위)를 Figure 5의 세 번째와 같이 점선으로 3등분하여 한 칸을 색칠했다. 이후로 ‘ 2
15 ’라는 답을 말

하기까지 혜지는 ‘30초’라는 시간이 걸렸다. 이 시간 동안 혜지는 2
5 를 3등분한 한 칸을 다시 절반으로 나누었으며, 결국 1-막대 전

체를 15부분으로 만들었다. ‘ 2
5 의 1

3 ’은 1-막대를 5등분한 (각 1
5 이 두 개인) 2부분의 1

3 이므로 ‘2의 1
3 ’에 대한 문제 상황으로 인식

할 수 있다. 따라서 더 작은 부분으로의 분할에 대한 필요성이 요구되며, 각 1
5 에 3을 합성하여 전체 1을 15

15로 변환할 수 있어야 한다. 
상연에게는 세 가지 유형의 문제 모두 수치적 계산 후 m × n직사각형 형태로 설명이 가능하였기에 같은 문제 상황이었을지 모르지

Figure 4. Partitioning picture the form of an m×n rectangle of Sangyeon.
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Figure 6. The trial and error of partitioning by Hyeji.

Figure 5. Partition picture of Hyeji drawn in slightly different forms depending on the Tasks.

만, 혜지에게는 ‘진분수의 단위분수’ 유형은 ‘더 작은 부분’으로의 분할이 요구되는 문제 상황으로 ‘30초’라는 고민의 시간이 필요했
던 만큼 도전적인 문제 상황이었다.

다음으로 두 학생에게 제시된 유형은 조금 더 복잡한 문제인 ‘진분수의 진분수’와 ‘가분수의 가분수’ 문제이다. 제시된 문제는 1 m

를 기준으로 한 ‘제자리 멀리 뛰기’ 상황이므로 상연이 지금까지 나타냈던 m × n직사각형 형태로는 더 이상 해결하기 어려운 문제
였다. 따라서 수치적 계산으로 답은 구할 수 있을지 몰라도 두 가지 유형은 두 학생 모두에게 도전적인 문제 상황으로 면담자의 추
가 질문에 의한 ‘활동을 통해’ 단위를 조정하는 모습을 보였다. 다음은 두 학생이 활동을 통해 보여지는 분할의 결과와 가용 가능했
던 조작들을 단위 조정 관점에서 살펴보고자 한다.

분수 맥락에서 혜지의 단위 조정

‘진분수의 진분수’ 유형인 과제 [F4]에서 혜지는 1-막대(1 m)를 4부분으로 나누고, 4부분 중 3부분이 지수가 뛴 거리 3
4  m라는 것을 

그림으로 나타내었다. 그리고 ‘지수가 뛴 거리로부터 영호가 뛴 거리’를 나타내기 위해 3
4  m인 3부분을 분할하기 시작하였다.

혜: (긴 직사각형을 그리고, 4등분한 것 중 3부분 빗금으로 색칠한 뒤 “지수”라고 적는다. 그리고 색칠한 3부분을 다시 절반씩 
나눈다.) 어! (절반씩 나누었던 선을 지우고, 5초 뒤에 3개씩 나눈다. 3초 뒤 3개씩 나눈 것 중 두 번째와 세 번째 칸을 다시 절
반씩 나눈다.)

혜지는 [F4]를 ‘3의 2
5 ’에 대한 문제로 인식한 것이다. 그러나 1

4 부분을 5등분으로 바로 분할하지 못하고, Figure 6과 같이 분할 과
정에서 여러 번의 시행착오를 보여주었다. 처음에는 지수가 뛴 거리 3부분을 모두 절반씩 나누더니 5초 뒤에 나눈 선을 지우고, 각
각 3개씩 나눈 다음 3초 뒤에 3개로 나눈 것 중에 두 번째와 세 번째를 다시 절반씩 나누었다. 바로 5등분으로 분할하지 못하고, 5등
분이 될 때까지 1

4 -단위를 순차적으로 2개, 3개, 4개, 5개로 나누었다. 이후로 지수가 뛴 거리를 15부분으로 분할한 뒤 2
5 를 나타내는 

과정에서 혜지가 보여준 조작 활동에 주목해 볼 필요가 있다.

혜: (15부분에서 하나씩 손가락으로 집어가며 하나, 둘 세더니 잠깐 멈추고, 4번째 작은 칸의 선을 좀 더 진하게 긋더니, 15개의 
칸 중 두 번째 칸까지 진하게 색칠하다가 2초가량 잠시 멈춘다. 그리고 다시 나머지 세 번째부터 4칸을 더 칠하여 총 6개의 
칸을 색칠한다.) 했어요.

면: 설명 좀 해줄래?
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혜: 3
4 칸에서 3

4 의 2
5 가 영호가 뛴 거리잖아요. 3

4 을 5랑 될 수 있게 15칸으로 나눠서 한 칸을 5개로 쪼개서 15칸을 하고 2
5 니

까 3배를 곱해서 6칸을 칠했어요.

면: 15칸에서 6칸? 그럼 영호가 뛴 거리는?

혜: 음... 6
15

면: 그럼 그림에서 (15개로 나눈 것 중 하나를 가리키며) 이거 작은 한 칸은 얼마야?

혜: 1
15이요...

면: 전체?

혜: 아! 전체에서는 1
20이요.

면: 그럼 색칠한 6칸은 전체 얼마야?

혜: 20칸으로 나눈 것 중에 6칸을 칠한 거니까 
6
20  m요.

혜지는 15부분 중 6개를 색칠하였는데, 하나, 둘하고 손으로 두 개까지 집어가며 세더니 잠깐 멈추고 잠시 뒤 네 번째 칸까지의 분
할 선을 진하게 그은 후 두 개까지 색칠하고 2초 후에 세 번째부터 여섯 번째까지 이어서 색칠하였다. 여기에서 1

4 -단위에 5를 합성
하여 2개의 칸을 택하고 전체가 3

4 이므로 세 번 반복하여 2, 4, 6개의 칸을 색칠했다는 점이다. 혜지가 활동을 통해 전체를 작은 부분
으로 분할하고, 분리, 반복의 조작을 순차적으로 거쳤지만, 합성 단위에 대한 등분할 조작만 구성한 학생이었다면 해결하기 어려웠
을 ‘3의 2

5 ’의 문제 상황에 대하여 3부분( 1
4 -단위로 이루어진 3개)을 단순히 5-단위로 합성만 한 것이 아니라 5가 3개씩 있는 15개로 

변환할 수 있었다. 그리고 3부분 중 1부분에서 ‘부분의 양( 2
5 )’을 택한 후 “3배를 곱해서 6칸을 칠했어요.”라는 설명으로부터 ‘부분의 

양’을 분할하기만 하는 것이 아니라 부분의 양에 대한 ‘부분의 수’만큼 택할 수 있다는 인식은 분배 분할 조작을 사용하였다고 근거

로 작용한다.

한편, 과제 [F5]는 ‘가분수의 가분수량’을 구하는 문제로 Hackenberg와 Tillema (2009)에서 제시된 5가지 유형의 과제 중 가장 어려
운 유형이다. 이때 혜지는 1-단위에서 가분수인 11

9 은 나타낼 수 있었지만, 11의 4
3 를 구하는 과정에서 ‘1분 40초’ 동안 아무 말이 없

었고 허공에 손가락으로 무엇인가를 써보려는 행동만 취하였다. 이후에 면담자는 혜지에게 “11
9 은 1

9 이 몇 개 있지?”라고 질문을 하
였으며, 이에 혜지는 이미 자신이 그린 11

9 -막대 그림이 있음에도 불구하고, 그 아래 새로운 또 하나의 막대를 다시 그려 11부분 각각
을 3개씩 나누기 시작하였다. 이 문제를 고민한 지 5분이 지난 후에야 비로소 혜지는 ‘ 1

11-막대에 대한 3-단위로의 합성’에 주목하게 
된 것이다. 그리고는 33칸 중 11칸을 하나로 묶으며 이 문제가 제시된 후 처음으로 혜지는 웃음을 보였다. 이 과정에서 혜지는 3개씩 

11부분인 동시에 11개씩 3부분으로 하여 1-3-33이면서 동시에 1-11-33으로의 두 개의 3수준 단위 구조로 11
9 -막대 그림을 바라볼 수 

있게 된 것으로 판단된다.12

이후로 혜지는 Figure 7과 같이 11의 4
3 를 구성하기 위해 1-3-33에서 3개씩 11부분을 11개씩 3부분인 1-11-33이라는 구조로 변환하여 

‘반복된 11-단위’와 같이 11을 하나 더 추가해 총 44칸의 막대 그림을 완성하였다. 그리고 이어진 면담자와의 대화이다.

12	 자연수 맥락에서 단위 조정 3단계 학생이라면 1-3-33과 1-11-33의 두 개의 구조 사이에서 유연한 조정 즉, 3×11=33과 11×3=33 사이의 변환은 가용 가능한 
조작이다.

Figure 7. Image about 4
3  of 11 that Hyeji has.
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면: 지금 그린 것을 값으로 나타내면 얼마가 될까?

혜: 44
33이에요. 11칸에서 한 조각을 1

11을 세 조각을 냈어요.

면: 44
33를 다르게 표현하면 얼마일까?

혜: 4
3 이요.

면: 영호가 뛴 거리는 4
3 인가요?

혜: 아니요.
면: 1이 얼마지? 그림에서 1 m가 어디인지 표현해 볼래?
혜: 9개 칸까지 1 m에요.
면: 지금 44칸으로 나눈 이 그림에 다가 1 m가 어디쯤인지 나타낼 수 있니?
혜: 모르겠어요.
면: 한 칸을 3개씩 쪼개었지?
혜: (33칸의 마지막 칸부터 하나, 둘, 세더니 뒤에서 6번 째 칸에서 앞에 있는 첫 칸까지 곡선으로 묶어서 표시하고) 여기까지요.
면: 그럼 표시한 부분이 1인 거지?
혜: (응답이 없다.)
면: 1 m까지는 몇 칸이야?
혜: 33칸이요.
면: 그럼 지수는?
혜: 아... 아하! 27칸이요. (약 20초 이후) 음... (작은 목소리로) 44

27요.
면: 아까 

44
33는?

혜: 아까는 1 m로 한 것이 아니라... 지수가 뛴 거리로 해서 
44
33이었던 것 같아요.

위의 대화에서처럼 혜지는 11부분 각각의 1( 1
9 -막대)에 3-단위를 합성하였으나, 전체를 못 보고 11부분에 대한 1

33  - 33
33  - 44

33로의 3
수준 단위 구조에 주목하였다. 즉, 가분수가 포함된 맥락에서는 활동을 통해 두 개의 3수준 단위 구조를 유지하는 것이 쉽지 않음을 
보여 주었다. 결국 “1 m가 어디쯤인지 나타낼 수 있니?”, “1 m까지는 몇 칸이야?”와 같은 면담자의 추가 질문 이후에야 자신이 나타
낸 막대 그림의 전체에 주목하는 듯하였으며, 전체 27

27로 회귀할 수 있었다.

분수 맥락에서 상연의 단위 조정

앞서 세 가지 과제 [F1], [F2], [F3]을 모두 m × n직사각형 형태로 그리며 설명하였던 상연에게 과제 [F4]인 ‘ 3
4 의 2

5 ’도 같은 문제 
상황에서 물어봤다면 4 × 5 (혹은 5 × 4)의 직사각형을 그리며 여섯 칸을 색칠했을 것이다. 그러나 과제 [F4]는 앞서 세 가지 유형과

는 문제 상황이 달랐다. 즉, 1 m를 기준으로 뛴 거리를 나타내는 문제 상황으로 상연에게 더 이상 직사각형으로 해결하기 어려운 문

제였다. 상연은 혜지와 같이 1 m로부터 지수가 뛴 거리 3
4  m는 고민 없이 그림으로 나타낼 수 있었지만, 지수가 뛴 거리로부터 영호

가 뛴 거리를 나타내는 과정에서는 시행착오를 거치게 된다. 다음은 과제가 주어진 후 이루어진 상연과의 대화 일부이다.

면: 그림은 선생님이 따로 주지 않았는데, 1 m 그림을 그려서 지수의 
3
4 을 나타내볼까요?

상: (직사각형 하나 그리고 이를 4등분한 다음 그중에서 세 부분을 색칠하며, 아래 “지수가 뛴 거리 3
4  m”라고 적는다.)

면: 그림에다가 영호가 뛴 거리를 나타내볼래?
상: (세 부분 중 한 부분을 절반으로 다시 나누다가 지운다.) 꼭 지수 그림에서 나타내야 하는 거죠?
면: 응.
상: (세 부분을 새롭게 나누기 시작한다.)
면: 지수의 한 칸을 나누고 있는 거야?
상: 네.
면: 어떻게 나누고 있어?
상: 지수의 전체를 5개로 나누고 있어요.
면: 지수가 원래 3개의 칸으로 나누어져 있었는데, 새롭게 나누는 거야?
상: 네. 눈대중으로요.
면: 지수의 3칸을 5개로 정확하게 나눌 수는 없을까?
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상: 자를 대고요?
면: 그건 아니고...
상: (문제만 바라본다.)
면: 그럼 예를 들어 3조각의 케이크를 5명에서 나눠 먹으려고 한다면 자를 사용할 수도 없고, 어떻게 정확하게 나누어 먹을까? 

어떻게 나눌 것 같아?
상: 음... 한 조각을 5개씩 나누면 될까요?

처음에 상연은 지수의 세 부분 중 한 부분( 1
4 )을 절반으로 나누다가 바로 지우고는 ‘지수가 뛴 거리 전체’를 하나인 1-단위로 보고 

5등분하였다. 이후에 “지수가 원래 3개의 칸으로 나누어져 있었는데, 새롭게 나누는 거야?”라고 면담자가 물어보자, “눈대중으로
요.”라고 답하였다. 그리고 ‘3분 20초’가 지난 뒤 면담자의 추가 질문을 통해 비로소 상연은 “한 조각을 5개씩 나누면 될까요?”라고 

답하며 3부분에 5단위를 합성하기 시작했다. Steffe (2003)에 의하면 1
3 의 1

4 에 대해 1을 3으로 분할하고, 3을 4로 분할하는 과정에서 
합성 단위를 생성하여 전체를 1-3-12라는 3수준 단위 구조로 구성할 수 있을 때, 두 분할의 합성이 재귀적이라고 하였다. 면담 과정 
중 상연의 “눈대중”이라는 표현에서 알 수 있듯이 상연은 단위분수의 진분수 곱셈에서는 두 분할의 합성이 재귀적이지 못한 것으
로 보이며13, 혜지가 스스로 단위를 합성하면서 보여주었던 시행착오들과 비교되는 모습이다. 다음은 지수가 뛴 거리의 2

5 에 대한 상연
과 면담자와의 대화 일부이다.

상: (15개 중에서 3개의 칸을 색칠하고 3초 뒤 네 번째 칸부터 다시 3개의 칸을 더 색칠한다.)
면: 선생님이 색깔 있는 펜을 빌려줄까?
상: 어! 네. (빨간색 볼펜으로 6개의 칸을 색칠한다.)
면: 몇 칸을 색칠했어?
상: 6개요.
면: 왜?
상: 이 중에서 

2
5 칸인데, 한 개를 

2
5 로.. 

2
5 만큼인데, 얘가 한 칸에 5칸이니까 두 칸은 

2
15니까, 

2
5 에 

3
1 을 곱해서... (목소리가 들

리지 않는다.) 5...

면: 2
5 에서 3을 곱해서?

상: (작은 목소리로) 잠깐만요... (활동지에 “ 2
5  ×

3
3  = 6

15”라고 쓴다.) 총 15칸이 되고, 색칠해야 되는 칸은 총 6칸이에요.

면: 지수의 색칠한 6칸은 얼마야?

상: 6
15이요. 2

5
면: 전체 1 m에서 영호가 뛴 거리는 얼마를 나타내는 것 같아요? 여기 전체 1 m에서..

상: 아! (막대 그림의 전체 20개를 빨간색 볼펜으로 묶으며) 6
20이요.

면: 왜?

상: 왜냐하면 총 1이 아니라 총 3
4  m이니까 1

4 만큼을 더 채워야 1 m가 되어서 그래서 여기가 3
4 을 5칸씩 나누었을 때 색칠한 칸

이니까 여기도 (1 m를 4등분한 것 중 지수가 뛴 거리 3칸 말고, 마지막 한 칸을 가리키며) 똑같이 5칸으로 나눠서 총 1 m의 
20개 중 6개니까요.

상연은 3이 5로 나누어떨어지지 않기 때문에 3을 5라는 합성 단위의 반복으로 구성하는 것이 불가능하다는 것은 인식하고 있었
다. 비록 분할에 대한 어려움을 보여 면담자가 활동 중에 추가 질문들을 했었지만, 상연은 ‘세 조각의 케이크를 5명이 나눠 먹는 상
황’으로부터 전체 3이 5로 나누어떨어지도록 더 작은 부분으로 분할해야 한다는 아이디어와 연결시켜 합성 단위에 대한 등분할 조
작의 가능성을 보여주었다. 이 과정에서 상연의 설명과 행동은 두 가지 측면에서 주목해 볼 수 있는데, 한 가지는 실제 막대 그림에
서 분할의 여러 시행착오를 보여주며 ‘15개 중 2

5 가 6개’임을 나타냈고, 조작 활동 중에서 일부를 반복하여 곱셈적 상황으로 순차적 
접근을 하고 있다는 점이다. 다른 한 가지는 앞선 문제들과 같이 수치적 계산으로 문제의 답을 확인하고 설명을 이어가는 일관된 모

13	 상연은 막대의 분할을 통해 분수 문제를 해결하는 것이 익숙하지 않아서 초반에 눈대중으로 분할했을 수도 있다. 그러나 단위에 단위를 합성하는 문제 
상황에서 눈대중으로 분할하는 상연의 모습은 이후로도 자주 등장했던 모습임을 밝힌다.
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습을 보여주었다는 것이다. 충분히 자신이 보여준 행동으로부터 분할의 과정을 통해 15의 2
5 가 6임을 설명할 수 있었으나, 설명 전

에 수치적 계산을 하여 답을 확인한 후에야 자신의 문제 해결 과정을 설명하였다. 이후 상연은 15
15-막대 그림으로 문제를 바라보며 

자신이 답으로 택한 6이 6
15이라고 했지만, ‘전체 1 m’에 대한 면담자의 질문에 자신이 나타낸 막대 그림 보고, 전체를 펜으로 표시하

며 5-단위 4개가 전체인 1( 4
4 )로 회귀할 수 있었다.

과제 [F5]에서 처음 1분 40초 동안 아무 응답이 없었던 혜지와는 달리, 상연은 ‘눈대중’으로 분할하였던 과제 [F4]와 같은 방법으로 

아무런 고민 없이 바로 11
9 에서 11부분을 눈대중으로 Figure 8과 같이 새롭게 4등분하였다.14 다음은 상연의 눈대중으로 분할하는 과

정에서의 설명이다.

Figure 8. Partitioning from eye measurements15.

상: (빨간색 볼펜으로 6번째 칸의 절반을 나누고, 세 번째와 네 번째 칸을 구분하는 선을 빨간색 볼펜으로 더 진하게 그은 다음, 
8
9 지점과 9

9 지점의 절반을 긋고, 11
9 인 지수가 뛴 거리에 이어서 지수가 뛴 거리의 1

4 과 비슷한 크기의 사각형을 빨간색 볼
펜으로 그린다. 그림 아래 “영호가 뛴 거리”라고 적는다.)

면: 어떻게 그렸는지 설명해줄래?
상: (

11
9  뒤에 빨간색 볼펜으로 이어서 그린 사각형을 3칸으로 나눈다.) 움... (1 m를 가리키며) 지수가 뛴 거리를 3칸으로 나누면... 

(그림 전체를 가리키며) 이게 총 영호의 3
4 인거니까... 어! 근데 (지수가 뛴 거리를 가리키며) 여기가 4칸인데요?

면: 다시 그려야 할 것 같아?
상: 네. 다른 색으로 다시 그릴게요. (파란색 볼펜으로 펜을 바꾸어 역시 3개씩 묶어서 11

9 을 또 아까처럼 네 칸으로 나누었다.)
면: 어? 잘 나눈 거 맞아? 다시 다른 색으로 표시해 볼까?
상: 세 칸으로 나눈 거니까.. (하늘색 형광펜으로 이번에는 4개씩 묶어서 한 칸을 만들고 두 번째, 세 번째 칸은 대충 나누어서 

11
9

이 4개씩 세 묶음이 되도록 표시한다.)
면: 이번에는 잘 나눈 거 맞아?

상: 네. 지수가 뛴 거리의 세 칸으로 나누고 하나를 더 늘렸어요. 
4
4  중 3칸인 거니까... 영호가 뛴 거리는 지수의 

4
3 는 얘가 영호

의 반대로 3
4 인 거니까요. 영호가 뛴 거리만큼이 되니까 3칸으로 나누고 그 만큼 하나 더 늘렸어요.

면: 그럼 지수가 뛴 거리를 세 칸으로 나누었다고 했는데, 그 한 칸이 얼마를 나타내는 거야?

상: 
11
9 의 

1
3 이요. (활동지에 “11

9 × 1
3  = 

11
27”이라고 적는다.) 

11
27

면: 그런데 그림으로 11
27인지 확인할 수 있을까? 선생님은 잘 모르겠는데?

상: 아하... 여기서 약간 어.. (30초 후) 모르겠어요. 여기서 설명을 잘 못하겠어요.

상연은 11부분에 3-단위를 합성하기보다는 11부분을 새롭게 1-단위로 보고 3으로 나누고 싶었던 것 같았다. 그러나 3으로 나누지 
않고 자신의 말과는 달리 4로 나누는 시행착오를 두 번이나 거친 후에 세 번째 시도에서 11부분을 1-단위로 보고 3으로 나누었다. 이 

과정은 1에서 11
9 을 나타내기 위한 방식과 유사하며, 11부분에서 가분수 4

3 만큼을 그림으로 나타내기 위해 ‘3으로 나눈 양’을 네 번 

14	 상연은 1에서 
11
9 인 가분수를 나타냈던 방식과 같이 11부분을 1-단위로 보고 3으로 나누어 

4
3 를 나타내기 위해 한 번 더 반복하는 조작 활동을 의도했던 것 

같으나, 그림에서는 계속 11부분을 4로 나누는 모습을 보였다.
15	 상연은 면담 과정에서 지수가 뛴 거리를 세 칸으로 나눈다고 하였으나, 그림으로는 네 칸으로 나누었다. 단위에 단위를 분할해서 나눈 것이 아니므로 

12부분이지만 4씩 3개(혹은 3씩 4개)라는 1-4-12(혹은 1-3-12)의 3수준 단위 구조를 구성하지는 못하였음을 보여주는 근거이다. 
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반복한 것으로 보인다. 이때 ‘3으로 나눈 양’은 11부분 각각의 1에 3을 합성하여 구성한 양이 아니므로 Figure 6의 왼쪽 그림과 같이 

상연에게는 ‘미지의 양’이다. 따라서 상연에게 11
9 은 이전의 3수준 단위 구조인 1

9  - 9
9  - 11

9 이 아니라 새로운 3수준 단위 구조 1
3  - 3

3  - 
4
3 에서의 새로운 1-단위( 3

3 )이며, ‘미지의 양’을 구하기 위해서는 수치적 계산이 필연적이었을 것으로 판단된다. 결국 상연은 수치
적 계산 결과에 대한 양적 의미를 자신이 그린 그림과 연결 지어 설명하지 못하였고, ‘30초’라는 긴 시간 동안 고민하다가 “여기서 설
명을 잘 못하겠어요.”라며 면담을 마무리하였다.

두 학생의 비례 문제 해결 과정에서 나타나는 분수 지식

혜지의 비례 문제 해결 과정

과제 [P1]에서 [P2]의 3번 문제까지는 막대 그림이 제시되지 않은 비례 문제로 혜지는 비를 하나의 묶음으로 자연수 배수 관계를 

이용하여 해결하였다. 특히 자연수 배수 관계가 아닌 문제 상황에서는 한 단위와 그에 대응하는 다른 한 양의 결합된 비 개념을 이용
하여 곱셈적으로 문제를 해결하였다. 문제 해결 과정을 구체적으로 살펴보면, 과제 [P1]은 우유 4컵에 초코파우더 3스푼인 ‘4대3’의 

비가 성립하는 문제 상황에서 우유 7컵에 대한 초코파우더의 양을 물어보는 문제이다. 혜지는 자연수 배수 관계가 성립하지 않자 

‘50초’라는 시간 동안 무언가를 고민하는 듯하였다. 그리고 활동지에 “3× 1
4  = 3

4 ”라고 적었으며, 이에 대한 설명으로 “4컵에 3스푼
이니까 한 컵에 넣는 스푼은 3

4 스푼이고, 7컵이 되려면 3컵이 더 필요하니까 우유 3컵이면 초코파우더가 9
4 스푼, 7컵이면 3스푼에 

2 1
4 스푼을 더해서 5 1

4 스푼이에요.”라고 하였다. 이와 같은 반응은 Johnson (2015), Lee와 Lee (2020)에서의 내재화된 비인 ‘하나당으

로의 비’ 개념에서 ‘우유 한 컵당에 대응하는 초코파우더의 양 3
4 에 대한 결합된 비’로 해석된다. 즉, 우유 3컵16에 대한 미지의 초코

파우더 양을 구하기 위해 4:3의 비로부터 우유 1컵에 대한 미지의 초코파우더의 양인 3
4 을 찾을 수 있었다. 과제 [P2]의 물 5컵에 레

몬 시럽 2컵으로 하는 ‘5대2’ 문제 상황에서도 자연수 배수 관계를 이용하여 2번 문제 ‘물 75컵에 대한 레몬 시럽의 양’을 쉽게 답하
였다. 또 3번 문제인 레몬주스 전체 양 140컵을 만들기 위해 물과 레몬 시럽의 양을 각각 물어보았을 때에는 ‘5대2’라는 비를 하나의 

묶음으로 하여 “물과 레몬 시럽이 총 7컵이니까 7이 140이 되려면 20을 곱하면 되잖아요. 그래서 물 5컵에 20을 레몬 시럽 2컵에 20

을 곱했어요.”라고 설명하였다. 즉, 전체 양 140컵을 미지의 합성 단위 7개로 이루어진 3수준 단위 구조로 보고 140-단위를 7부분으
로 등분할하여 미지의 합성 단위의 크기를 찾아낼 수 있었다.

한편, 과제 [P2]에서 막대 그림이 제시된 4번 문제는 물과 레몬 시럽이 ‘5대2’의 비를 만족할 때, 레몬주스 210컵을 만들기 위한 물
과 레몬 시럽의 양을 구하는 문제이다. 이때 혜지는 바로 “물 150컵, 시럽 60컵”으로 답하였으나 그림을 어떻게 나타내야 할지 어려
워하였다. 면담자는 주어진 막대 그림이 꼭 물 5컵과 레몬 시럽 2컵을 의미하는 것은 아니라고 하였고, 혜지는 “150 나누기 5면 30이
니까, 60에서 나누기 5를 하면 30이 나왔어요.”라며 막대 그림의 각 칸에 모두 “30”이라고 적었다.

다음 [P2]의 5번 문제로 ‘물 21컵에 대한 레몬 시럽의 양’을 물어보는 상황에 혜지는 ‘3분 28초’ 동안 아무 말을 하지 않고 문제만 

바라보았다. 이후 활동지의 막대 그림 아래 “21× 1
5  = 21

5 ”라고 적은 뒤, Figure 9와 같이 물 5-막대의 첫 번째 칸과 두 번째 칸에 각각 
“4 1

5 ”라고 적었고, 레몬 시럽 2-막대 아래 “8 2
5 ”라고 적었다.

16	 주어진 과제에서는 우유 7컵이었지만 혜지는 이미 우유 4컵은 주어진 양이므로 나머지 우유 3컵에 대한 초코 파우더의 양을 구하기 위해 우유 3컵에 대한 
문제 상황으로 인식한 것으로 보인다.

Figure 9. The bars task picture drawn by Hyeji.
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설명을 요구하는 면담자의 질문에 혜지는 “물 21컵에 하니까, 여기 (물 5-막대를 가리키며) 한 칸당 몇 컵을 넣어야 할지를 구해서 

21 × 1
5 하면 4 1

5 컵이 나오고, 5배를 하면 21컵이 나와서 한 칸당 4 1
5 을 하고, 그러면 레몬 시럽이 8 2

5 컵이 나와요.”라고 설명하였
다. 혜지는 물 21컵을 물에 해당하는 비인 5(즉, 5부분)로 보고 1부분을 구하기 위해 21을 5로 나누었으며, 2부분에 해당하는 레몬 시
럽의 양을 구하기 위해 1부분에 해당하는 양(21

5 )에 2를 곱하는 (혹은 21
5 을 두 번 반복하여 더하는) 문제 상황으로 인식한 것이다. 이

때 주목할 점은 혜지가 물 5-막대에 대하여 별도로 분할하는 활동을 보이지 않은 상태에서 물 21의 단일 단위(4 1
5 컵) 각각에 대한 5

부분으로 인식하고 있으므로 이를 분배하는 방식으로 레몬 시럽의 양을 구했다는 점이다. 이는 앞서 ‘ 3
4 의 2

5 ’의 분수 과제에서 ‘3의 
2
5 ’에 대한 문제 해결 과정 중 (3부분에서) 1부분의 양 2

5 에서 부분의 수 3만큼 택할 수 있다는 아이디어와 21로부터 부분의 양인 단
일 단위  4 1

5 을 부분의 수 2(레몬 시럽 2-막대)만큼 택할 수 있었던 조작과 유사한 활동이라고 할 수 있다.
막대 그림이 제시되지 않았던 과제와 비교해 볼 때, 초코우유 문제에서 혜지는 우유 한 컵에 대한 초코파우더의 양을 반복하여 우

유 7컵에 대한 초코파우더의 양을 구했다. 반면 막대 그림이 제시된 과제에서는 막대 그림 전체 21컵을 1-단위로 두고, 5로 나누어 
21
5 의 단일 단위인 부분의 양을 레몬 시럽 3-막대 각각에 분배하는 방식(즉, 부분의 수만큼 택하는 방식)으로의 곱셈적 상황으로 보

았고, 그 과정에서 초코우유 문제 해결을 위한 시간보다 ‘4배’의 시간이 필요했던 것으로 보인다. 혜지에게 ‘4배’라는 시간은 비례 문
제를 막대 그림으로 나타내는 과정이 익숙하지 않아서였을지 모르지만, 막대 그림으로 인하여 주어진 문제 상황에 대한 접근 방식
의 전환이 필요했기 때문으로도 해석된다.

상연의 비례 문제 해결 과정

상연의 비례 문제 해결 과정을 살펴보면 과제 [P1]의 자연수 배수 관계가 성립되지 않는 문제 상황에서 혜지와 같이 당황해하는 모습을 

보였다. 그러나 한 단위와 그에 대응하는 다른 한 양의 결합된 비 개념으로 접근했던 혜지와는 달리 ‘외항의 곱은 내항의 곱과 같다’라는 비
례식 알고리즘을 사용하여 답을 구하였다. 이후로도 제시된 비례 문제들은 모두 비례식 알고리즘만을 이용해서 답을 구하였다. 상연이 구
한 답에 대하여 면담자가 추가 설명을 요구하였을 때에도 비례식 알고리즘만을 반복하며, 다른 시도를 보이지 않았으므로 면담을 마무리
하였다.17 다음은 그로부터 4주 뒤에 진행된 추가 면담에서의 상연과 면담자의 대화 일부이다.

면: 물 5컵에 레몬 시럽 2컵으로 하는 레몬에이드를 만든다고 한다면 같은 맛을 내기 위해 물 7컵에는 레몬 시럽 몇 컵을 넣어야 
할까?

상: (1분 동안 문제만 바라본다.) 약간.. 막히는 거 같은데요. (말끝을 흐린다.) 어려워요.
면: 왜?
상: 식을 정렬해서 해야되는데, 그게 잘 안 돼서요.
면: 어떻게 해야 할지 모르겠어?
상: 네.
면: 만약 물이 5컵의 절반이라면 시럽은?
상: (활동지를 바라만 본다. 문제를 읽은 지 ‘1분 50초’ 후 활동지에 적기 시작한다.) 시럽도 

5
2 ... 한 컵이요. (활동지 문제에 ‘5대 2

의 비’라는 표현에 밑줄을 긋고, “ 5
5 대 2

5 ”라고 고친 뒤 2
5 에 7을 곱하여 14

5 를 적는다.) 2.8컵이요.

면: 어떻게 나왔어?
상: 

5
5 컵당 

2
5 컵. 그러니까 1컵당 

2
5 컵이니까 7을 똑같이 곱해서 

14
5 에요.

상연은 처음에 문제만 바라보며 1분 동안 아무런 시도조차 하지 못하더니 “식을 정렬해서 해야되는데, 그게 잘 안 돼서요.”라며 

이전 면담에서 보여주었던 비례식 알고리즘에 의한 문제 해결 과정은 기억하지 못하는 듯하였다. 설명 전에 수치적 계산을 통해 먼
저 답을 확인하던 상연의 이전 모습을 비춰보면 ‘식을 정렬한다’는 의미는 비례식 알고리즘의 수치적 계산을 의미했던 것으로 해석
된다. 그리고 비례 문제에 대한 이전의 면담에서 상연이 사용했던 ‘비례식 알고리즘’은 양적 조작이 함께 수반되지 못한 수치적 조
작에 불과했던 것으로 보인다.

17	 면담 당일, 상연은 바로 전 수업이 체육이었다면서 땀을 많이 흘리고 교실에 들어왔다. 체육수업 이후 바로 진행된 면담이라서 그런지 다른 면담 때와는 달리 
많이 힘들어 보였고, 중간중간 문제에 집중하지 못하는 모습도 보였다. 상연은 비례식 알고리즘에 의해서 답을 구한 뒤 이어지는 대화에도 다른 시도는 하지 
않다. 따라서 면담자는 면담을 마무리하고 4주 뒤에 비슷한 문제 상황으로 다시 면담을 진행하였다.
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어떻게 해야 할지 모르는 상연에게 면담자는 물 5컵이 아닌 5컵의 ‘절반’일 때 시럽의 양을 물어보았고, 이후로 상연이 활동지에 

무언가를 적기 시작한 것은 과제가 주어진 지 ‘3분 10초’만이었다. 물이 5
2 컵이면 레몬 시럽이 1컵이라는 사실로부터 상연은 물 5컵

을 5로 나누어 물 5
5 컵에 대한 시럽 2

5 컵에 주목하였다. 상연은 물과 시럽의 비 ‘5대2’에서 물 한 컵에 대한 시럽의 양을 계산하기 위

해 ‘ 2
5 ’이라는 양을 구성하기까지 ‘1분 50초’의 시간이 소요 더 필요했으며, 문제가 제시된 후부터 ‘3분 10초’라는 긴 시간은 상연이 

‘5대2’의 비에서 1에 해당하는 양을 구성하는 문제로 인식하는데 필요한 시간이었으리라 추측해 볼 수 있다.

다음 과제는 별도의 막대 그림이 제시된 ‘5대3’의 비례 상황에서 상연에게 레몬 시럽 5컵에 대한 물의 양을 물어보았다. 이때 상연
은 Figure 10과 같이 레몬 시럽 3-막대 그림을 5개 부분으로 대충 나누었으며, 나눈 1부분의 크기와 비슷한 크기로 물 5-막대 그림을 

8개로 나누고는 “8컵”이라고 답하였다. 이는 분수가 포함된 문제에서 일관되게 보여주었던 “눈대중”으로 분할했던 모습과 유사하
다.

Figure 10. The bars task picture that Sangyeon partitioned into 'eye measurements' at the beginning.

상연이 눈대중으로 막대를 분할했던 모습은 이전 면담에서 비례식 알고리즘만을 이용해서 답을 구한 뒤, 그림과 연결해서 설명
하지 못하고 다른 시도조차 하지 않았던 모습과는 분명히 다른 모습이었다. 또한 막대 그림이 제시되지 않았을 때, 주어진 비로부터 

1에 해당하는 양으로 해결했던 직전 문제에서의 해결 방식과도 다른 모습이었다. 상연은 눈대중으로 나눈 분할 선을 응시하며, 8컵
이라고 답한 뒤에 생각에 잠긴듯하더니 “이게 정확하게 딱 나눠지는 것 같지가 않은데요.”라고 하였다. 여기서 면담자는 “아까 1번 

문제도 딱 떨어지는 문제는 아니었는데?”라고 답하자, 면담자의 답변 이후 상연이 보여준 행동은 자신이 눈대중으로 분할했던 선
을 지우는 행동이었다. “딱 나눠지는”이라는 말과 ‘선을 지우는’ 행동으로부터 상연은 한 단위에 다른 단위에 대한 합성의 필요성을 

인식한 것으로 보인다. 이는 혜지의 문제 해결 과정과도 구별되는데, 만약 혜지가 이 문제를 해결했다면 레몬 시럽 5컵을 1-단위로 

보고 분할 활동 없이 바로 5
3 이라고 표현했을지 모른다. 그러나 상연은 눈대중으로 나누었던 분할 선을 지우며, 레몬 시럽 3-막대를 

각 1로 구성된 세 부분으로 보고 1을 분할하는 모습을 보여준다. 처음에는 레몬 시럽 3-막대 그림의 각각의 칸들을 모두 절반씩을 나
누어 총 6개 부분으로 나누더니 잠시 뒤 지우고, 다시 나누기 시작한다. 다음은 막대 그림을 분할하는 상연의 모습과 이어지는 면담
자와의 대화 일부이다.

상: (활동지에 분할한 선을 지운다. 그리고 시럽 3칸을 절반씩 나누더니 잠시 뒤 지운다. 10초 뒤 시럽 3칸 각각을 5로 나누어 시
럽 3-막대를 15개로 분할한 뒤, 물 5칸 각각을 시럽과 같이 5로 분할한다.)

면: 어허? 갑자기 5개씩 나누었네?
상: 네. (물과 시럽을 각각 5개씩 나눈 뒤 시럽 3-막대를 가리키며) 한 개당 5개면 3개니까 15개에요. 그리고 이걸 딱 3으로 나누

면... (잠시 고민하다 시럽 15개의 칸을 3개씩 묶는다.)
면: 왜 3개씩 나누었어?
상: 5개가 되니까요.
면: 5개?

상: 5컵이요. 시럽을 15개로 만들면 15개니까 15
3 은 5컵이에요. (물 5칸을 가리키며) 얘도 5개씩 나눠서 구하면 25개에요. (물의 

막대 그림의 25개를 3개씩 묶는다.) 25도 딱 3으로 나누면 8과...

면: 하나가 남았네?
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Figure 11. The bars task picture drawn again by Sangyeon.

상: 8과 1
3 이요. 아! 네. 25

3 컵이에요.

면: (시럽 3-막대의 15개 중 한 부분을 가리키며) 이 한 칸은 얼마야?

상: 1
3 이요.

면: 1
3 ?

상: 아니, 
1
5 ? 원래 있던 그림이 3칸인데 이것을 다시 나눠서 15개를 3개씩 묶으면 5개가 되니까요. 아하! 3개 중 하나니까요. 

1
3

이네요.

상연은 레몬 시럽 3-막대에 5를 합성하여 15부분으로 분할한 뒤에 3-막대를 15부분으로 동시에 물 5-막대에도 레몬 시럽과 같이 5

를 합성하여 물 25부분으로 보았다. 이때 곧바로 레몬 시럽 3-막대를 5로 분할하지 못하였고, 여러 번의 시행착오를 거쳤으며 Figure 

11과 같이 레몬 시럽 3-막대를 15부분으로 물 5-막대를 25부분으로 구성하며 ‘5대3’의 비례 관계를 ‘25부분 대 15부분’으로 보았고, 

자연수 맥락에서 5씩 3개의 묶음인 15부분을 3씩 5개 묶음인 문제 상황을 인식하였다. 3수준 단위인 1-5-15를 1-3-15로 전환하는 과
정에서 “이걸 딱 3으로 나누면...” 이라 말하고, ‘잠시 고민한 뒤에 3개씩 묶었다’는 점에 주목해 볼 필요가 있다. 자신이 구성한 3수준 

단위를 자신이 나타낸 그림으로부터 이해하고 있으며 묶는 활동을 통하여 레몬 시럽 3컵을 5컵으로, 물의 양도 5-막대 25부분을 3개
씩 묶어가며 8 1

3 컵임을 구하였다. 이러한 과정에서 보여지는 상연의 비례 문제에 대한 접근 방식은 시행착오를 거쳐서 진행된 분할
로부터 자연수 맥락으로의 문제 상황으로 전환하여 순차적으로 수행된 조작 과정을 통해 ‘합성 단위에 대한 등분할 조작’ 방식으로
의 문제 해결을 보여준 것으로 판단된다.

두 학생의 ‘닮은 도형’ 문제에서의 비교
다음은 과제 [P3]의 비례 개념이 포함된 닮은 도형 문제 상황으로 두 학생의 ‘휴대폰 속 사진의 확대, 축소’ 문제를 해결 과정을 비교해보

고자 한다. 가로 5, 세로 3인 직사각형이 세로가 5일 때 가로의 길이를 구하는 문제에서 다른 비례 문제에서와 같이 결과만 보면 상연과 혜
지의 문제 해결의 과정은 매우 유사한 모습이다. 두 학생 모두 활동지에 “ 5

3 ×5 = 25
3 ”라는 식을 쓰며 가로의 길이가 25

3 라고 답하였다. 그러
나 문제 해결 과정에서 닮은 도형의 가로와 세로를 바라보는 접근 방식에 있어서는 앞서 비례 문제를 해결 과정에서 나타난 특성과 비교
할 때 서로 다른 접근 방식을 보여준다. 두 학생의 문제 해결 과정 사이에는 미묘한 차이를 식별할 수 있는데, 혜지는 과제가 주어졌을 때 

활동지에 “ 5
3 ×5 = 25

3 ”라는 식을 쓰기까지 ‘45초’라는 시간 걸렸다. 다음은 혜지의 닮은 도형 문제에서의 면담자와의 대화 일부이다.

혜: (4초 후, 활동지에 식을 쓰기 시작한다. 활동지에 “ 5
3 ×5 = 3”을 쓰고 바로 지운다.) 음... (45초 후, 활동지에 “5× 1

3    5
3 ×5 = 25

3 ”
을 적는다.) 했어요.

면: 얼마가 나왔어?

혜: 8 1
3 이요.

면: 왜?
혜: 세로의 길이 3에서 5가 되었으니까 이제 1만큼 늘렸으면 5 곱하기 

1
3 해서 

5
3 가 늘어났다고 했거든요.

면: 세로가 1일 때 가로가 
5
3 이라는 말이야?
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혜: 아니요. 어... 그러니까... (말끝을 흐린다.)
면: 

5
3 가 뭐지?

혜: 그러니까 이게... (처음 직사각형을 가리키며) 여기 직사각형에서 원래 길이 1이 (확대한 직사각형을 가리키며) 여기서는 
5
3

칸이 늘어난 것이고, 그래서 세로가 5라면.. 
5
3 가 3개면 5가 나오잖아요. 그래서 

5
3 가 5개니까 5 곱하기 

5
3 해서 

25
3 가 나왔어

요.
면: 아하! 그렇구나! 그럼 1일 때 

5
3 칸인 것은 어떻게 알았어?

혜: 음... 이게 3으로 작은 게 3으로 늘렸을 때 세로가 5만큼 된 거니까, 원래 3중에 1이 얼마를 의미하는지 구하기 위해서 5 곱하
기 

1
3 을 하면 5중의 

1
3 이 

5
3 칸이니까요. 그래서 원래의 길이 3중의 1이 

5
3 라는 것을 구했어요.

45초 후에 혜지가 활동지에 적었던 식 “5× 1
3 , 5

3 ×5 = 25
3 ”과 이어지는 대화에서 혜지가 구성한 5

3 이라는 양은 세로가 1일 때의 
가로의 길이와는 차이가 있다. 혜지는 5

3 에 대한 설명으로 세로의 길이 1이 “3중의 1이 얼마를 의미하는지 구하기 위해서”라는 말
처럼 세로 3인 길이를 5로 만들기 위해 세로를 3-막대 그림으로 보고 5를 3으로 균등하게 나누어 3-막대의 세 부분 중 한 부분의 양으
로 5

3 를 인식하였다. 이에 대한 근거로는 혜지가 5
3 이라는 양을 구성하고 “세로가 5라면..” 이후에 5

3 에 바로 5를 곱하는 것으로 설
명하지 않았다는 사실이다. ‘원래 직사각형’ 세로의 길이 1에 대한 ‘확대한 직사각형’ 세로의 길이 5

3 를 생각했다면 곧바로 5
3 에 5를 

곱해서 25
3 를 답했을 것이다. 그러나 혜지는 “세로가 5라면.. 5

3 가 3개면 5가 나오잖아요. 그래서 5
3 가 5개니까”에서와 같이 5

3 가 3개 
있을 때 세로가 5라고 하여 5

3 를 세로 3-막대와 가로 5-막대에 들어갈 각각의 단일 단위로 인식한 것이며, 단일 단위 5
3 를 세로 3-막

대와 가로 5-막대로 분배하는 방식으로 해석된다. 그리고 이 과정에서 미지의 가로의 길이를 구하기 위해 세로의 길이 5를 3부분으
로 나누고, 부분의 양 5

3 를 가로 대 세로의 길이 비 5:3으로부터 부분의 수 5만큼 택하는 방식의 곱셈적 상황으로 보았다.
한편, 문제 해결 과정이 오랜 걸렸던 혜지와 달리 상연은 Figure 12와 같이 세로와 가로의 길이에 대한 표를 만들어 세로 3, 가로 5

에서 2배, 3배, 4배의 자연수 배수 관계인 덧셈적으로 수들을 나열하였다. 그리고 세로 3을 3으로 나눈 뒤에 “분수로 만들면 3
3 은 1이

고, 그럼 가로는 5
3 이니까요.”라고 하며 세로 1에 대한 가로 5

3 를 구하였다. 이를 통해 “1씩 세로가 늘어난다면 1, 2, 3, 4, 5니까 가로

도 5
3 에 5를 곱하면 25

3 이에요.”라고 답하였다.

Figure 12. A table of length and width expressed by Sangyeon.

상연은 막대 그림이 제시되지 않았던 비례 문제에서의 해결 과정과 같이 ‘세로 대 가로’를 ‘3대5’의 비에서 ‘1에 해당하는 양’을 구
성하는 문제로 인식하며 문제를 해결하였던 것이다. 직전에 주어졌던 ‘막대 그림이 제시된’ 레몬주스 문제와 동일한 문제로 보고, 

닮은 도형 문제 상황을 막대 그림이 제시되었을 때로 재구성하는데 ‘45초’라는 시간이 필요했던 혜지와 달리, 상연은 ‘막대 그림이 

제시되지 않았던’ 비례 문제로 보고 한 단위와 그에 대응하는 다른 한 양의 결합된 비 개념인 ‘1에 해당하는 양’을 구성하는 문제로
의 인식이 문제 해결에서 중요하게 작용한 것으로 보여진다.
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결론 및 제언

본 연구는 비례 문제 해결 과정에서 분수 지식이 어떻게 관련되는지를 확인해 보고자 하였다. 이를 위해 자연수 맥락에서는 단위 조정 

3단계로 판단되었으나, 가분수가 포함된 분수 맥락에서는 ‘활동을 통해’ 3수준 단위 조정이 가능했던 학생들을 대상으로 나타나는 분할 

조작과 단위 조정 활동이 비례 문제 해결 과정에서 어떠한 관련성을 가지는지 살펴보았다. 본 연구의 결과를 정리해보면 다음과 같다.

첫째, 자연수 맥락에서 단위 조정 3단계 학생으로 보여지는 두 학생은 분수의 곱셈 상황에서 활동을 통해 3수준 단위를 조정하는 

모습을 보여주었으며, 활동을 통해 3수준 단위를 조정하는 두 학생 간에는 같은 단위 조정 수준 안에서 식별할 수 있는 차이점이 있
었다. ‘진분수의 진분수’와 관련된 분수의 곱셈에서 두 학생은 모두 단위의 단위를 바로 합성하지 못하고 분할 과정에서 시행착오를 

거쳤으며, 전체가 아닌 부분의 양을 1로 보고 면담자의 추가 질문과 자신이 나타낸 분할 그림을 다시 확인하고서야 비로소 ‘전체에 

대한 부분의 양’으로 회귀가 가능한 공통적인 모습을 보였다. 반면, 단위의 단위에 대한 합성으로부터 부분의 양을 택할 때, 혜지는 

부분 중의 하나를 분리하여 각 부분에서 취할 수 있는 양으로 접근하였다면, 상연은 수치적 계산에 의존하며 자신이 구한 답을 그림
으로부터 확인한 이후에야 설명하는 모습을 보였다.

한편, 두 학생 모두 1-단위로부터 가분수에 대한 구성이 가능한 것으로 보였으나, 가분수가 포함된 분수의 곱셈 상황에서는 분할 

조작에 있어서 여러 번의 시행착오를 거쳤다. 그러나 혜지는 초기에 분할 과정에서 시행착오를 거치기는 했지만, 분할을 지속적으
로 시도해 나아가는 과정에서 두 분할의 합성으로 합성 단위를 생성하여 전체를 3수준 단위 구조로 볼 수 있었다. 그리고 자신이 나
타낸 막대 그림으로부터 부분의 부분과 전체 사이의 관계를 바라보았다. 특히 혜지는 가분수가 포함된 분수의 곱셈 상황에서 합성 

단위에 대한 스플리팅 조작으로 두 개의 3수준 단위 구조 사이의 전환하는 모습도 보여주었다. 반면 일관되게 ‘눈대중’으로 분할하
는 모습을 보이며 면담자의 질문과 개입에도 불구하고 진분수의 곱셈에서 재귀 분할이 쉽게 발현되지 못했던 상연은 가분수가 포
함된 분수의 곱셈에서도 합성 단위의 구성에 어려움을 보였고, 결국 부분의 부분에서 전체와의 곱셈적 관계에 주목하지 못하였다. 

상연이 분할과 관련된 문제를 학교에서 다루어 보지 않았기 때문일 수도 있지만, 약 두 달 정도 진행된 면담 과정에서 제시된 과제
와 유도되는 활동들은 대부분 분할과 관련이 되었음을 감안해 볼 때 상연의 ‘눈대중’ 분할은 지속적으로 나타났던 모습이다. 이러
한 모습은 자신이 이전에 구성한 3수준 단위 구조에서 나타난 결과를 다시 1-단위로 하여 새로운 3수준 단위 구조를 만드는 과정에
서 이전의 분할선을 무시하고 새롭게 나누는 모습으로 하나의 3수준 단위에서 또 다른 3수준 단위 사이의 구조적 전환이 유연하게 

이루어지지 못하고 있다는 근거로 해석된다. 이러한 두 개의 3수준 단위 사이의 구조적 전환의 어려움은 재귀적이지 못한 두 분할
의 합성으로부터 가분수가 포함된 분수의 곱셈 상황에서 재귀 분할이 내재화되지 못한 것으로 판단된다. 따라서 분수 곱셈 상황에
서 상연은 수치적 조작에 의존하며, 양적 조작의 의미가 수치적 조작과 함께 문제 해결 과정에 수반되지 못한 것으로 보인다. 이에 

Hackenberg와 Tillema (2009)에서 재귀 분할을 일반적인 조작 방식으로 추상화18한 학생은 분수의 곱셈 상황에서 두 분수 사이의 조
작을 보다 의미 있게 수행할 수 있도록 한다는 사실은 고무적이다.

이와 같이 자연수 맥락에서는 단위 조정 3단계 학생으로 같은 수준의 단위 조정 단계에 있다 하더라도 다양한 분수의 곱셈 상황에
서는 조작 방식의 차이를 보이며 문제 상황에서 생성되는 단위 구조의 복잡성에 따라 서로 다른 양적 조작 방식을 보여주었다.

둘째, 두 학생의 비례 문제 해결에서는 그 결과만 보면 유사하다고 볼 수 있으나, 접근하는 방식에 있어서 식별되는 차이를 보였
다. 그리고 분수의 곱셈 문제 상황에서 보여주었던 분할 조작과 단위 조정 과정에서의 양적 조작 방식의 차이가 두 학생의 비례 문
제 접근 방식에서 보여준 식별되는 차이와 관련성을 가지는 것으로 판단된다.

막대 그림이 과제에 제시되지 않았을 때, 두 학생은 모두 비를 하나의 묶음으로 하여 자연수 배수 관계로 해결하였다. 자연수 배
수 관계가 성립되지 않은 문제 상황에서도 두 학생 간의 정도의 차이는 있었지만, 결과적으로 한 단위와 그에 대응하는 다른 한 양의 

결합된 비 개념인 ‘1에 해당하는 양’을 구성하여 곱셈적으로 문제를 해결하였다. 그러나 막대 그림이 과제에 제시되었을 때, 두 학생
은 각각 다른 문제 상황으로 인식하며 서로 다른 방식으로 문제에 접근하는 모습을 보였다.

18	 본 고에서는 Hackenberg와 Tillema의 재귀 분할을 ‘일반적인 조작 방식으로 추상화했다’는 의미를 인지 주체가 행위의 결과까지 예측 가능함을 넘어 그 
맥락이 아닌 상황에서도 가용 가능한 조작으로 보고, 이를 재귀 분할의 ‘내재화’라고 보았다.
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우선 분수 맥락에서 분할의 시행착오를 거치며 활동을 통해 두 분할의 합성으로 합성 단위를 생성하여 전체를 3수준 단위 구조로 

볼 수 있었던 혜지는 막대 그림이 주어진 비례 문제에서는 이전과는 다르게 ‘1에 해당하는 양’에 주목하지 않았다. 물론 물과 레몬 

시럽이 ‘5대2’의 비를 만족할 때, 물 21컵에 대한 레몬 시럽의 양을 물어보는 상황에서 혜지는 막대 그림으로 문제 상황을 이해하기 

위해서 ‘3분 28초’라는 긴 시간이 필요했지만, 물 1컵에 대한 레몬 시럽의 양으로 접근하지 않았다. 물 21컵을 5부분으로 인식하여 5

부분 중 1부분을 구하기 위해 21을 5로 나누어 단일 단위 21
5 을 구성하였다. 그리고 2부분에 해당하는 레몬 시럽의 양을 구하기 위해 

단일 단위로부터 부분의 수를 두 번 택하는 문제 상황으로 보았다. Shin과 Lee (2019)에 의하면 합성 단위에 대한 스플리팅 조작이 이

와 같은 단일 단위에 대한 구성을 가능하게 한다고 보았는데, 혜지가 문제 해결 과정에서 직접 막대 그림을 분할하지 않고도 측정 

가능한 양(단일 단위의 구성)으로 인식할 수 있었던 것은 합성 단위에 대한 스플리팅 조작의 가능성과도 연결시켜 볼 수 있는 부분

이다. 또 앞서 분수의 곱셈 문제 ‘ 3
4 의 2

5 ’를 ‘3의 2
5 ’로 보고 해결 과정에서 (3부분 중) 1부분의 양 2

5 에서 부분의 수 3만큼 택할 수 있
다는 아이디어와도 에유사한 조작 활동으로 자신이 구성한 단일 단위를 각 부분으로 분배하는 방식을 보여주었다. 이러한 접근 방
식은 비례 개념이 포함된 ‘닮은 도형’ 문제에서도 나타나는데, 가로와 세로의 비가 일정한 직사각형에서 세로 1에 대한 가로의 길이
가 아닌 가로와 세로 각각의 서로 다른 양적 구조 사이에 하나의 단일 단위를 구성하여 구성된 단일 단위를 분배하는 방식으로 닮음
비에 접근하였다. 이는 두 개의 3수준 단위 사이의 구조적 전환의 어려움을 보여주며 재귀적이지 못한 두 분할의 합성으로부터 가
분수가 포함된 분수의 곱셈 상황에서 재귀 분할이 내재화되지 못한 것으로 판단되는 상연에게서는 발견할 수 없었던 구별되는 지
점이다.

비례 개념이 포함된 ‘닮은 도형’ 문제에서 상연은 막대 그림이 주어지지 않았을 때와 같이 직사각형의 가로와 세로에 대한 비(두 

외연량의 비)에서 하나의 외연량인 세로의 길이를 1로 하고, 세로의 길이 1에 대응하는 다른 외연량인 가로의 길이를 통해 닮음비로 

확장하였다. 한편 막대 그림이 주어진 비례 문제에서는 닮은 도형 문제와 같이 ‘1에 해당하는 양’으로 접근하지는 않았지만, 물과 레
몬 시럽이 ‘5대3’의 비를 만족할 때, 레몬 시럽 5컵에 대한 물의 양을 물어보는 상황에서 상연은 이전의 분수 맥락에서 일관되게 보
여주었던 “눈대중” 분할의 모습을 보이며 여러 번의 시행착오를 거쳤다. 그리고 결과적으로 물 5-막대와 레몬 시럽 3-막대 그림에서 

5를 합성하여 물 25부분과 레몬 시럽 15부분으로의 문제 상황으로 인식하였다. 막대 그림이 주어지지 않았을 때처럼 레몬 시럽 1컵

에 대한 물의 양 5
3 컵으로도 생각해 볼 수도 있었으나, 가분수가 포함된 분수의 곱셈 문제에서 막대 그림으로부터 합성 단위에 대한 

구성을 어려워했던 상연은 물과 시럽 각각에 5를 합성하여 물 25부분과 레몬 시럽 15부분의 문제 상황으로 전환한 것이다. 레몬 시
럽 15부분을 3개씩 묶어 5컵이 되는 것으로부터 물 25부분이 3개씩 묶어 8컵하고 1부분이 남는 것으로 이해하였다. 남은 1부분이 도

중에 1
3 인지, 1

5 인지 혼란스러워했지만, 자신이 나타낸 그림으로부터 확인할 수 있었다. 즉, 상연은 자연수 맥락으로의 문제 상황으
로 전환하여 순차적인 수행 조작을 거치는 합성 단위에 대한 등분할 조작의 방식을 보여주었다.

학생의 비례 추론 과정을 분석하여 발달 모델을 구성하기 위해서는 ‘단위 조정’이 핵심적인 이론적 도구가 될 수 있다고 한 Lee와 

Shin (2020)의 결과는 본 연구에 시사하는 바가 크다. 본 연구는 면담 학생들이 가분수가 포함된 분수의 곱셈 과정에서 보여주었던 

단위 조정에 의한 양적 조작 방식이 비례 문제를 해결 과정에서 중요한 역할을 하였다고 본다. 구체적으로 하나의 3수준 단위에서 

또 다른 3수준 단위 사이의 구조적 전환의 가능성은 ‘재귀 분할의 내재화’와 관련되며, 이는 합성 단위에 대한 스플리팅 조작에 중요
한 근거가 될 수 있음을 보였다. 그리고 학생들의 가분수가 포함된 분수 문제 해결 과정에서 나타난 ‘재귀 분할의 내재화’ 여부가 비
례 문제 상황을 이해하고, 접근하는 과정에서의 양적 조작 방식과 관련됨을 알 수 있었다.

비례 개념에 대한 문제 해결 과정으로부터 인지 주체인 학생의 추론 방식을 이해하려는 연구들(예, Ahn & Pang, 2008; Carney, et al., 

2016; Eom & Kwean, 2011; Hong & Kim, 2013; Ko & Lee, 2007; Park, 2008)은 대부분 학생의 문제 해결 전략과 수준에 주목할 뿐 구체
적인 조작 활동에 초점을 두고 학생이 어떠한 방식으로 양들 사이의 관계를 접근해 가는지를 분석한 연구는 드물다. 따라서 본 연구
는 같은 단위 조정의 수준에 있는 두 학생을 대상으로 ‘구체적 조작’에 초점을 두어 분수 맥락에서 보여준 단위 조정 방식으로부터 

비례 문제 해결 과정을 이해하는데 설명적 도구가 될 수 있음을 확인하였다. 결과를 분석하는 과정에서 두 가지 측면으로의 시사점
은 다음과 같다.
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첫째, 두 학생이 문제 해결 과정에서 보여준 조작 방식의 차이는 자연수 맥락에서 같은 수준의 단위 조정 단계에 있다 하더라도 

분수 맥락에서는 생성되는 단위 구조의 복잡성에 따라 서로 다른 양적 조작 방식으로 구별될 수 있음을 보여주었다. 즉, 분수 맥락
에서는 사고 과정이 다를 수 있으므로 단위 조정 이론에 대한 연구의 확장을 시사하는 바이다.

둘째, 분수의 곱셈 상황에서 상연은 수치적 조작에만 의존하며 문제 해결 과정에 양적 조작의 의미가 함께 수반되지 못하였다. 이러한 

모습은 비례 문제 상황에서 비례식 알고리즘의 수치적 계산에만 주목했던 초기 면담 과정과도 유사한 모습이다. 이후로 4주 뒤 추가 면
담에서 다시 만난 상연은 식의 계산이 안 된다면서 이전에 자신이 사용했던 비례식 알고리즘을 떠올리지 못하였다. 그리고 막대 그림이 

주어진 비례 문제를 ‘3분 10초’라는 긴 시간이 걸렸지만, 결국 분할하는 모습을 보여주었다. Thompson (1994)은 양적 조작만으로는 양이 

무엇인지 명확히 할 수 없으므로 양적 구조 안에서 구하고자 하는 양을 명확히 하기 위해 수치적 조작도 필요하다고 하였다. 그러나 학
생이 형식적 계산에 치중한 수치적 조작만 사용할 경우 복잡한 문제 상황에서 자신이 수행하는 과정에 대한 어떠한 양적 의미도 부여하
지 못하게 되어 이후로의 수학 학습에 큰 어려움을 가져올 수 있다(Lee & Lee, 2020; Lee & Shin, 2020; Thompson, 1994). 따라서 양적 구조
라는 맥락 안에서 수치적 조작이 학생들에게 의미를 가질 수 있도록 시각적 표상이나 양적 구조로 표상할 수 있는 발문을 포함한 여러 

방안을 교수학습 측면에서 모색해 볼 필요가 있다.

한편, 비례 개념이 포함된 닮은 도형에서도 ‘단위 조정’이 중요한 역할을 할 수 있음을 확인하였다. 이후로도 ‘닮은 도형’ 뿐만 아
니라 학생들의 분할 조작을 통해 3수준 단위를 조정하는 학생들에 대하여 분수 지식과 다양한 수학적 문제 해결 과정에서의 연구로 

확장할 것을 제언한다. 이러한 방향으로의 연구는 초등학교에서의 산술 지식이 중, 고등학교에서 다른 수학 영역으로의 확장되어 

실제 학생들이 어떠한 조작 활동으로 무엇을 이해하고 있는지를 설명해 줄 수 있는 기초 연구가 될 것이라고 본다.
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