
38

지구물리와 물리탐사  Geophysics and Geophysical Exploration  

Vol. 25, No. 1, 2022, p. 38-43 https://doi.org/10.7582/GGE.2022.25.1.38
ISSN 1229-1064 (Print) 
ISSN 2384-051X (Online)

원판형 이상체에 의한 자력 및 자력 변화율 텐서 반응식

임형래 *

부산대학교 지구과학교육과

Closed-form Expressions of Magnetic Field and Magnetic Gradient Tensor due to a 
Circular Disk

Hyoungrea Rim*

Department of Earth Science Education, Pusan National University

요 약
화산의 화도나 불발탄과 같이 축 대칭을 갖지만 단면의 반지름이 변하는 경우 대칭축에 수직인 얇은 원판들의 반응을 더하여 모델링하는                 

것이 효율적이다. 이런 모양의 이상체에 대한 자력 및 자력 변화율 텐서 모델링을 위해서는 얇은 원판에 대한 해석해가 필수적이다. 따라                  

서 이 논문에서는 원판형 이상체에 대한 벡터 자력과 자력 변화율 텐서 반응식을 유도하였다. 벡터 자력은 중력 변화율 텐서를 자력으로                  

변환하는 포아송 관계식을 이용하여 원판형 이상체의 기존 중력 변화율 텐서로부터 유도하였다. 자력 변화율 텐서는 직교 좌표계의 미분                

관계식을 원통 좌표계로 미분 관계식으로 변환한 후 벡터 자력을 미분하여 유도하였다. 벡터 자력과 자력 변화율 텐서는 원판형 이상체                 

의 축 대칭성을 이용한 립쉬츠-한켈(Lipschitz-Hankel) 적분을 기반으로 구하였다. 

주요어
자력, 자력 변화율 텐서, 원판형 이상체, 립쉬츠-한켈 적분 

ABSTRACT
In case axial symmetrical bodies with varying cross sections such as volcanic conduits and unexploded ordnance (UXO), it is efficient 
to approximate them by adding the response of thin disks perpendicular to the axis of symmetry. To compute the vector magnetic 
and magnetic gradient tensor respones by such bodies, it is necessary to derive an analytical expression of the circular disk. Therefore, 
in this study, we drive closed-form expressions of the vector magnetic and magnetic gradient tensor due to a circular disk. First, the 
vector magnetic field is obtained from the existing gravity gradient tensor using Poisson’s relation where the gravity gradient tensor 
due to the same disk with a constant density can be transformed into a magnetic field. Then, the magnetic gradient tensor is derived 
by differentiating the vector magnetic field with respect to the cylindrical coordinates converted from the Cartesian coordinate system. 
Finally, both the vector magnetic and magnetic gradient tensors are derived using Lipschitz-Hankel type integrals based on the axial 
symmetry of the circular disk.
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서 론

자력 탐사 방법은 오랜 기간 중요한 물리탐사 방법의 하나        

로 널리 사용되고 있고(Sarma et al., 1999; Park et al., 2014;          

Noh et al., 2020), 최근 장비의 개발로 자력 변화율 탐사 방법          

또한 여러 현장에서 일반적으로 적용되고 있다(Schmidt et al.,       

2004; Oruç, 2010; Luo et al., 2015; Yin et al., 2016; Ren et            

al., 2019). 자력이나 자력 변화율 탐사 자료를 해석하기 위해        

서는 자력 변화율 텐서의 근본 특성을 활용하거나(Heath et       

al., 2005; Beiki et al., 2012) 기본적인 형태의 이상체에 대한         
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해석해를 사용해야 한다. 이상체의 단면이 원형인 경우 얇은       

원판형 이상체의 조합으로 이상체를 모양을 재현할 수 있다.       

이런 경우 이상체의 자력 또는 자력 변화율 반응을 계산하기        

위해서는 원판형 이상체에 대한 자력과 자력 변화율 해석해를       

사용하는 것이 필수적이다. 

이전에는 3차원 이상체의 자력 반응을 계산하기 위해서는      

단면을 다각형으로 근사하는 방법이 주로 사용되었다     

(Nettleton, 1942; Talwani, 1973). 간단한 모양으로 근사가 가       

능한 원판형 이상체에 대한 총자력 반응식은 Singh et al.        

(1979)에 의해 유도되었다. 

축 대칭을 갖지만 그 모양이 변하는 이상체의 경우 대칭축        

에 수직인 얇은 원판들을 더하여 이상체를 근사할 수 있다. 관         

입 화산암의 경우 지하 구조에 따라 마그마 챔버에서 지표까        

지 이어진 화도의 두께가 변하는 경우(Szitkar et al., 2015), 이         

에 대한 자력 반응을 모델링하려면 얇은 원판형 이상체에 대        

한 자력 해석해가 필요하다. 또한 자력탐사를 불발탄(unexploded      

ordnance, UXO)을 찾는데 이용할 때, 불발탄의 복잡한 모양       

때문에 일반적으로 단순화시킨 자기 쌍극자로 모델링한다     

(Munschy et al., 2007; Davis et al., 2010). 그러나 불발탄은         

대개 축 대칭을 가지며 그 단면의 반지름이 일정하지 않은 형         

태이므로 이 논문에서 유도한 판상형 이상체의 조합으로 불발       

탄에 대한 자력 및 자력 변화율 텐서 반응을 더 정밀하게 모          

델링할 수 있다. 

이 논문에서는 원판형 이상체에 의한 벡터 자력, 총자력 및        

자력 변화율 텐서의 해석해를 유도하고자 한다. 이미 기존 연        

구에서 원판형 이상체에 의한 원통 좌표계에서 총자력은 유도       

하였으나(Singh, 1979), 여기서는 벡터 자력의 모든 성분을 직       

교 좌표계에서 유도하고, 이를 미분하여 자력 변화율 텐서 반        

응식을 유도한다. 

원판형 이상체의 자력

일정한 자화 방향을 가지는 원판형 이상체에 대한 벡터 자        

력은 식 (1)과 같은 동일한 이상체의 중력 변화율 텐서를 포아         

송 관계식(Poisson’s relation)으로 변환하여 유도한다(Blakely,    

1996). Fig. 1은 원판형 이상체의 모식도이다. 

원판형 이상체의 z-축 방향 대칭성을 이용하여 원통 좌표계       

에서 측정점 (r, , z)에서 중력 변화율 텐서(gxy)를 구한 후         

(Rim, 2020), 포아송 관계식을 이용하여 벡터 자력을 유도한       

다. 식 (1)에서 G 는 중력상수,  는 원판형 이상체의 면밀도에          

해당한다. 측정점에서 벡터 자력을 표현하기 위해서 북쪽이 x       

축, 동쪽이 y축, 깊이 방향이 z축인 오른손 직교 좌표계를 이         

용한다. 

 (1)

식 (1)에서 자화 벡터 (mx, my, mz)는 식 (2)와 같다. 

 (2)

여기서 (m, I, D)는 각각 자화 강도, 복각, 편각이다. 

원판형 이상체의 중력 변화율 텐서(Rim, 2021)은 원판형 이       

상체의 축 방향 대칭성을 고려하여 원통 좌표계를 기반으로       

유도되었다. 포와송 관계식인 식 (1)에 기존 중력 변화율 텐서        

를 대입하여 벡터 자력을 식 (3) ~ (5)와 같이 유도한다. 

 (3)

(4)

(5)

여기서 a 는 원판형 이상체의 반지름, 는 얇은 두께에 해당         

한다. 식 (3) ~ (5)에서 는 립쉬츠-한켈(Lipschitz-      

Hankel) 적분인데 다항식과 축 대칭함수인 베셀 함수의 곱이       

포함된 적분으로 표현되고 축 방향 대칭성을 가지는 적분에서       

유용하다(Eason et al., 1955). 이 논문에서 필요한 립쉬츠-한       

켈 적분 식들은 부록에 정리하였다. 벡터 자력 식에 포함된 삼         

각 함수는 관측점의 좌표를 표시하고 이를 직교 좌표계로 표        

현하면 식 (6)이다.
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Fig. 1. Geometry of the circular disk.
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  (6)

원판형 이상체의 자력 변화율 텐서

자력 변화율 텐서는 벡터 자력을 직교 좌표계에서 미분하여       

유도한다. 주어진 자력 반응식이 원통 좌표계를 기본으로 유도       

되었으므로 직교 좌표계의 미분을 식 (7)과 같이 원통 좌표계        

로 표현하여 미분한다(Arfken et al., 2012). 

 (7)

식 (7)로 벡터 자력을 미분하여 원판형 이상체에 대한 자력        

변화율 텐서를 식 (8) ~ (13)와 같이 유도한다. 

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

자력 변화율 텐서에서 대각 성분 합 은 “0”      

이고 비대각 성분은 서로 대칭인 성질을 갖으므로 총 5개의        

독립 성분을 가진다(Blakely, 1996).

자력 및 자력 변화율 텐서 모델링

반지름이 300 m이고 중심이 (0 m, 0 m, 300 m)에 위치한          
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Fig. 2. Magnetic field due to a circular disk with a 300-m radius. It is located on the origin and the depth of the disk is 300 m. The 

magnetization strength, inclination, and declination of the disk are 100 A/m, 52o, -8o, respectively.

Fig. 3. Total magnetic field due to the same circular disk shown in 

Fig. 2.
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원판형 이상체에 대한 벡터 자력(Fig. 2)과 벡터 자력과 지자        

기장과의 내적으로 정의된 총자력(Fig. 3)의 반응 값을 계산하       

였다. 자화 방향은 국내에서 대표적인 복각과 편각인 52o, -8o        

로 지자기장에 의한 유도 자기장을 가정하였다. 원판의 자화       

강도는 계산된 반응 값들이 적당한 수치로 표현되도록 100 A/        

m으로 가정하였다. 자력 변화율 텐서(Fig. 4)도 같은 물성을       

가정하고 모델링하였다. 벡터 자력, 총자기 및 자력 변화율 텐        

서 반응값은 모두 구형 이상체의 반응과 같은 패턴을 보였고        

원통형 이상체의 자력(Rim and Eom, 2020)과 자력 변화율 텐        

서(Rim, 2020)와 같은 양상을 보이지만 원판형 이상체는 두께       

가 없으므로 크기는 상대적으로 작게 계산된다. 원판형 이상체       

의 총자력 반응(Fig. 3)은 Singh et al.(1979)에서 제시한 예제        

그림과 유사한 모습을 보여준다.

결  론

원판형 이상체에 대한 자력 및 자력 변화율 텐서 반응식을        

유도하였다. 원판형 이상체의 자력은 원판형 이상체에 대한 중       

력 변화율 텐서 반응식을 포아송 관계식으로 변환하여 유도하       

였다. 원판형 이상체의 축 방향 대칭성을 고려하여 원통 좌표        

계에서 립쉬츠-한켈 적분 형태로 자력 반응을 유도하였고, 현       

장 탐사에서 주로 총자력이 사용되고 있는 사정을 고려하여       

유도한 자력 반응식과 지자기 방향과의 내적으로 구할 수 있        

는 총자력에 대한 예시도 함께 제시하였다. 

자력 변화율 텐서는 유도한 자력 반응식을 미분하여 유도하       

는데, 자력 반응식이 축 대칭성을 고려한 원통 좌표계 기반 립         

쉬츠-한켈 적분의 형태이므로 직교 좌표계의 미분을 원통 좌       

표계의 미분으로 변환한 후 적용하였다. 

화산체에서 마그마의 관입이나 축 대칭을 가진 불발탄과 같       

이 단면은 원형이지만 그 반지름이 변할 가능성이 있는 이상        

체를 단일 원통형 이상체로 근사하는 것이 불가능한 경우 이        

논문에서 유도한 원판형 이상체의 조합으로 이상체를 재구성하      

여 자력 및 자력 변화율 이상 반응의 해석해를 계산할 수 있다.
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43 임형래

부록: 립쉬츠-한켈(Lipschitz-Hankel) 적분들

원판형 이상체의 자력 및 자력 변화율 텐서 반응식 유도에        

필요한 립쉬츠-한켈 적분(Eason et al., 1955, Salamon and       

Dundurs, 1971)을 정리하였다. 

일반적인 형태의 립쉬츠-한켈 적분은 식 (A-1)과 같이 차수       

를 0 또는 1을 가지는 베셀함수 두 개와 다항식을 곱하여 적          

분하는 형태를 가진다. 여기서 (, )는 베셀 함수의 차수로써        

0 또는 1을 가진다.  는 립쉬츠-한켈 적분에서 다항식의 차수         

에 해당한다. 

  (A-1)

각 차수 별로 립쉬츠_한켈 적분을 식 (A-2) ~ (A-6)에 정리         

하였다.

 (A-2)

  (A-3)

 (A-4)

(A-5)

(A-6)

여기서 K와 E는 1차와 2차 완전 타원 적분 (complete elliptic         

integral first and second kind)이고, 는 Heuman 람다 함수        

(Heuman’s Lambda function)이다(Byrd and Friedman, 1971).

완전 타원 적분은 식 (A-7) ~ (A-8)과 같이 정의되고, 완전         

타원 적분의 변수들은 (A-9~10)와 같다. 

 (A-7)

 (A-8)

 (A-9)

(A-10)

Fig. 1에서 보듯이, a 는 원판형 이상체의 반지름이고,       

는 원통 좌표계로 표현한 관측점의 좌표이다. 완전 타원       

적분의 계산은 Carlson and Notis (1981)과 Carlson (1995) 방        

법을 이용하였다. 
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