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요  약  단순 무방향 그래프  의 L(2,1)-coloring은 가 두 정점 사이의 거리일 때 두 가지 조건 (1) 
   라면 ≥ , (2)    라면 ≥  을 만족하는 함수 
   → ⋯ 를 정의하는 것이다. 임의의 L(2,1)-coloring  에 대하여  의 -span 은 
max   ∈ 이며, L(2,1)-coloring number 인   는 모든 가능한  에 대하여 
 min 로 정의된다. 본 논문에서는 Harary의 정리에 기반하여 지름이 2인 그래프에 대하여 여그래프에
해밀턴 경로의 존재여부를 Tabu Search를 사용해 판단하고 이를 통해 가   과 같음을 분석한다. 

주제어 : L(2,1)-coloring, L(2,1)-coloring number, 지름이 2인 그래프, 여그래프, Tabu Search

Abstract  For simple undirected graph    , L(2,1)-coloring of  is a nonnegative real-valued 
function    → ⋯  such that whenever vertices  and  are adjacent in  then 
≥  and whenever the distance between  and  is 2, ≥ . For a given 
L(2,1)-coloring  of graph , the -span is max   ∈. L(2,1)-coloring 
number  min where the minimum is taken over all L(2,1)-coloring  of graph . In this 
paper, based on Harary’s Theorem, we use Tabu Search to figure out the existence of Hamiltonian Path 
in a complementary graph and confirmed that if   is equal to    .
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1. 서론 

무선 기기들의 통신을 위해서는 라디오 주파수(Radio 
Frequency)가 사용되지만 주파수는 고가의 자원으로서 
이를 효율적으로 분배하는 것이 필요하다. 주파수 할당 
문제(Frequency Assignment Problem, FAP)는 무선 
통신에 사용되는 주파수를 송신기들 사이에 간섭이 발생
하지 않으면서 재사용이 가능하도록 할당함으로써 주어
진 주파수 대역 내에서 최적의 상태로 주파수를 통신기
에 분배하는 문제이며 무선 통신의 사용이 활발해지면서 
본 문제의 중요도 또한 높아지고 있다 [1-3].

Griggs & Yeh [1] 는 FAP를 위하여 L(,
)-coloring 문제를 제시하였으며 본 문제는 그래프에
서 인접한 정점의 경우 각 정점에 부여되는 정수값들의 
차이가  이상 그리고 거리가 2인 정점들의 경우 차이가 
 이상이 되도록 각 정점에 정수들을 부여하는 문제이며 
특히    및   인 L(2,1)-coloring 문제가 가장 
실용적인 문제로서 주목을 받고 있다.

단순 무방향 그래프    는 정점 집합 
  ⋯   및 간선집합  ⊆    ∈ 
으로 구성되며, 정점 집합의 크기는   으로 표기
한다. 는  내 임의의 두 개 정점 ,  사이의 
최단거리를, max   ∈는  
의 지름 (diameter)을 각각 나타낸다. 그래프  의 
L(2,1)-coloring 은 다음과 같은 두 가지 조건을 만족하
는 함수    → ⋯ 를 정의하는 것이다.

(1)    인 경우, ≥ 
(2)    인 경우, ≥ 

그래프  에 대하여  를 임의의 L(2,1) -coloring 
이라 하면 max   ∈ 는 
 의 -span 이라 부르며 L(2,1) -coloring number 인 
  는 모든 가능한  에 대하여  min 
로 정의된다. [1]은 L(2,1)-coloring 문제가 NP-complete 
계열에 속하는 문제이며, 모든 그래프에 대한 의 상한
값은  의 최대 차수를 ∆ 라고 할 때 ∆ ∆임을 
증명하였다.

주파수 할당 문제 및 L(2,1)-coloring 문제를 해결하
기 위해 다양한 알고리즘을 사용한 연구가 수행되었으며, 
단순 그래프가 아닌 구간 그래프, 이분 그래프(bipartite 
graph) 등과 같은 다양한 특수 그래프에 대한 의 

상한값을 제시하는 등의 연구 또한 활발히 이루어졌다. 
[4]는 지역 탐색 알고리즘 및 시뮬레이티드 어닐링 알고
리즘(simulated annealing algorithm)을 사용하여 두 
알고리즘의 FAP 계산 성능을 비교하였으며 [5]은 ant 
colony 알고리즘의 방식을 따르는 메타휴리스틱 알고리
즘인 ANTS를 제안하고 두 종류의 시뮬레이티드 어닐링 
알고리즘(simulated annealing algorithm)과 비교하였
다. [6]는 k-coloring 문제에 사용되는 Kernighan-Lin
의 양방향 균등 분할 절차(two way uniform 
partitioning procedure)를 기반으로 하는 FAP를 위한 
알고리즘을 제안하였다. [7] 및 [8]는 FAP를 위해 각각 
하이브리드 유전 알고리즘, 하이브리드 진화 알고리즘을 
제안하였으며 교배 연산 등에 따른 성능 변화를 비교하
였다. [9]은 를 계산하는 4개 알고리즘을 제안하고 
일반 그래프, 이분 그래프(bipartite grpah) 및 희소 그
래프(sparce graph) 에 적용하여 알고리즘들의 성능을 
비교하였고, [10]은 구간 그래프(interval graph)에 대
해서 의 상한값을 구하는 그래프 의 정점 수가 n 
이고 간선 수가 m 일 때 인 알고리즘을 제시
하고 이를 확장해 원호 그래프(circular-arc graph)에 
적용하였다. [11]은 코달 이분 그래프(chordal 
bipartite graph) 및 분할 그래프(split graph)에 대해 
의 상한값을, [12]은 OSF(odd-sun-free) 
chordal graph 및 sun-free chordal graph의 상한값
을 제안하고 트리   에 대해 를 다항 시간 내에 
계산하는 알고리즘을 제시하였다.

본 논문에서는 지름이 2인 그래프에 대하여 Harary
의 정리가 실제로 어느 정도 성립하는 지를 살펴보기 위
한 연구를 수행하였으며, 논문의 나머지 부분은 다음과 
같이 구성된다. 2절에서 Harary의 정리 및 문제 해결에 
사용되는 Tabu Search 알고리즘을 설명하고 3절에서는 
해밀턴 경로 포함 여부 및 L(2,1)-coloring의 결과를 제
시한다. 마지막으로 4절에서 결론을 제시한다.

2. 연구방법

2.1 Harary의 정리
본 논문에서는 지름이 2인 그래프에 대하여 여그래프

(complement graph)의 해밀턴 경로의 존재 여부를 판
단하여 L(2,1)-coloring number 를 계산한다. 그
래프     의 여그래프  는 정점 집합   및 
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(a) Hamiltonian path in complement graph

(b) L(2,1)-coloring of graph

Fig. 1. myciel3 of DIMACS 

간선 집합  ∈  ∉ 로 구성되
며, 해밀턴 경로(hamiltonian path)는 그래프의 모든 
정점을 반드시 한 번씩 지나는 경로이고 그래프에서 해
밀턴 경로가 존재하는 지를 판단하는 것은 
NP-complete에 속하는 문제이다. Harary [2]는 대부
분의 그래프의 가 정점 수  과 동일함을 다음 
Lemma를 사용해 제시하였으며, Lemma 2는 그래프의 
지름이 2 일 때 적합한 것으로, 지름이 2보다 크다면 정
점에 부여하는 정수 값들을 중복되게 사용할 수 있기 때
문에 가 정점 수 보다 작아지는 경향이 있다. 

Lemma 1. 그래프  의 지름이 2보다 작거나 같다면 
 ≥  이다[2].

Lemma 2. 그래프  의 여그래프  에 해밀턴 경로가 
존재한다면  ≤  이다 [2].

지름이 2보다 작거나 같은 경우 그래프의 모든 정점 
사이의 거리가 2보다 작거나 같으므로 L(2,1)-coloring 
정의에 의해 정수가 중복 사용되지 않으므로 Lemma 1
은 명백히 성립하며, 여그래프에서 해밀턴 경로가 
  ⋯  일 때 원 그래프에서  및  은 인
접하지 않기 때문에 연속된 정수를 부여할 수 있으며 이
러한 경우  개 정수 또는 그 이하의 정수로 L(2,1) 
-coloring이 가능하다.

Harary [2] 는 대부분의 그래프들의 지름이 2 이면서 
또한 해밀턴 경로가 존재한다는 관찰로부터 다음과 같은 
정리를 제시하였다.

정리 1. 거의 모든 그래프     에 대하여 
  이다[2].

지름이 2인 그래프  는 Lemma 1 에 의해 
 ≥  이고,  의 여그래프 는 대부분의 그래프
가 해밀턴 경로를 갖는다는 가정에 의해 Lemma 2 를 
만족하여  ≤  이 성립하므로 대부분의 그래프  
에 대하여   가 성립한다.

Fig 1은 DIMACS의 그래프 중 myciel3에 대한 것으
로 (a)는 여그래프 내에 존재하는 해밀턴 경로를 표현한 
그림이며 (b)는 해밀턴 경로 순서대로 1부터 11까지 정
수(color)를 각 정점에 부여한 그림이다. Fig 1-(b)의 정
점을 의미하는 원 내의 숫자는 정점에 부여된 정수

(color)이고 정점 바깥쪽 아래에 위치한 숫자는 정점의 
label을 의미한다. 각 정점에 부여된 정수가 모두 다르기 
때문에 거리가 2인 정점과는 모두 다른 정수를 가지며, 
인접한 정점과 모두 2 이상 차이가 나는 것을 확인할 수 
있다. 따라서 여그래프의 해밀턴 경로를 기준으로 정점에 
정수를 부여하면 개 정수로 L(2,1)-coloring이 가능함
을 볼 수 있다.

본 정리가 어느 정도 성립하는 지를 살펴보기 위해 
DIMACS 그래프 150개를 수집하였으며 이를 대상으로 
지름이 2인 그래프를 파악하고 여그래프의 해밀턴 경로 
존재여부를 Tabu Search 를 사용해 판단하여 가 
 과 동일함을 보인다. Tabu Search는 한 개의 해를 통
해 이웃들을 생성하고 이동함으로써 지역 탐색(local 
search)을 수행하는 메타휴리스틱 알고리즘으로 단기 메
모리를 사용해 일정 기간 내에 방문했던 해로 재이동 하
지 않도록 하여 더욱 넓게 탐색공간을 이동할 수 있도록 
한다[13].

2.2 Tabu Search
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최적화 문제를 해결하기 위해 일반적으로 강하법
(descent method)이 사용되어졌지만 해당 방법만으로 
계산하기 어려운 문제들을 위해 유전 알고리즘, 시뮬레이
티드 어닐링(simulated annealing) 및 Tabu Search 
등과 같은 휴리스틱 알고리즘들이 제시되었으며, 강하법
(descent method)과 달리 지역 최적값을 벗어날 수 있
는 전략을 사용함으로써 우수한 성능을 보였다[13,14]. 
Tabu Search(TS)는 F. Glover [15] 가 처음 소개하였
으며 문제의 형태에 상관없이 사용가능한 메타휴리스틱 
알고리즘으로 다양한 분야의 최적화 문제에 적용되었다. 
TS는 지역 탐색 방법과 유사하게 한 개 해에서 다른 해
로 이동해 최적 해를 탐색하고 종료 조건을 만나기 전까
지 이동을 반복적으로 수행함으로써 문제를 해결한다
[13]. 즉, TS는 현재 해를 기반으로 탐색 공간(search 
space)에서 현재 해가 도달할 수 있는 해인 이웃 해들을 
생성하고 그 중 적합도가 가장 우수한 해로 이동하지만 
지역 탐색 방법과의 차이점은 tabu list 라 불리는 단기 
메모리를 사용한다는 점이다. Tabu list 는 이전에 방문
했던 해를 일정 기간 동안 기록하고 기간 내에 기록된 해
와 동일한 해로 재이동하려는 움직임을 금지한다. 이를 
통해 TS는 해가 반복되는 현상을 방지하며 항상 우수한 
방향으로 움직이는 결정론적 및 확률론적 방법보다 우수
하지 않은 해가 선택될 가능성이 있는 탐색 방법이 최적
화 문제 해결에 이점을 준다는 가정을 기반으로 한다
[13,14]. 이웃 해로 이동하기 전에 tabu list 에 의해 금
지되는 해인지 검사하고 그렇다면 다른 이웃 해를 선택
한다. 해를 기록하는 일정 기간은 TS의 하이퍼 파라미터
인 tabu tenure 에 의해 결정되며 tabu tenure 가 작을 
경우 해가 반복되는 현상이 발생하는 것을 방지하지 못
하고 tabu tenure 가 클 경우 선택되는 해의 품질 저하
로 이어지기 때문에 이를 적절히 설정함으로써 TS의 성
능을 높일 수 있다[14]. TS를 구현할 때 고려해야할 사항
은 (1) 이웃을 구하는 연산 및 (2) tabu list 를 어떻게 
정의할 것인가이다. 위 두가지 사항을 문제 및 해의 종류
에 따라 자유롭게 정의할 수 있어 다양한 분야에 적용할 
수 있다는 강점이 있지만 이들로 인해 알고리즘의 복잡
도 및 성능이 결정되는 경향이 있다[13].

본 연구에서는 그래프  의 가 와 동일한
지 아닌지를 판단하기 위해 의 해밀턴 경로
(hamiltonian path)가 존재하는 지를 TS를 사용하여 
판단한다. TS의 해는 정점의 순열을 사용하며 초기 해는 
무작위로 순열을 생성하고 적합도는 missing edge 수로 

설정하였다.     ⋯  가 한 개 순열이라 할 
때,   의 missing edge는     

 ≤  ≤   ∉  로서   내 누락된 간선 
집합을 나타내며 만일  ∅ 인 경우   는 해밀턴 경
로이다.    ∈ 는   내 첫 번째 missing 
edge를 나타낸다. 예를 들어 정점이 9개인 그래프에 대
하여 (4-6-3-9-1- 5-2-7-8) 가 한 개 순열이며 여그래
프에서 정점 쌍 (1,5), (3,6) 및 (7,8) 이 인접하지 않는다
고 하자. 해당 순열의  는 3 이며 이후 이웃 해를 
구할 때 사용되는  는 (3,6)이다.

TS는 일반적으로 이웃 해를 다수 생성하여 그 중 가장 
좋은 적합도를 가지면서 tabu list 를 어기지 않는 이웃
으로 이동하는 방식을 사용하지만, 본 연구에서는 이웃 
해 한 개만을 생성하며, tabu list 에 의해 금지된 이동이 
아니라면 항상 해당 이웃으로 이동한다. 이웃 해는 순열의 
 가    일 때 다음 과정을 통해 생성된다.

step 1. 순열에서  이후에 위치한 정점들 
  ⋯   에 대하여 와 인접
여부를 검사하고 만약 인접한 정점이 존재
한다면, step 3 을 진행한다.

step 2. 순열에서  이전에 위치한 정점들 
  ⋯   에 대하여 와 인접여
부를 검사하며 인접한 정점이 없다면 무작
위로 새로운 순열을 생성한다.

step 3. step 1 또는 step 2를 통해 찾은 인접 정
점이  일 때,  와 위치를 변경한다.

Tabu list 는 그래프의 정점 수가 n 일 때 n x n 크기
의 정방 행렬 M을 사용하며, 이웃이 생성된 시간 t 와 순
서를 바꾼 두 정점  및  에 대하여 M[][] 
및 M[][] 에 t 를 저장하고 tabu tenure 로 설정
한 일정 기간 내에  및  의 순서를 변경하여 이웃
을 생성하려 하는 경우 tabu list 에 의해 금지된다.

Algorithm 1은 현재 해의 이웃 해를 구하는 함수를, 
Algorithm 2는 그래프의 해밀턴 경로를 찾는 Tabu 
Search를 나타낸다. Algorithm 1의 getFM 함수는 현
재 해   의 첫 번째 missing edge인  를 찾아 인덱
스를 돌려주는 함수이며, for 구문 내 if 문은 선택된 두 
정점이 인접하면서 tabu list 에 의해 금지되는 행동이 
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Graph     
density of complement 

graph

DSJR500.1c 500 121275 3475 0.027856

hamming8-2 256 31616 1024 0.031373

hamming10-2 1024 518656 5120 0.009775

MANN_a9 45 918 72 0.072727

MANN_a27 378 70551 702 0.009852

MANN_a45 1035 533115 1980 0.003700

MANN_a81 3321 5506380 6480 0.001175

r125.1c 125 7501 249 0.032129

r250.1c 250 30227 898 0.02885

Table 2. The graph that cannot find the hamiltonian path

아니라면, updateTabuList 함수를 사용하여 tabu list 
를 갱신하고 이웃을 생성하는 과정이다. Algorithm 2을 
통해 볼 수 있듯이 TS의 종료 조건은 최대 반복횟수를 
사용해 설정하였다.

Algorithm 1. getNeighbor function

Algorithm 2. Tabu Search 

3. 실험 및 결과

본 논문에서는 지름이 2인 그래프에 대한   가 
정점 수  과 동일함을 보이기 위해 DIMACS 그래프 
150개를 수집하였으며 그 중 지름이 2인 그래프 106개
를 대상으로 실험을 수행하였다. 실험에 사용한 그래프
의 그룹을 Table 1 에 작성하였다. 

Group name

p-hat MANN DSJC / DSJR

queen keller C

myciel johnson brock

san gen hamming

sanr flat r

Table 1. Group name on the graphs.

TS의 하이퍼파라미터는 maxIteration 을 100,000
으로, tabu tenure ,는 7로 설정하여, 10번 독립적으로 
수행하였으며 각 수행마다 해밀턴 경로를 찾았는지를 판
단하였다. 106개의 그래프 중 9개의 그래프를 제외한 모
든 그래프에 대해서 10번 수행에서 항상 해밀턴 경로를 
찾을 수 있었다. 

Table 2 는 제시한 TS 알고리즘으로 여그래프에서 
해밀턴 경로를 계산하지 못한 9 개 그래프들의 간선 밀
집도(edge density)를 보여주며 본 Table로부터 여그래
프들의 간선 밀집도는 1% 이하임을 알 수 있다. Table 
2 에서 r125.1c 그래프의 경우 여그래프가 비 연결된 그
래프이므로 여그래프에 해밀턴 경로가 존재할 수 없음을 
확인하였다.

r125.1c를 제외한 8개 그래프를 대상으로 maxIteration 
을 500,000, tabu tenure 는 7로 설정하여 TS를 10번 
수행하였을 때, 2개 그래프 hamming8-2 및 DSJR500.1c에
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서 해밀턴 경로를 각각 2번, 1번 찾을 수 있었으나 나머지 
6개 그래프에 대해서는 tabu tenure 를 변경하는 등의 
매개변수 조정을 통해서도 해밀턴 경로를 찾을 수 없었다.

그래프의 정점에 대한 순열을 사전식 순서로 모두 검
사하는 B&B(Brach and Bound) 알고리즘을 병렬 프로
그램으로 구현하여 MANN_a9 에 대하여 실행한 결과 
여그래프에 해밀턴 경로가 존재하지 않음을 확인하였지
만, B&B 알고리즘은 정점 수에 따라 수행 시간이 증가하
여 지수 시간(exponential time)을 요구하는 알고리즘
으로, MANN_a9 이외의 그래프의 경우 100개 이상의 
정점을 가지며 이로 인해 결과를 얻는 것은 현실적으로 
불가능하였다. Table 2 의 그래프들 중 제시된 TS 알고
리즘으로 여그래프에서 해밀턴 경로를 계산하지 못한 6 
개 그래프들의 경우 이들의 간선 밀집도를 고려할 때 해
밀턴 경로가 존재하지 않을 가능성이 높다고 판단된다.

결론적으로, 실험에 사용된 150개의 DIMACS 그래프
들 중 약 70% (106개)의 그래프의 지름이 2이며 이들 중 
약 93% (99개) 그래프들이   를 만족함을 보였
다. 하지만 여그래프에서 해밀턴 경로가 존재하지 않는 
그래프들의 경우 Lemma 1, 2 에 기반하여   
임을 보이지 못한 것 일뿐 해당 그래프들에 대하여 
   라고 확정지을 수는 없다.

4. 결론

L(2,1)-coloring 문제는 주파수 할당 문제와 관련된 
그래프 색칠 문제로 최단 거리가 1인 정점 사이의 정수
가 2 이상 차이나도록 하고 최단 거리가 2인 정점 사이
의 정수가 동일하지 않도록 할당하는 문제이다. 주파수  
할당 문제의 연구 중요성이 높아지며 다양한 알고리즘으
로 본 문제를 해결하거나 상한값을 제한하는 연구들이 
수행되어져왔다. 

본 논문에서는 Harary의 정리를 기반으로 하여 지름
이 2인 단순 무방향 그래프  의 가 그래프의 정
점 수와 동일함 보이기 위해 Tabu Search를 사용해 여
그래프의 해밀턴 경로 존재여부를 판단하였다. 

106개의 지름이 2인 DIMACS 그래프에 대하여 실험
을 수행한 결과 대부분의 그래프의 여그래프에 해밀턴 
경로가 존재하는 것을 확인하였으나 해밀턴 경로를 구하
지 못한 그래프의 가 그래프의 정점 수와 다르다고 
단정할 수는 없으므로 이러한 그래프들의 정확한 
를 계산하기 위한 연구가 추가적으로 필요하다고 판단된다.
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