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1. 서 론

나노 입자들의 직접적인 조립 현상은 나노기술에서 중요한 

도전과제 중 하나이다. 금속 입자들이 직접 결합하는 현상은 

유전영동(dielectrophoresis)으로 인해 변화되는 전기장(Barsotti 

et al., 2007; Ranjan et al., 2006) 및 균일한 전기장(Pethig, 2016) 

하에서 다양한 실험을 통해 관측되었다. 외부 전기장 하에서 

금속 나노입자는 자유전자에 의해 자연적으로 극성을 나타낸

다. 따라서 이들 간의 인력을 통해 전기장 방향으로 결합하는 

pearl chain 형태로 금속 나노입자들이 cold welding하기 때문

에 nanorod, nanobeam과 같은 형태를 제작하기에 유리하다.

금속 나노입자들의 cold welding 현상을 전산모사로 정확하게 

구현하기 위해서는 first-principle로 페르미 레벨 주변의 density 

of states를 계산하여 전자적 구조를 계산하는 것이 필수적이다

(Han and Ihm, 2000; Kim et al., 2002). 그러나 이러한 방법론은 

많은 계산 비용의 요구로 인한 모델 사이즈가 제한되기 때문에 

큰 사이즈의 모델 해석을 수행하기가 어렵다(Mayer, 2005). 반

면에 분자동역학은 first-principle에 비하여 화학적 구조를 정

확하게 관찰하지는 못하지만 보다 상대적으로 큰 스케일의 근

사화된 해석을 수행할 수 있기 때문에 다양한 연구에 활용되고 

있다(Marx and Hutter, 2000). 분자동역학 해석을 통해 금속나

노입자의 유도전하를 계산하기 위해 Djurabekova 등(2011)은 

입자가 존재하는 도메인을 mesh의 형태로 나누어 Laplace 방

정식을 풀고 계산된 해에 대응되도록 원자에 가해지는 유도전

하(induced charge)를 가우스법칙으로 추적하는 방식을 제안

하였다. 이 방법에서는 금속 원자가 존재하는 곳 이외의 모든 

도메인에 대해 전기장이 계산된다. Ben과 Park(2014)은 금속 

원자의 유도 전하와 극성을 모두 고려하여 유도전하를 엄밀하게 
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계산하는 방법론을 개발하였다. 다만 이 방법에서는 도메인 

내의 모든 금속 원자의 전하(charge)와 극성(dipole)에 대한 선

형방정식을 입자의 위치가 변화할 때마다 풀어내야 하기 때문

에 매우 많은 계산비용이 요구된다. Kim 등(2020)은 금속 표면 

원자만을 선형방정식에 포함시키고 극성(dipole)은 제외한 유

도전하만을 고려하여 계산비용을 매우 낮추어 계산하는 방법론

을 제안하고 실험적으로 확인된 금 나노 입자들의 cold welding 

현상을 시뮬레이션하였다.

본 연구에서는 Kim 등(2020)에서 제시된 금속 입자의 유도

전하 계산 시스템이 saddle point 문제 특성을 가진다는 것에 

착안하여 시스템을 분석하고 효율적인 계산 방법을 연구한다. 

saddle point 문제를 해석하는데 효율적인 Uzawa type algorithm

을 적용하고, preconditioned conjugate gradient(PCG) 방법을 

통해 가속한다. 두 개의 금속 입자가 전기장에 놓여졌을 때 유

도전하를 계산하는데 계산 비용과 효율성 측면에서 제안된 방

법론을 검증한다.

2. 금속표면 유도전하 가속해석

2.1 최적화를 통한 금속표면 유도전하 계산

외부 전기장에 의해서 발생되는 금속 자유전자들의 재배치

는 시스템의 전기적 상태에 대한 양자역학적 접근방법을 통해 

정확히 계산할 수 있다(Han and Ihm, 2000). 하지만 계산 비용

이 매우 많이 들어 상당히 제한적인 시스템에 적용할 수밖에 

없다. 따라서 Kim 등(2020)은 분자동역학 해석을 통한 근사계

산법으로 금속나노 입자 결합 현상을 설명할 수 있는 방법론을 

제시하였다.

N개의 원자로 구성된 금속 입자 시스템의 전체 전기에너지

는 다음과 같이 계산된다.












  




 . (1)

여기서, 는 금속 입자의 표면 원자의 개수, 는 쿨룽 계수

(Coulombic coefficient), 는 외부 전압, 그리고 는 원자에 유

도된 전하량을 의미한다. 표면 원자는 금속 내부 원자와 구별

되는 의미로서 금속 내부의 자유전자들이 모이는 금속 입자의 

표면에 위치하는 원자들을 의미한다. 표면 원자와 내부 원자

는 원자의 금속결합 에너지를 계산하고 비교하여 구별할 수 있

다. 금속 입자들은 금속 결합으로 인접한 원자들끼리의 결속

을 유지하게 되는데 각 원자들의 금속결합 에너지를 계산해 보

면 내부에 존재하는 원자들이 낮고 항상 일정한 에너지를 갖는 

것에 비하여 표면에 위치하는 원자들은 그보다 더 높은 에너지

를 가지게 된다. 이는 표면에 위치한 원자들의 결합의 개수가 

부족하기 때문에 발생하는데 이러한 성질을 이용하면 표면 원

자와 내부 원자를 정확하게 구별할 수 있다. 표면 원자와 내부 

원자를 구분하는 금속결합에너지는 신중하게 결정되어야 하

는데 그 기준값이 너무 높다면 표면 원자를 너무 적은 개수만

을 포함시켜서 정확한 해석을 기대하기 어렵게 되고 반면에 기

준값이 너무 낮다면 표면 원자뿐만 아니라 금속결합 격자의 뒤

틀림같은 결함이 발생되는 주변의 원자들도 표면원자로 인식

될 수 있다는 문제가 발생할 수 있다. 

금속 입자 전체의 전기 에너지에서 쿨룽계수는 각각의 입자들

이 점전하(point charge)라는 가정을 통해서 
 

라고 고려할 수 있다. 이 때 는 진공유전율을 의미한다. 그러

나 실제 원자에 소속되어 있는 전자에 대한 전위는 점전하가 

아닌 가우시안 분포를 가지는 전하 분포로 고려되어야 하기 때

문에 입자 사이의 거리인 를 
 로 대체하게 

된다. 이를 통해서 두 개의 가우시안 전하 밀도 사이의 전기 에

너지를 정확하게 표현할 수 있게 된다(Mayer, 2005).

고전 전기역학(Jackson, 1999)에 근거하여 외부 전기장이 

가해질 때 금속 입자의 표면 원자에 유도되는 전하는 금속 입

자 내부의 전기장이 최소가 되도록 재분배가 된다고 가정하였

다. 이를 최적화 문제로 접근해 보면 다음과 같은 문제 설정이 

가능하다.

min


 . (2)

여기서, 는 금속 입자의 내부의 부피 공간을 의미하며, 

는 외부 전기장을 뜻한다. 라는 위치에서 유도된 전하들에 

의해서 받는 전기장의 크기는 다음과 같이 계산된다.


  

 ≠







  . (3)

는 고전적 전기학에서는 
을 의미하지

만 가우시안 분포를 가지는 전하 밀도에 대해서는 아래와 같이 

수정된다.











 












 








. (4)

여기서, 은 전기용량으로부터 얻어지는 각 원자들마다 다른 

전하 밀도의 폭을 의미한다. 
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자유 전자들은 금속 입자 내부에서 자유롭게 움직이기 때문

에 외부 전기장이 가해졌을 때 자유롭게 금속 입자의 표면까지 

이동한다. 그리고 금속 입자의 내부의 전기장이 0이 되어 완전

히 안정화되었을 때 자유 전자들의 움직임이 멈추게 된다. 이

러한 특성을 이용해서 식 (1)과 같은 문제가 설정된다. 반면에 

금속 입자 내부에 있는 자유 전자들이 외부로 도망가거나 유입

되지 않기 때문에 





 을 만족해야 한다. 따라서 본 문제는 

라그랑지안을 다음과 같이 설정할 수 있다.

 ∥∥  . (5)

여기서, 는 라그랑지 승수이며, 는 번째 입자가 가지는 총 

전하 가 보존되어야 한다는 제약조건을 의미한다.

 
 




 . (6)

식 (5)에 대한 쿤터커(Kuhn-Tucker) 최적조건은 다음과 같

이 얻어진다.






 , (7)

그리고 






 




 . (8)

라고 하고  라고 한다면, 식 (7)과 

(8)은 하나의 시스템으로 다음과 같이 표현할 수 있다.









 




  
  






























(9)

여기서, 는 의 사이즈를 갖는 벡터이며 그 성분으로는 0 

또는 1의 값을 갖는데 


  를 만족한다. 여기서, 는 모든

성분이 1인 ones-vector이다. 각각의 원자들이 어느 금속 입자에 

소속되어 있는지를 결정한다. 는 입자가 서로 결합하거나 분

리되면 스스로 그 성분이 변화되어 자연스럽게 원자의 소속을 

결정하게 된다. 를 결정하는 과정은 유도 전하 분포를 계산

하기 전에 항상 수행되는 과정이며, 전체 계산 비용은 다음과 

같이 결정된다.

× (10)

여기서, 은 시스템의 총 원자의 개수, 은 한 원자의 금속결

합을 이루는 주변 원자의 개수를 의미한다. 또한 는 다른 입

자에 소속된 원자와 인접한 원자의 개수를 의미한다. 

가 결정되고, 식 (9)를 통해서 표면 유도 전하를 계산하면 

시스템 전체에 발생되는 전기장을 계산할 수 있고, 원자에 소속

된 전하를 이용해서 입자들이 받는 총 전기력을 계산할 수 있다. 

이를 이용하면 전기장이 존재할 때 입자들이 결합하거나 정렬

되는 다양한 현상들을 전산 모사할 수 있다(Cha et al., 2019).

식 (9)는 유도 전하를 계산하기 위해 꼭 필요하지만, 분자동역

학 해석에서 지속적으로 위치가 변화하는 입자들에 대해 식 (9)

를 푸는 과정을 반복하는 것은 전산 계산량에 상당한 부담이 된

다. 모든 원자를 사용하는 기존의 유도 전하 계산법(Djurabekova 

et al., 2011)에 비해서 표면 원자만을 계산식에 포함시켜 계산 

행렬의 크기를 대폭 감소시켰음에도 불구하고 전체 분자동역

학 해석 과정에서 유도 전하 계산에 할당되는 계산량이 상당히 

크기 때문에 이 부분을 개선하는 것이 필수적이다.

2.2 Uzawa method와 PCG를 통한 가속해석

 

식 (9)는 SPD(Symmetric positive definite) 행렬 에 대해 구

성되는 선형 시스템으로서 아래와 같은 형식을 구성하는 saddle 

point 문제가 된다(Benzi et al., 2005).

  

    (11)

Saddple point 시스템의 Schur complement, S:=
  를 

이용해서, 식 (11)에서 변수 를 제거하고 다음의 변수 에 대

한 식을 만들 수 있다.

 
 (12)

이 때 Schur complement의 역함수를 구하는 대신에 iterative 

한 방법으로 와 를 구하는 Uzawa 방법을 사용하면 빠르게 

해를 구할 수 있게 된다. 다음 Algorithm 1은 가장 간단한 형태

의 Uzawa algorithm이다.

Algorithm 1(Basic Uzawa algorithm)

1.Set    .

2. Find  from 

  2.1  
 

  2.2  
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Algorithm 1은 parameter에 의존적이고 속도가 느리다는 단

점이 있다. 그래서 다양한 종류의 Uzawa algorithm의 변형이 

알려져 있다. 본 연구에서는 식 (12)에 conjugate gradient(CG) 

방법을 적용하여 유도된 Accelerated Uzawa algorithm을 사용

한다. 

먼저 식 (12)에 CG 방법을 적용하면 다음과 같은 algorithm

이 유도된다.

Algorithm 2(CG for Schur complement)

1. Set  
   ,

2. Find  from 

    2.1  




    2.2  

    2.3   

    2.4  




    2.5   

Algorithm 2가 잘 작동하기 위한 필요 조건은 Schur com-

plement, S가 SPD인 조건 뿐이며 식 (11)의 수렴 속도는 S의 

condition number에 의존적이다. 다만 S를 직접 계산하여 저장

하는 것은 매우 어려운 일이다. 따라서 다음과 같은 방법을 통

해 Algorithm 2를 효율적으로 구현해야 한다. 다음의 계산은 

모든 k-step에 대해서 가  을 만족하고 있다

는 가정 안에서 이루어진다. 

1) 계산하기:

    1.1)  
 .

    1.2)  .

    1.3)  




 



2)  계산하기:

     
 


  

  

 

3)  계산하기:

     



  

 

위의 계산법을 사용하여 다음과 같은 가속 Uzawa algorithm

를 구성할 수 있다.

Algorithm 3(Accelerated Uzawa algorithm)

1. Set  
     ,

2. Repeat the process k=0,1,2,3...

    2.1  
 

    2.2  
 



    2.3  

    2.4   

    2.5  

    2.6  




    2.7   

Remark 

1. 가속 Uzawa algorithm은 Shur complement의 CG 버전이

기 때문에, Shur complemement의 condition number에 반

복 계산 횟수가 의존적이다.

2. 계산 시간이 가장 많이 걸리는 단계는 K의 역함수를 구

하는 단계이다. 따라서 K의 역함수를 효율적으로 구하기 

위해서 보통 PCG scheme을 사용한다. 본 연구에서는 QR 

decomposition을 통해 preconditioner를 구성하였다.

2.3 LAMMPS로의 도입방법

본 연구에서는 위의 유도전하계산법을 잘 알려진 분자동역

학 시뮬레이터인 LAMMPS에 도입하여 LAMMPS 시뮬레이

션에서 활용할 수 있도록 하였다. Fig. 1은 전체적인 분자동역학

의 흐름에서 Uzawa scheme이 어디에 도입되는지를 보여준다. 

그리고 내부의 알고리즘은 다음과 같은 순서로 이루어진다.

1. 금속 결합 에너지를 계산하여 표면 전하와 내부 전하를 구

분한다.

2. 금속 입자들을 구분하고 각 입자에 소속되어 있는 금속 원

자들을 추적하여   벡터를 결정한다.

3. 를 구성하여 에 대한 식 (9)를 풀어내기 위한 Algorithm 

1,2,3을 도입하여 유도전하를 계산한다.

4. 유도 전하를 이용하여 쿨룽힘과 로렌츠힘을 계산한다.

개발된 방법론은 EAM potential에 의해서 결정되는 금속결

합에너지를 이용하여 표면전하를 구분하기 때문에 LAMMPS 

내부에서 EAM potential을 계산한 이후에 계산이 이루어져야 

한다. 따라서 개발된 방법론을 이용하여 쿨룽힘과 로렌츠힘이 

계산되면 먼저 계산되어 있었던 각각의 입자들에 가해진 힘에 

더해줘 전하에 의한 힘을 반영해 준다.
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3. 수치 예제

3.1 전기장에 의한 금속나노입자의 전기장해석

본 연구에서는 금속 나노입자의 유도전하계산 방법론의 효

율성을 검증하기 위하여 두 개의 나노입자를 약 7nm만큼 떨어

뜨려 배치시키고 x축 방향으로 의 전기장을 가해주

었다. 3857개의 원자들로 이루어진 5nm의 직경을 가진 금나노

입자 두 개를 약 20도정도 x축 방향에서 경사를 가지도록 모델

링하였다. 표면원자와 내부원자를 구별하기 위한 금속결합에

너지는 –3.75eV로 설정하였고 분자동역학 전산모사에서 금원

자 사이의 결합은 EAM potential로 모델링하였다. 금원자의 

벌크 금속 결합에너지는 –3.93eV로 알려져 있다. 또한 내부 금

속 결합의 결함을 표면원자에 포함시키지 않기 위해서 결함 주

변의 원자들의 에너지가 (111), (100), (110) 표면에서 각각 –

3.6eV, -3.49eV, -3.36eV임을 감안하여 –3.75eV가 선택되었다. 

Fig. 2은 전기장에 의해 유도된 유도전하들을 개발된 방법

론으로 계산한 결과를 보여준다. 입자들의 색깔은 파란색이 

음전하, 빨간색이 양전하를 뜻한다. 금나노입자는 위치에 상

관없이 그리고 결합유무에 상관없이 금나노입자 내부가 전기

장이 최소가 되도록 만드는 표면 유도전하를 계산한다. 이러

한 결과는 Fig. 3에서 더 정확하게 확인할 수 있다.

Fig. 3는 입자의 내부를 확인할 수 있도록 y축 평면으로 잘

라서 y축평면에서의 입자주변의 전기장을 보여주고 있다. 입

자의 주변에는 전기장이 존재하고, 특히 입자와 입자 사이의 

공간에는 가해진 전기장의 약 4배에 해당하는 전기장이 존재

하는 것을 확인할 수 있지만 입자의 내부에는 거의 전기장이 0

이 되도록 유도전하가 잘 분포됨을 확인할 수 있다.

3.2 Uzawa method의 효율성 검증

기존의 유도전하계산법은 LINPACK library에 있는 DGEFA

를 이용한 matrix factorization을 통해 계산되었다. 이 방법은 

를 직접 계산하기 때문에 상당히 비효율적인 계산법

이다. 예를 들어 A의 행의 개수가 17268이고, 열의 개수가 1848

일 경우 전체 계산 비용의 약 99.7%가 를 계산하는데 

시간이 소요된다는 것이 확인되었다. 따라서 기존의 방법론에

서 계산 비용은 다음과 같이 를 계산하는데 필요한 비용

으로 계산된다.


∈ ≃×




(13)

여기서, 은 의 행의 개수를 뜻하며 내부금속원자의 개수×

3(차원)으로 나타난다. 또한 는 의 열의 개수이며 표면금

속원자의 개수를 의미한다. 이러한 불필요한 계산비용을 효율

적으로 개선하기 위해 개발된 QR decomposition을 이용한 가

속 Uzawa algorithm과 PCG scheme은 를 직접 계산하지 

않으면서 식 (9)의 해를 효율적으로 계산할 수 있다. 

Fig. 1  Flow chart for overall MD procedures and Uzawa scheme

Fig. 2  Induced charges of surface atoms on gold nanoparticles 

under external electric fields(color on each atom indicates the 

value of induced charges. Blue means negative charge and red 

means positive charge)

Fig. 3  Electric fields around gold nanoparticles on y-directional plane
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Fig. 4은 제안된 방법의 전체 계산비용에서 QR decomposition

이 차지하는 비율을 보여준다. 대부분의 계산비용은 QR decom-

position에서 소요되는 것을 확인할 수 있고, 그 이후에 Uzawa 

iteration과 PCG iteration은 대부분 1번이나 두 번만에 수렴하

기 때문에 계산비용을 상당히 절감시킨다는 것을 알 수 있다. 

따라서 개발된 방법은 아래와 같이 QR decomposition에 필요

한 계산비용으로 근사할 수 있다(Golub and Van Loan, 2013).

≃∙
 (14)

따라서 개발된 방법론은  행렬의 열과 행간의 관계, 

가 작아질수록 더 효율적으로 계산될 수 있음을 알 수 있다. 또

한 가 같은 모델일 경우 시스템의 사이즈가 변화하

더라도 기존의 방법에 비해서 일정한 비율로 계산비용이 감소

하는 시스템이라는 것을 알 수 있다. 기존의 방법과 개발된 방

법간의 효율성 비교는 Fig. 5에서 확인할 수 있다.

가우스 소거법을 이용한 방법에 비해서 Uzawa algorithm 

(algorithm 1과 2)는 본 문제에 대해서 1/3이상의 계산비용 절

감효과가 나타나는 것을 확인할 수 있다. 또한 가속 Uzawa 

algorithm(algorithm 3)은 가우스 소거법에 비하여 약 1/10의 계

산 비용 만을 필요로 하여 상당한 계산효율의 증대를 가져온

다. 이러한 효율성은 가속 Uzawa algorithm의 수렴성과도 관

련이 있는데 본 모델은 식 (11)에서 의 개수가 2개였고, 가속 

Uzawa algorithm은 모든 계산에서 단 1번의 계산으로 이미 충

분한 수렴성을 보이며 반복계산을 마쳤다. 또한 각각의 Uzawa 

iteration step에서 PCG 또한 반복계산 2번 만에 수렴하는 결과

를 보여주며 계산효율의 향상을 가능하게 하였다. 반면에 Fig. 6

에서 볼 수 있듯이 기본 Uzawa algorithm(algorithm 1)에서는 

Uzawa iteration이 한번만에 수렴하였으나 그 내부에서 100회 

이상의 CG 반복계산이 이루어졌다. 그럼에도 불구하고 근사

해의 잔차(residual)은 가속 Uzawa algorithm에 비하여 훨씬 부

족한 결과를 보여주었다. 

4. 결 론

본 연구에서는 분자동역학의 금속나노입자의 유도전하를 

계산하는 방법의 효율성을 개선하고 검증하였다. Saddle point

를 가지는 densed normal matrix system에 대한 효율적인 계산

을 위하여 가속 Uzawa algorithm를 적용하였다. 두 개의 금나

노입자가 외부의 전기장 아래 놓여 있는 모델에 대한 수치예제

를 통해서 금속나노입자의 표면에 유도되는 전하를 계산하고 

가속 Uzawa algorithm의 효율성과 수렴성을 가우스 소거법과 

Uzawa algorithm과의 비교를 통해서 검증하였다. 가속 Uzawa 

algorithm은 다른 방법에 비해 높은 수렴성과 효율성을 가진다

는 것을 확인했으나 QR decomposition에 많은 계산비용이 소

모된다는 점은 이후의 개선이 필요한 부분으로 보여진다. 해당 

Fig. 4  The ratio of QR decomposition to total computational cost 

from the accelerated uzawa algorithm

Fig. 5  Comparison of calculation cost according to system size 

change between the existing Gaussian elimination method and 

the uzawa algorithms

Fig. 6  Comparison of convergence and conjugate gradient 

iteration between the basic Uzawa algorithm (algorithm 1) and 

the accelerated Uzawa algorithm (algorithm 3)
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부분에 대한 개선을 위하여  형태의 normal 방정식에 대해 

incomplete QR decomposition 혹은 Cholesky decomposition을 

통한 preconditioner를 생성하는 방안을 향후 연구할 계획이다.
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요  지

분자동역학에서의 원자들의 유도전하를 계산하기 위해서는 유도전하를 미지수로 하는 선형방정식을 풀어야 하는데 원자들의 위

치가 변화할 때마다 필요한 계산이므로 상당한 계산비용이 요구된다. 따라서 효율적인 유도전하 계산 방법은 다양한 시스템을 해석

하기 위해서 필수적이다. 본 연구에서는 constraints가 존재하는 Lagrange 방정식의 해에 대한 선형 시스템, 즉 saddle point를 가지는 

문제를 해결하기 위해서 Uzawa method를 도입하였다. Uzawa 매개변수가 수렴 속도에 영향을 미치는 단점을 극복하고 행렬 연산의 

효율성을 위해서 Schur complement와 preconditioned conjugate gradient (PCG) 방법을 통해 계산의 효율성을 극대화하는 가속 Uzawa 

algorithm을 적용한다. 두 금속 나노입자가 전기장에 놓여진 분자동역학 수치모델을 통해서 제시된 방법이 유도전하계산의 수렴성, 

효율성 측면에서 모두 향상된 결과를 도출함을 확인하였다. 특히 기존의 가우스 소거법에 의한 계산보다 약 1/10으로 계산비용이 절

감되었고, 기본 Uzawa method에 비하여 conjugate gradient (CG)의 높은 수렴성이 입증되었다.

핵심용어 : 분자동역학, 유도전하, saddle point 문제, Uzawa 방법, Preconditioned conjugate gradient


