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구체적 수학탐구활동 사례를 통한 학교현장 수학 탐구방법 탐색
1)

서 보 억 (충남대학교, 교수)

본 연구는 학교현장의 수학탐구활동을 지원하기 위한 현장지원 연구이다. 수학탐구활동은 수학교사에게뿐 아니라, 학

생에게도 매우 중요한 수학적 활동이다. ‘수학과제 탐구’ 교과목이 생기고, 고교학점제, 자유학년제와 같은 다양한 수

학적 활동이 강화되면서 이러한 경향은 더 강해지고 있다. 수학탐구활동은 전문수학자만의 고유영역이 아니며, 수학

을 학습하는 그리고 수학을 지도하는 모든 평범한 사람에게도 동일하게 기회가 주어져 있다. 이에 본 현장지원 연구

에서는 한 가지 수학적 사실을 기반으로 하는 구체적인 수학탐구활동을 기반으로, 현장 학교에서 교사 및 학생이 자

발적으로 수행할 수 있는 수학탐구활동 방법을 제안하는 것을 연구의 목적으로 한다. 구체적으로 본 연구에서 선택

한 한 가지 수학적 사실은 2015개정 수학과 교육과정에서 다시 추가된 내용요소인 코사인 법칙이다. 본 연구에서는

코사인 법칙을 기초로 여러 가지 수학탐구활동을 수행하였다. 이러한 수행 결과를 분석하여 현장에서 학교수학을 탐

구하는 방법을 구체적으로 제안하였다. 본 연구의 결과를 통해 수학탐구활동이 수학교실에서 학생 및 교사에 의해

다양하고 활발하게 이루어지기를 기대한다.

Ⅰ. 서론

수학의 발달은 우리의 실제 삶의 공간이나 가상적 공간 속에서 새로운 사실을 발견하고 끊임없는 재구성의

과정을 통해 이루어져 왔다. 인류의 역사를 통해 볼 때, 수학은 한 가지 사실을 출발점으로 하여 다양한 사고활

동을 통해 처음과 유사하거나 전혀 다른 새로운 내용을 재구성하는 과정을 밟아 생성되어 왔음을 분명하게 확

인할 수 있다. 실제로 고대그리스 수학자 Euclid는 기원전 3세기 원론(The Elements)이라는 위대한 수학책을 저

술하였는데, 그는 이 책에서 5개의 공준과 5개의 공통개념을 출발점으로 하여 기본 용어를 정의하고, 최소한의

출발점 명제로부터 논리적으로 완전한 수학 이론의 형태로 완성하였다(한인기, 2003b). 이러한 저술형태는 한 가

지 수학적 사실로부터 출발하여 끊임없이 새로운 사실을 재구성할 수 있음을 명확하게 제시하여 주고 있다.

Lakatos(1976)는 ‘수학적 발견의 논리’에서 수학 지식의 발달과정을 가상 수학교실 상황에서 설명하고 있다.

근대 유럽에서 300여년간 이어진 입체도형에서 오일러 표수에 대한 논쟁을 준경험주의 철학을 기반으로 가상교

실로 상황으로 구현하였다. 이에 따르면, Lakatos는 수학적 지식의 성장은 한 문제로부터 수학적 추측을 제시하

는 단계, 추측을 부분추측으로 분해하는 단계, 반례가 등장하고 추측과 증명을 반박하는 단계, 증명을 검토하여

증명과 추측을 개선하는 단계를 거쳐 이루어진다. 이 과정에서 처음의 추측과 다른 또 다른 수학적 지식이 성장

하기도 하고, 새로운 증명-생성 개념을 만들어내기도 한다. 이는 한 가지 수학적 사실이 새로운 다른 수학적 사

실을 생성하도록 유도한다는 것을 명확히 보여주고 있다.

2015개정 수학과 교육과정에서 ‘수학과제 탐구’이라는 과목을 신설하였다(교육부, 2015). 박경미 외(2015)는 수

학과제 탐구에 대해 ‘일반고등학교 학생들이 수학의 기본적인 탐구 주제를 자신의 수준과 흥미에 맞게 선택하여

스스로 수학과 관련된 연구를 수행할 수 있는 능력을 신장시키기 위해 개설된 교과목이다.’라고 제시하면서, 수

* 접수일(2021년 5월 26일), 심사(수정)일(2021년 6월 14일), 게재확정일(2021년 6월 23일)

* MSC2000분류 : 97C90

* 주제어 : 수학교사, 현장수학탐구방법, 논증기하, 코사인법칙, 복소수



서 보 억194

학과 관련된 주제를 선정하여 탐구하는 활동을 강조하였다. 더불어 학생들이 교사의 안내에 따라 자발적이고 주

도적으로 수학의 다양한 영역 및 관련된 응용 분야에 관한 탐구 주제를 자유롭게 탐구하도록 요구하고 있다. 더

나아가 소논문 대회, 수학체험전, 수학 캠프, 수학 독서 활동 등과 연계하여 수업을 계획할 수 있으며 교내의 다

양한 프로그램과 연계하여 진행하도록 하고 있다. 이러한 수학과제 탐구의 성공적인 운영은 교사 및 학생 스스

로 현장 학교수학을 탐구대상으로 한 수학탐구방법에 대한 정확한 이해와 그것에 대한 실천 역량을 요구한다.

그만큼 학교현장에서 수학을 탐구할 수 있는 방법에 대한 개발 필요성이 제기되고 있다.

하지만 현장 학교수학의 탐구방법에 대한 연구는 거의 진행되지 않은 것으로 나타났다. 최근 수학과제 탐구

에 대한 연구가 다수 진행되었지만, 대부분이 수업자료 개발에 초점을 맞추고 있다(천선빈, 이종학, 김원경,

2017; 정혜윤, 이경화, 백도현, 2018; 황혜정, 김주미, 2018). 또한 수학과 교육과정을 개발하고 교과서를 심의하는

한국과학창의재단(2019)에서는 ‘수학과제 탐구-2015 개정 교육과정 적용 모델 교과서’라는 제목으로 수학과제 탐

구 교과목에 대한 운영을 위한 안내 책자에서 학교 수학탐구 방법을 네 가지로 제시하였다. 구체적으로 문헌 연

구, 사례 조사, 수학 실험, 개발 연구를 제시하였는데, 실제 학교수학내용에 대한 구체적인 수학탐구활동을 진행

하는 방법이라기보다는 이론적 수준에서의 탐구방법을 제시하고 있다. 실제적으로 적용할 수 있는 구체적인 탐

구방법에 대한 개발이 필요한 실정이다.

이러한 필요성에 따라 본 연구의 목적은 중등학교 수준에서 학생들과 교사들이 자기 주도적으로 현장 학교수

학을 소재로 수학탐구활동을 진행할 수 있는 탐구방법을 ‘한 가지 수학적 사실’을 출발점으로 하는 구체적인 수

학탐구활동 사례로부터 개발하는 것이다. 본 연구의 목적을 달성하기 위해 다음 두 가지 연구 내용을 선정하였

다. 첫째, 한 가지 수학적 사실로 수학탐구활동의 구체적인 결과를 제시한다. 둘째, 한 가지 수학적 사실을 기반

으로 한 수학탐구활동으로부터 학교수학 탐구방법을 제시한다.

Ⅱ. 연구의 배경

1. 선행 연구를 통해 본 학교수학 탐구방법

박한식(1991)은 ‘교직수학’에서 학교수학에 대한 다양한 해석을 다루었다. 예비교사를 위한 ‘수학교재연구’라는

강좌가 수학교육적 측면에 중점을 두었다면, ‘교직수학’은 중등학교 수학 자체에 더 초점을 두고 있다. 비록 구체

적인 수학내용에 대한 탐구방법을 제시하지는 않았지만, 탐구 결과를 다양한 관점에서 제시하고 있는 것이 특징

이다. 본 연구의 구체적인 탐구방법을 제안하기에 앞서 그 동안 제기되었던 학교수학의 탐구방법 세 가지에 대

해 살펴보자.

첫째, 개연추론 전략이다. Lakatos(1976)는 수학의 논리를 정당화의 논리와 발견의 논리로 구분하였다. 그리고

이미 알고 있는 판단으로부터 새로운 판단을 이끌어 내는 사유작용인 추론을 두 가지로 구분하였는데, 하나가

연역추론이고 다른 하나가 개연추론이다. 연역추론은 일반적 원리로부터 특수한 주장을 정당화하는 것이고, 개연

추론은 개별적이고 특수한 사실로부터 법칙을 발견하고 지식을 확장하는 것이다. 따라서 수학적 지식은 개연추

론에 의해 발견되고, 연역추론에 의해 정당화된다. Lakatos가 말하는 정당화의 논리는 연역추론과 일맥상통하고,

발견의 논리는 개연추론과 깊은 관련이 있다. 학교에서 수학을 가르치는 입장에서 완성된 연역추론도 중요하지

만, 수학탐구활동을 통해 새로운 수학을 발견하고 재발명한다는 측면에서 개연추론도 매우 중요하다. 이에

Polya(1973)는 학교수학의 발견과 재발명에서 매우 중요한 역할을 하는 개연추론을 네 가지 유형 즉, 귀납, 일반

화, 특수화, 유추로 구분하였다. 귀납은 ‘제한적이고 특수한 사례로부터 일반적 결론을 이끌어 내는 것’을 의미한

다. 즉 경험적 판단을 전제로 한다. 이로 인해, 항상 참이라고 볼 수 없고, 오류 가능성이 있음에도 불구하고 새
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로운 수학적 사실의 탐구 활동과 발견을 위해 매우 유용하다. 귀납추론을 개연추론과 동일하게 받아들이기도 한

다. 일반화는 ‘어떤 주어진 특수한 대상의 속성으로부터 이를 포함하는 더 집합으로 나아가는 것’을 의미한다. 예

를 들어 삼각형에서 성립하는 성질로부터 임의의 다각형으로 그 성질이 보존된다는 것으로 나아감으로써 일반

화되어질 수 있다. 특수화는 ‘어떤 속성을 만족하는 전체 대상들의 집합에서, 이 집합에 포함된 더 작은 집합으

로 나아가는 것’을 의미한다. 예를 들어, 정각형에서 성립하는 성질로부터, 어떤 정다각형에서도 그 성질이 성

립한다는 것으로 나아감으로써 특수화되어질 수 있다. 마지막으로 유추는 ‘어떤 한 대상이 특정 성질을 가지고

있을 때, 이와 유사한 대상도 이 특정 성질을 가질 것이라고 추측하는 것’을 의미한다. 따라서 유추는 유사한 두

대상들 사이에서 일어나는 추론이다. 예를 들어, 평면의 삼각형이 공간의 사면체와 유사하다고 판단된다. 따라서

평면에서의 삼각형의 여러 가지 성질들로부터, 공간에 있는 사면체에서도 이 성질들이 성립한다는 것으로 나아

감으로써 유추가 가능하다. 그런데, 개연추론 즉 귀납추론에 해당하는 귀납, 일반화, 특수화, 유추 사이의 관계에

대해 Polya(1973)는 ‘몇 몇 특수한 사례로부터 삼각형에 대한 성질을 찾았다고 하자. 그렇다면, 삼각형에 성립하

는 성질을 다각형에도 동일하게 성립한다는 것을 보이는 것이 일반화이고, 삼각형에서 성립하는 성질이 삼각형

의 특수한 경우인 정삼각형에서도 성립한다는 것이 특수화이고, 평면의 삼각형에서 성립하는 성질이 공간의 삼

각뿔에서도 성립한다는 것이 유추이다.’라고 설명하고 있다. 이 중에서 수학탐구활동 방법으로 유추에 대해 구체

적으로 살펴보자. 영국의 천문학자 Kepler는 ‘유추는 자연의 모든 비밀을 간직하고 있기 때문에 가장 믿을 수 있

는 스승이다.’라고 언급하였고, 한인기와 에르든예프(2005)는 ‘유추의 사용은 학습 자료를 깊이 이해할 수 있도록

도우며 지식들을 질적으로 새롭게 한다.’라고 언급하면서 유추를 통해 학생들의 독자성과 자발성의 계발에 중요

한 역할을 강조하였다. 또한 Polya(1973)는 수학적 발견에서 유추가 큰 역할을 한다고 강조하였다.

이를 통해 볼 때, 수학교육에서 유추는 중요한 역할을 수행할 수 있음을 알 수 있다. 유추에 의한 개연추론의

구조는 간단하다. 어떤 대상 A가 속성 , , , …,  , 를 가지고 있고, 다른 대상 B가 속성 , , ,

…, 을 가지고 있다고 가정해 보자. 그렇다면, 대상 A와 대상 B의 이러한 유사한 속성에 의해, 대상 B도 속성

를 가지고 있다는 추론이 유추이다. 실제로 유추의 사례는 중학교 수학에서 매우 폭넓게 찾을 수 있다. 먼저,

중선에 대한 유추이다. 대상 A를 ‘삼각형의 세 중선은 한 점에서 만나고, 이 교점은 각 중선을   로 나눈다.’

라고 하고, 대상 B를 ‘사각형의 네 중선은 한 점에서 만난다.’라고 하자. 그러면, 대상 A로부터 사각형도 각 중선

을 어떤 비   로 나눈다는 추측이 가능하다. 또한, 각의 이등분선에 대한 유추이다. 대상 A를 ‘삼각형의 내각

의 이등분선을 그으면, 각의 이등분선은 대변을 각의 두 변의 길이의 비로 나눈다.’라고 하고, 대상 B를 ‘삼각형

의 외각의 이등분선을 긋는다.’라고 하자. 그러면, 대상 A로부터 삼각형의 외각의 이등분선은 대변을 각의 두변

의 길이의 비로 나눈다는 추측이 가능하다.

둘째, 문제 구성하기(problem posing) 및 What if not 전략이다. Lakatos는 수학적 발견의 논리에서 발견을

위한 추측의 출발은 ‘문제(problem)’이다. 그런데 Lakatos에게 있어서 주어진 문제는 완성된 문제가 아니라, 완성

의 과정에 있는 문제였다. 그런데 우리에게 있어서 문제는 무엇인가? 사실 오류 가능성이 전혀 없는 이미 완벽

한 풀이 절차를 가지고 있는 문제이다. 이로 인해, 우리는 완벽한 풀이 절차를 찾는데 집중해야하고, 문제를 볼

때마다 풀이 방법을 찾는데 길들여져 있다. 하지만, 주어져 있는 문제의 풀이 절차(알고리즘)를 찾는 활동만으로

새로운 수학에 대한 탐구활동이 가능하지 않다. 단지 주어진 문제의 해결에만 몰두하는 것만으로 수학탐구활동,

문제해결활동이 충분하게 끝났다고 할 수 없다. 이에 수학교육학자들은 최초의 주어진 문제가 어디에서 비롯된

것이며 주어진 문제가 다르게 제기될 수는 없는지를 묻는 것은 매우 자연스러운 교육활동으로 보고 있다. 주어

진 문제의 해결만을 다룰 것이 아니라 주어진 문제를 보다 새로운 차원에서 취급하고, 새로운 수학적 발견을 위

해 주어진 문제로부터 새로운 문제를 구성하는 활동의 중요성을 강조하고 있다. 주어진 최초의 문제로부터 새로

운 문제를 구성하거나 제기하는 활동을 문제 구성하기(problem posing)라고 부르는데, 이 활동이 학교 수학탐구
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활동을 위한 중요한 탐구 방법이 될 수 있다. 그럼 왜, 수학교육에서 문제 구성하기가 중요한가에 대해 생각해

보자. 대다수의 많은 학생들은 요술과 같은 다음 경험을 가지고 있다.

수학수업시간에 선생님이 풀어주시는 문제가 상당히 새로웠다. 선생님의 풀이가 끝나고 교과서 연습문제를 선생님의

풀이 방법을 보고 따라서 풀었는데 신기하게 풀렸다. 그리고 수업이 끝났다. 학교 수업을 마치고 집으로 돌아가 수학

숙제를 하는데 오늘 수업시간에 풀었던 문제와 유사한 문제를 푸는데 도저히 풀리지 않는 것이다. 분명히 수업시간

에는 풀렸는데…(서보억, 2013, pp.111-112).

왜 이러한 현상이 일어난 것일까? 수학은 수학적 대상이 가진 본질을 파악하는 교과이다. 따라서 위의 현상

의 원인은 수학문제는 풀었지만, 그 문제에 내포되어져 있는 수학적 본질이 무엇인지는 이해하지 못했기 때문이

다. 교사는 수업시간에 많은 문제에 대한 풀이 방법을 가르치고, 학생들은 그 문제를 끊임없이 풀고 있다. 하지

만 정작 중요한 한 문제 한 문제에 대한 깊은 사고활동과 반성활동은 부족하다. 한 문제 한 문제를 풀지만 각각

의 문제가 서로 관련이 없는 독립적인 문제들로 배치된 경우가 많아 중요한 개념이 내재된 문제에 대한 깊이

있는 생각은 잘 하지 못한다. 한 문제에 오랫동안 집중하여 풀이를 음미하는 기회는 제한적인데, 이러한 한계를

극복하도록 도와주는 것이 문제 구성하기 활동이며, 지금 우리가 문제 구성하기 활동에 집중하는 이유이다. 문제

구성하기에 대한 용어는 Brown과 Walter(1990)가 쓴 문제 구성하기의 기술(The art of problem posing)에 제시

되어 있다. 문제 구성하기는 문자 그대로 바탕문제를 기초로 하여 새로운 문제를 만드는 것을 의미한다. Brown

과 Walter는 문제 구성하기를 두 차원으로 구분하고 있는데, 첫 번째 차원은 주어진 최초의 문제의 이해와 수용

과 관련되어 있고, 두 번째 차원은 최초의 문제로부터 새로운 문제를 제시하는 것과 관련이 있다(Brown &

Walter, 1990). 첫 번째 차원은 주어져 있는 최초의 문제를 수용하고 받아 받아들이는 차원이다. 이 차원에서의

총 5가지의 전략이 존재한다. 현상을 가지고 하려는 전략, 내적 탐색과 외적 탐색의 전략, 정밀한 탐색과 어림

탐색 전략, 역사적 탐색으로 사실과 가설의 전략, 질문 목록을 만드는 전략이다. 두 번째 차원은 주어진 문제를

바탕으로 새로운 문제를 제기하는 차원으로 총 5가지의 절차와 전략이 존재한다. 문제 구성하기를 위한 출발점

을 선택하는 단계, 주어진 문제로부터 속성목록을 작성하는 단계, ‘만약에 아니라면 어떻게(What if not)’로 간단

히 ‘아님 어떻게’를 제시하는 단계, 새로운 문제를 구성하기 위한 질문을 만드는 단계, 질문을 해결하는 단계 5가

지 수준으로 나누어진다.

셋째, 수학사 탐구 전략이다. 수학사는 수학교육에서 매우 중요한 역할을 한다. 그 대표적인 이론이 수학 역

사 발생적 원리이다. 수학사를 활용한 수학탐구활동의 가능성은 NCTM(1995), 한인기(2003a) 등을 통해 확인할

수 있다. 특히 ‘수학사에 대한 제 고찰은 수학의 구조나 학생들의 개념 형성과정을 이해하고 연구하는데 중요한

자료가 되며 나아가 수학교육과정 연구와 지도법 연구에 핵심적인 자료를 제공하므로 수학사는 필요하다.’라고

언급한 것이 가장 대표적인 사례이다. 역사는 살아있는 현실이다. 과거의 역사는 현재의 역사를 조명하고 현재에

영향을 미치고 미래를 예측하는 열쇠이다. 수학의 역사도 동일한 맥락에서 해석이 가능하다. 이로 인해 수학사에

대한 연구는 새로운 수학적 발견을 위한 수단으로 활용될 수 있고, 현장학교에서 수학탐구활동의 중요한 방법이

될 수 있다. 즉, 수학사를 통해 수학교사, 학생은 지금 배우는 혹은 지금 탐구하는 수학내용에 대한 과거를 이해

하고, 현재의 모습을 통해 새로운 미래의 수학적 대상을 창조적으로 재생산할 수 있다는 것을 의미한다. 수학교

사, 학생은 수학의 본질인 창조적인 활동, 사고의 자율성, 개별 학습의 주체로써 새롭게 거듭나는 도구로써 수학

사를 활용하는 것이고, 이는 수학사와 현장수학 탐구활동과의 새로운 만남을 시사하는 것이다.
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2. 연구 방법 및 절차

앞서서 개연추론 전략, 문제 구성하기 전략, 수학사 탐구 전략을 고찰하였다. 본 연구에서는 또 다른 탐구방

법을 구체적인 수학탐구활동 사례를 바탕으로 개발하는 것을 목적으로 한다. 이를 위해 다음과 같은 방법과 절

차로 연구를 진행하였다.

첫째, 중등학교에서 한 가지 수학적 사실을 추출한다. 한 가지 수학적 사실은 문헌연구를 바탕으로 하고, 수

학사에서 가치있는 주제로 선정한다. 구체적으로 본 연구에서는 수학사에서 코사인 법칙을 한 예로 선정하였다.

코사인 법칙을 선정한 이유는 2009개정 고등학교 수학과 교육과정에서는 삭제되었으나, 그 중요성과 다양한 활

용가능성으로 인해 2015개정 고등학교 수학과 교육과정에서 새롭게 추가된 내용이기 때문이다.

둘째, 선정된 한 가지 수학적 사실에 대한 선행연구를 조사하였다. 코사인 법칙과 관련된 선행연구를 살펴보

면 다음과 같다. 먼저 한 가지 수학 문제와 관련된 연구가 있었는데, 이 연구는 한 가지 문제를 교육적으로 분석

하고 이를 바탕으로 관련된 문제를 체계화하는 연구였고(한인기, 2003a), 다른 하나는 한 문제를 바탕문제로 설

정하여 이 문제로부터 다양한 수학적인 성질을 탐구하는 연구가 있었으며(김경선, 한인기, 2007; 김문섭, 한인기,

2007), 마지막으로 코사인 법칙 그 자체에 대한 연구가 있었다(권영인, 서보억, 2004; 2007; 한인기, 2007).

셋째, 선정한 한 가지 수학적 사실을 토대로 수학탐구활동을 위한 기초 조사 활동을 진행한다. 기초 조사 활

동은 기존의 수학탐구방법인 개연추론, 문제 구성하기, 수학사 탐구 방법을 기초로 진행한다. 이때, 코사인 법칙

이 가지는 다른 수학적 개념과의 연결성에 초점을 맞추었다. 구체적으로 본 연구에서는 코사인 법칙과 관련된

기초 조사활동을 요약하면 다음과 같다. 먼저, 코사인 법칙은 삼각형 및 원과 매우 밀접한 관계를 맺고 있으므

로, 삼각형과 원을 근거로 하여 우리는 코사인 법칙에 대한 다양한 증명 방법을 찾을 수 있으며 여러 가지 교수

학적인 적용가능성을 고찰한다(권영인, 서보억, 2004). 다음으로, 코사인 법칙에 대한 여러 가지 증명 방법에 대

한 고찰을 통해 우리는 코사인 법칙이 단순히 삼각형에서 성립하는 코사인의 성질이 아닌 피타고라스 정리의

확장으로 학습하는 것이 더 자연스럽다는 것을 알 수 있으므로 이와 관련하여 고찰한다. 실제로, 유클리드 원론

의 제 I권의 마지막 명제인 47번 명제에서 피타고라스 정리를 제시하고 있고, 제 II권 명제 12, 13번에 코사인 법

칙을 제시하고 있음을 통해 이러한 사실을 더 명확하게 확인할 수 있다(Heath, 1952). 마지막으로 한 가지 수학

적 사실을 바탕으로 한 가지 수학 문제만을 해결할 수 있다면 우리는 수학문제 만큼의 수학개념을 학습하여야

하지만, 한 가지 수학적 사실이 다양한 문제 상황에 적용되어진다면 그 만큼의 학습량이 줄어들고 줄어든 양만

큼 새로운 수학개념을 획득할 수 있는 여유가 생긴다. 이것이 한 가지 수학적 사실을 이용한 수학탐구활동의 중

요성에 대한 단적인 이유이다.

넷째, 기초 조사활동을 기반으로 한 가지 수학적 사실로부터 활용 가능한 다양한 수학탐구활동을 진행하였다.

본 연구의 목적을 실현하기 위해 고등학교 <수학Ⅰ> 삼각함수 단원 코사인 법칙을 선택하여 다양한 수학탐구활

동을 진행하였다. 구체적인 한 사례로 코사인 법칙의 다양한 증명 방법을 바탕으로 코사인 법칙이 학교수학에서

어떻게 활용되어질 수 있는지에 대해 고찰하였다. 실제로 코사인 법칙을 활용한 다양한 수학탐구활동은 다음 네

가지 측면에서 진행하였다. ①고등학교 교과서에서 코사인 법칙을 활용한 사례 탐구하기, ②삼각형의 각의 크기

와 관련된 수학적 사실을 코사인 법칙과 관계맺어 탐구하기, ③삼각형의 변의 길이 혹은 길이의 비와 관련된 수

학적 사실을 코사인 법칙과 관계맺어 탐구하기, ④코사인 법칙을 활용하여 전혀 관련 없어 보이는 실수로부터

복소수를 생성하는 방법 탐구하기이다.

다섯째, 구체적인 수학탐구활동 결과를 분석하여 학교수학을 주제로 한 수학탐구방법을 제안한다. 학생 및 교

사가 학교에서 다루는 구체적인 수학적 사실 한 가지를 출발점으로 하여 어떻게 수학탐구활동을 진행할 것인지

에 대한 구체적인 방법을 제시한다.
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Ⅲ. 연구 결과 및 논의

본 연구는 중등학교 수준에서 학생과 교사들이 자기 주도적으로 현장학교 수학탐구활동을 진행할 수 있는 수

학탐구방법을, 한 가지 수학적 사실을 출발점으로 하는 구체적인 수학탐구활동 사례로부터 개발하는 것을 목적

으로 한다. 이를 위해 한 가지 수학적 사실로부터 수학탐구활동의 구체적인 결과를 제시하고, 이를 기초로 수학

탐구방법을 제시하고자 한다. 본 연구는 교사, 학생이 현장수학교육 상황에서 활용하기 위한 현장지원 연구이다.

1. 한 가지 수학적 사실을 출발점으로 하는 수학탐구활동 결과

본 연구에서는 한 가지 수학적 사실을 코사인 법칙으로 선택하였다. 코사인 법칙을 활용한 다양한 수학탐구

활동으로 다음 네 가지 측면으로 구분하여 고찰한다.

첫째, 현재 고등학교 교과서에서 코사인 법칙을 활용한 사례를 분석한다.

둘째, 삼각형의 각의 크기와 관련된 수학적 사실을 코사인 법칙으로 탐구한다.

셋째, 삼각형의 변의 길이 혹은 길이의 비와 관련된 수학적 사실을 코사인 법칙으로 탐구한다.

넷째, 코사인 법칙을 활용하여 실수로부터 복소수를 생성하는 방법을 탐구한다.

가. 현재 고등학교 교과서에서의 코사인 법칙 활용

우리나라 수학교과서에서는 고등학교 <수학Ⅰ> 삼각함수 단원에서 사인 법칙과 함께 코사인 법칙을 다루고

있다(교육부, 2015). 코사인 법칙을 활용한 교과서의 내용을 살펴보면, 첫째, 코사인 법칙과 관련된 문제는 열 네

문제 정도 다루어졌고, 둘째, 코사인 법칙을 활용한 문제의 대부분은 공식에 대입하는 문제 즉, 삼각형의 나머지

구성 요소를 구하는 문제가 대다수를 차지하고 있었으며, 셋째, 코사인 법칙을 이용하여 기존의 개념을 새롭게

증명하거나 새로운 공식을 유도하는 것은 다루어지지 않았다. 따라서, 한 가지 수학적 사실을 활용하여 다른 공

식을 유도하거나 실제적으로 활용하는 교육적인 활동에는 비교적 소극적이었다. 대표적인 문제는 다음 [문제1]과

같다. 이 문제의 경우 cos와 cos 대신에 코사인 법칙을 대입하면 해결되는 문제이다.

[문제1] 삼각형 ABC에서 cos  cos 일 때, 이 삼각형은 어떤 삼각형인가?

나. 삼각형의 각의 크기와 관련된 수학탐구활동 결과

코사인 법칙은 각의 크기와 깊은 관련이 있다. 그러면 각의 크기와 관련 있는 수학적 사실을 탐색해 보자. 본

수학탐구활동에서는 세 가지 측면에 초점을 맞추었다.

첫째, 중학교에서 가장 대표적 명제인 피타고라스 정리와 관련된 것이다. 피타고라스 정리는 직각이 있는 삼

각형을 기반으로 한다. 그런데, 피타고라스 정리의 역이 중학교에서 매우 효율적으로 사용되고 있음에도 불구하

고 이에 대한 정당화과정은 생략하고 있다. 이에 피타고라스 정리의 역에 초점을 맞추어 코사인 법칙과 연결하

여 수학탐구활동을 진행하였다.

둘째, 이등변삼각형과 관련된 것이다. 이등변삼각형은 두 밑각의 크기가 같은 도형이다. 이러한 각의 속성을

이용하여 코사인 법칙과 연결하여 수학탐구활동을 진행하였다.

셋째, 삼각형의 중점연결정리와 관련된 것이다. 삼각형의 중점연결정리의 핵심은 평행을 보장해준다는 점이다.

그런데, 평행은 곧 동위각과 엇각과 연결될 수 있다. 따라서 평행을 보장하는 동위각이나 엇각과 연결하여 수학

탐구활동을 진행하였다.
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1) 피타고라스 정리의 역 정리

[명제1] 삼각형에서 한 변 위의 정사각형이 나머지 두 변 위의 정사각형의 합과 같으면 삼각형에서 나머지

두 변이 이루는 각은 직각이다.

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)

AB

C

[그림 Ⅲ-1] 탐구1

[그림 Ⅲ-1]에서 삼각형 ABC는 주어진 조건에 의해서 BC

AB


AC


이 성립한다. 삼각형 ABC에서 코

사인 법칙을 적용하면, 다음 식을 얻을 수 있다.

BC

AB


AC


AB×AC×cos∠ ①

조건과 ①식에 의해서, AB×AC×cos∠  을 얻을 수 있다. 그런데, ABAC는 0이 될 수 없

으므로 cos∠BAC  이 되어야 한다. 즉, ∠BAC °이 된다. 따라서, △ABC는 직각삼각형이다.■

피타고라스 정리와 그 역에 대해서 중학교 2학년 교과서에서 다루고 있다. 피타고라스 정리는 다양한 증명

방법을 제시하고 있지만, 역 정리에 대한 증명은 아무런 언급이 없다. 단지 직관을 활용하여 둔각삼각형, 직각삼

각형, 예각삼각형이 되는 변의 길이만 다루고 있다. 고등학교에서 코사인 법칙을 학습한 다음 코사인 법칙을 이

용하여 역 정리를 탐구하는 활동이 가능하다.

2) 이등변삼각형의 성질

[명제2] 삼각형 ABC에서 각 B와 각 C의 크기가 같으면 선분 AB와 선분 AC의 길이는 같다.

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)









CB

A

[그림 Ⅲ-2] 탐구2
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[그림 Ⅲ-2]에서 이등변삼각형의 두 밑각의 크기를 라고 하고, 세 변의 길이를   라고 하자. 코사인 법

칙에 의해서 다음 두 식을 얻을 수 있다.

 cos ① ,   cos ②
얻은 ①, ② 식에서 cos의 값이 서로 같으므로 다음 결과를 얻을 수 있다.








이 식을 정리하여 인수분해하면   이다. 따라서,   또는   또

는    인데, 가능한 경우는  뿐이므로 이등변삼각형이다.■

[명제3] 이등변삼각형에서 꼭지각 A의 이등분선이 대변과 만나는 점을 M이라고 하면, 점 M은 밑변을 수직으

로 이등분한다.

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)










CB





A

M

[그림 Ⅲ-3] 탐구3

각 A에서 내린 각의 이등분선이 대변과 만나는 점 M에서 나머지 두 꼭짓점까지의 거리를 각각 라고 하

고 이등분선의 길이를 라고 하자. 또한, ∠BAM , ∠AMC  라고 두고, M이 중점임을 보이자. 코사인

법칙에 의해서, 다음 두 식을 얻는다.

 cos   cos ,

이 두 식을 부터    임을 알 수 있다. 다음으로, ∠AMC가 직각임을 보이자. 코사인 법칙으로부터 다음

식을 얻을 수 있고,

cos cos

위 식으로부터 cos cos이어야 하므로 cos  이다. 즉,   °이다.■

중학교에서는 두 밑각의 크기가 같으면 이등변삼각형임을 합동을 이용하여 논리적으로 정당화한다. 또한, 꼭

지각의 이등분선이 밑변을 수직으로 이등분함을 논증적으로 증명을 하고 있다. 고등학교의 경우는 논증보다는
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대수적인 증명이 더 많은 부분을 차지하고 있다. 따라서 코사인 법칙을 활용하여 중학교에서 학습한 논증적인

증명과 비교하면서 대수적인 증명과 결합시키는 수학탐구활동이 가능하다.

3) 삼각형의 중점연결 정리의 증명

[명제4] 삼각형의 두 변의 중점을 연결한 선분은 나머지 변과 평행하고, 그 길이는 나머지 변의 길이의 반과 같다.

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)

M

A

B C


 N

[그림 Ⅲ-4] 탐구4

[그림 Ⅲ-4]의 삼각형 ABC에서 AB, BC, AC, MN라 하고, ∠AMN,

∠ABC  , ∠BAC  라고 하자. 먼저, 선분 MN이 선분 BC의 반임을 보이자. 코사인 법칙에 의해서 다음

두 식을 얻는다.

cos  ××cos

이 식으로부터    라는 사실을 얻을 수 있다. 따라서, MN 

BC 이다.

두 번째, 선분 MN과 선분 BC가 평행임을 보이자. 이 사실을 증명하기 위해서  임을 보이면 된다. 코

사인 법칙으로부터, 다음 식을 얻는다.

cos


 cos××



얻은 두 식을 정리하면 cos cos이므로  이다. 따라서, 평행이다.■

중학교에서 삼각형의 중점연결정리는 삼각형의 닮음을 이용하여 정당화하고 있다. 고등학교에서는 코사인 법

칙을 활용하여 삼각형의 닮음의 성질도 탐구 가능함을 확인할 수 있다.

다. 삼각형의 변의 길이와 관련된 수학탐구활동 결과

여기에서는 Pappus의 정리와 그 일반적인 형태인 Stewart의 정리에 대해 살펴보고(이종우, 2002), 코사인의

합 공식에 대해 살펴본다.

1) Pappus의 중선 정리와 그 일반화에 대한 증명

[명제5] 삼각형 ABC의 변 BC의 중점을 M이라 할 때, AB

AC


AM


BM


이다.
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(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)

A

CDMB

[그림 Ⅲ-5] 탐구5

[그림 Ⅲ-5]에서 중선 AM을 기준으로 두 개의 삼각형이 만들어진다. 이 두 삼각형 각각에서 코사인 법칙을

적용하면 다음과 같다.

AB  AM BM AM×BM×cos∠ ①
AC  AM CM AM×CM×cos∠ ②

그런데, 여기서 ∠AMC ∠AMB이므로 cos∠AMC cos∠이다. 또한, CMBM

이므로, 위의 ②식을 변형하면,

AC  AM BM AM×BM×cos∠ ③
이다. 이제, ①과 ③식을 더하면 우리는 Pappus의 중선정리를 얻을 수 있다.■

[명제6] 삼각형 ABC의 변 BC 위에 임의의 점 P를 취하면, 다음과 같은 관계가 성립한다.

AB

×PC  AC


×PB  PA


×BC  PB×PC×BC

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)

A

CDPB

[그림 Ⅲ-6] 탐구6

[그림 Ⅲ-6]에서 선분 AP를 기준으로 삼각형 ABP와 삼각형 ACP가 만들어진다. 이 두 삼각형 각각에서 코사

인 법칙을 적용하면 다음과 같다.

AB

AP


BP


AP×BP×cos∠ ①
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AC

AP


CP


AP×CP×cos∠ ②

그런데, 여기서 ∠APC ∠APB이므로 cos∠APC cos∠ 이므로, 위의 ②식을 변형

하면, 다음과 같다.

AC

AP


CP


AP×CP×cos∠ ③

위의 ①식과 ③식에서 코사인 값을 가진 항을 소거하기 위해서 ①식에 CP를 곱하고, ③식에 BP를 곱해서 서

로 더하면, 증명이 마무리된다.■

Pappus의 정리와 그것의 일반화에 대한 내용은 중학교 교과서에는 나오지 않는다. 고등학교 교과서의 경우

좌표를 이용하여 대수적으로 증명하는 내용을 일부교과서에서 언급하고 있다. 피타고라스 정리를 학습한 학생이

라면 이 정리가 피타고라스 정리와 유사함을 곧 알아차리게 된다. 피타고라스 정리가 직각삼각형에서만 성립한

다면 Pappus의 정리는 모든 삼각형에서 성립하는 성질이다. 따라서 피타고라스 정리의 확장인 코사인 법칙을

학습한 학생에게 Pappus의 정리에 대한 탐구활동의 기회를 주는 것은 의미 있는 수학탐구활동으로 가능하다.

2) 코사인의 합 공식과 Heron의 공식 증명

[명제7] cos  coscossinsin이 성립한다.

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)

O
D





B

C

A



1

1

[그림 Ⅲ-7] 탐구7

[그림 Ⅲ-7]에서 선분 OC는 축이고, 점 O는 좌표평면의 원점이라고 하자. OAOB, AB  이고,

∠AOC ∠BOC  이다. 따라서, 삼각형 OAB에서 코사인 법칙에 의해서 다음을 얻는다.

cos  cos ①
또한, 점 A의 좌표는 cossin이고, 점 B의 좌표는 cossin이다. 두 점 사이의 거리 공식에 의해

서 다음 식을 얻을 수 있다.

   coscossinsincoscossinsin ②
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①식과 ②식에 의해서 공식을 얻을 수 있다. cos  coscossinsin이므로

cos  coscossinsin이다.■

[명제8] 삼각형의 세 변의 길이를   라 하면 삼각형의 넓이 S는   이다.(단,

 


)

(코사인 법칙을 이용한 탐구활동)



AA

B C



[그림 Ⅲ-8] 탐구8

삼각형의 넓이를 사인값을 이용하여 나타내면,   

sin이고, 식을 


 sin로 변형할 수 있다. 코

사인 법칙에 의해서 cos 


이다. 이 두 식을 제곱하여 더해서 정리하면, Heron의 공식

  를 얻는다(이종우, 2002).■

코사인의 합공식과 Heron의 공식은 많은 학생이 기억하고 있는 유명한 대수적인 공식이다. 이러한 대수적인

공식이 가지는 수학적 의미에 대해 코사인 법칙을 통해 탐구해 보는 것은 의미 있는 활동이다. 특히, Heron의

공식은 변의 길이를 통해 넓이를 구한다는 의미에서 매우 중요한 수학적인 의미를 가지는데 그 중요한 의미를

코사인 법칙을 통해 탐구하는 것이 가능하다.

라. 실수로부터 복소수의 생성과 관련된 수학탐구활동 결과

코사인의 법칙을 사용하면 아주 자연스럽게 복소수를 생성할 수 있다(Web1, 2021). 다음 [그림 Ⅲ-9]는 각 E

의 크기가 서로 같은 두 삼각형 ABE와 삼각형 CDE이다.

E
B

A







E

C

D







[그림 Ⅲ-9] 탐구9

이 삼각형에서 코사인 법칙에 의해서 다음 두 식을 얻을 수 있다.
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 cos , 

   cos

두 식을 같은 변 끼리 곱하면, 다음을 얻는다.


 cos  cos 

 coscoscoscoscos
coscoscos
coscoscoscoscoscos


 coscoscos

이때   cos 라고 하면, 
cos 이다. 여기서, 집합 C를

실수 의 모든 순서쌍 의 집합이라고 하고, 집합 C의 대수적인 성질을 살펴보면 다음과 같다.

먼저, 집합 C에서 연산을 다음과 같이 정의해 보자.

첫째, 집합 C에서 같다는 것은 다음과 같다. 만약  일 때에만     이다.

둘째, 집합 C에서 덧셈은 다음과 같다.   

셋째, 집합 C에서 곱셈은 다음과 같다.

1) ×    cos

2)   

이러한 정의에 의해서 집합 C는 정의된 덧셈과 곱셈에 대한 체(Field)를 이루게 된다.

다음으로, 집합 C가 복소수가 됨을 살펴보자. 집합 C의 원소인 는   으로 나타

낼 수 있다. 은 1과 같으므로,   이라고 하면,   으로 나타낼 수 있다. 여기서, 을

구체적으로 살펴보자. 을 제곱하면 다음 식을 얻는다. 즉,

  ․   cos cos 

이 식을 정리하면, cos   이고 이차방정식의 근의 공식에 의해서 다음 값을 얻을 수 있다.



cos±cos


cos ± cos
cos ± sin

이 때,  하면 cossin 를 얻을 수 있다.
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B







DE
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[그림 Ⅲ-10] 탐구10
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따라서, 집합 C의 임의의 원소   은   cossin으로 나타낼 수 있다. 여기

서 각 C의 크기가 90°이면,   cossin   가 된다. 즉, 집합 C의 임의의 원소

는 를 나타내고 이것은 복소수 전체를 의미한다. 결국 코사인 법칙으로부터 복소수의 집합을 자연스

럽게 생성할 수 있다.■

코사인 법칙을 활용한 복소수의 생성은 매우 특이한 수학탐구활동의 결과라고 볼 수 있다. 코사인 법칙은 기

하학적인 사실이다. 복소수는 대수적인 수 체계에 대한 사실이다. 전혀 관련이 없어 보이는 수학적 사실을 다른

수학적 사실로부터 얻을 수 있다는 것은 매우 중요한 탐구활동의 결과이다. 한 가지 수학적 사실이 다른 수학적

사실에 적용될 수 있고 더 나아가서 전혀 새로운 수학적 사실을 얻을 수 있다는 것이 가능함을 보여줄 수 있다.

2. 학교수학 수학탐구방법 및 평가 방안 제안

가. 학교수학 수학탐구방법 제안

지금까지 고등학교 <수학Ⅰ> 삼각함수 단원에 제시된 수학적 사실인 ‘코사인 법칙’을 출발점으로 설정하고,

다양한 수학탐구활동을 수행하였다. 이러한 탐구활동 결과로부터 수학탐구방법에 대한 새로운 접근을 시도할 수

있다. Lakatos(1976)의 준경험주의에서 탐구의 시작은 ‘문제(problem)’이었고, Polya(1973)가 수학적 지식을 발견

하기 위한 출발점은 ‘관찰, 경험, 구체적 사례’이었으며, Brown과 Walter(1990)의 문제 구성하기에서 새로운 수

학문제를 만들기 위한 출발점은 ‘수학적 사실, 명제, 문제, 개념’ 등이었다. 본 연구의 탐구활동의 출발도 이와 크

게 다르지 않다. 즉, 수학탐구활동을 시작하기 위해서는 출발점에 해당하는 수학적 사실, 수학적 명제(정리), 개

념 등이 필요하다는 점이다. 이러한 출발점의 선택으로부터 시작된 수학탐구활동은 [그림 Ⅲ-11]과 같이 5개의

단계로 제시할 수 있고, 이러한 수학탐구활동을 ‘관계맺기전략 수학탐구활동’이라고 명명하기로 한다.

속성 분석하기(P)

유사성 탐색하기(A)

출발점 선택하기(S)

관계 맺고 탐구하기(C)

내용 확장하기(E)

[그림 Ⅲ-11] 관계맺기전략 수학탐구활동

본 연구에서 구체적으로 수행한 수학탐구활동으로부터 관계맺기전략 수학탐구활동(SPACE Activity)을 순차

적으로 제시하면 다음과 같다.

첫째 단계는 ‘출발점 선택하기(Starting)’ 단계이다. 수학탐구활동을 위한 수학적 사실을 출발점으로 선택하는

단계이다. 수학적 사실, 수학적 명제나 정리, 수학적인 개념 등이 이에 해당한다. 단순한 수학적인 지식이나 학습

요소가 아니라, 수학적인 적응력이 높은 수학적 사실을 출발점으로 선택하여야 한다. 더불어 출발점으로 선택된

요소가 교과서에서 구체적으로 어떻게 도입되고, 정의되며, 다루어지는지 조사한다.
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본 연구에서 구체적으로 제시한 수학탐구활동 결과를 바탕으로 예를 들면, ‘코사인 법칙’이 이에 해당한다. 출

발점 선택하기에서 ‘코사인 법칙’을 탐구활동의 시작으로 선택한 것이다. 코사인 법칙은 매우 중요한 수학적인

공식으로 단편적인 지식이 아니기에 출발점으로 충분한 가치가 있다.

두 번째 단계는 ‘속성 분석하기(Property)’ 단계이다. 이 단계는 앞 단계에서 선택한 출발점에 해당하는 수학

적 사실, 명제, 개념, 정리, 일반화된 지식, 공식 등을 대상으로 하여, 해당 사실, 명제, 개념, 정리, 일반화된 지식

및 공식 등에 나타난 다양한 특성이나 속성을 분석하는 단계이다. 다음 단계의 탐색활동을 수행하기 위한 기본

적인 정보를 추출하는 단계이다. 다음 단계에서 진행하는 탐색 및 탐구를 통해 새로운 수학적 관련성을 찾고 새

로운 지식을 확장하기 위해 가능한 많은 속성들을 작성하는 단계이다. 이 단계는 주어진 초기 상태를 어떻게 잘

볼 수 있는가와 관련이 있고, 가능한 최대한 상세하게 작성될 수 있도록 한다.

본 연구에서 구체적으로 제시한 수학탐구활동 결과를 바탕으로 예를 들면, ‘코사인 법칙’이라는 일반화된 지

식으로부터 최대한 많은 다양한 속성들을 추출하는 것이다. 코사인 법칙은 고등학교 교과서에서 다음과 같이 제

시하고 있다.

∆ABC의 세 변을   라하고 그 대응각의 크기를 A B C라고 하면 다음을 만족하는데, 이것을 코사인

법칙이라고 한다.

        cos ,         cos ,         cos

위 일반화된 식에서 다음과 같은 속성들을 추출할 수 있다. 추출 결과를 바탕으로 속성분석 목록을 작성하게

된다.

속성분석1. 법칙은 삼각형을 대상으로 한다.

속성분석2. 법칙은 변의 길이를 다룬다.

속성분석3. 법칙은 각의 크기를 다룬다.

속성분석4. 법칙은 각의 크기와 변의 길이의 제곱을 다룬다.

속성분석5. 법칙은 피타고라스 정리와 관련이 있다.

세 번째 단계는 ‘유사성 탐색하기(Analogy)’ 단계이다. 이 단계에서는 앞 단계에서 나열한 속성분석 결과를

기초로 하여 세 가지 수준(교과서 수준, 고등수학 수준, 수학사 수준)에서 유사성을 탐색하는 단계이다. 1수준은

교과서 수준의 유사성 탐색인데, 중학교 및 고등학교 수학교과서에서 앞 두 단계의 결과인 출발점의 내용 및 속

성분석 결과와 관련된 수학 내용에 대해 탐색한다. 2수준은 고등수학 수준의 탐색인데, 대학교 교재에서 앞 두

단계에서 수행한 결과와 관련된 수학 내용에 대해 탐색한다. 3수준은 수학사 탐색인데, 수학의 역사적 발생과정

에서 앞 두 단계에서 수행한 결과와 관련된 수학 내용에 대해 탐색한다.

본 연구에서 구체적으로 제시한 수학탐구활동 결과를 바탕으로 예를 들면, 1수준의 탐색 결과는 ‘삼각형 ABC

에서 cos  cos일 때, 이 삼각형은 어떤 삼각형인가?’에 대한 문제 추출, 피타고라스 정리의 역 정리에

대한 추출, 이등변삼각형의 성질과 관련된 명제의 추출 등을 제시할 수 있다. 또한 3수준이 탐색 결과는 Pappus

의 중선정리와 그 일반화에 대한 명제, Heron의 공식 추출 등을 제시할 수 있다. 이때, 속성분석1, 3의 결과로

이등변삼각형의 성질의 추출, 속성분석2, 4의 결과로 Pappus의 정리 및 Stewart의 정리의 추출, 속성분석5의 결

과로 피타고라스 정리의 역 정리의 추출이 이루어졌다. 추출 결과를 바탕으로 유사성탐색 목록을 작성한다.

네 번째 단계는 ‘관계맺고 탐구하기(Connection)’ 단계이다. 가장 왕성한 사고활동이 일어나는 단계이기도 하

고, 브레인스토밍(Brainstorming)이 일어나는 단계이다. 이 단계는 첫 번째 단계에서 출발점으로 선택된 수학적

사실과 세 번째 단계에서 작성한 목록을 기반으로 하여 서로 간의 연결고리를 맺고, 그 연결고리의 구체적인 수
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학탐구결과를 도출하게 된다. 이때, 출발점과 구체적인 연결고리를 찾을 수 없는 유사성탐색 목록은 제외하고,

실제적으로 연결고리가 만들어진 결과에 대해서만 그 결과를 정리한다.

본 연구에서 구체적으로 제시한 수학탐구활동 결과를 바탕으로 예를 들면, 삼각형의 각의 크기와 관련되어

있는 피타고라스 정리의 역, 이등변삼각형은 두 밑각의 크기, 삼각형의 중점연결정리를 코사인 법칙과 연결하여

수학탐구활동을 진행하였다. 또한, 삼각형의 변의 길이와 관련되어 있는 Pappus의 정리와 Stewart의 정리, 코사

인의 합 공식, Heron의 공식을 코사인 법칙과 연결하여 수학탐구활동을 진행하였다.

다섯 번째 단계는 ‘내용 확장하기(Expansion)’ 단계이다. 관계맺고 탐구하기 단계의 결과를 바탕으로 또 다른

새로운 수학적 사실이나 연결고리를 창조하는 단계이다. 유추 전략, 문제 구성하기 전략 등을 폭넓게 사용할 수

있다. 본 연구의 수학탐구활동 결과를 통해 볼 때, 코사인 법칙과 전혀 관련 없어 보이는 복소수를 유도하는 새

로운 접근방법을 발견할 수도 있다.

나. 평가방법 제안

학교수학 수학탐구방법에 따른 탐구결과는 프로젝트평가와 매우 유사한 측면이 있다. 교육부(2015)는 수학 학

습을 토대로 특정한 주제나 과제에 대해서 자료를 수집하고 분석, 종합, 해결하는 과정과 결과를 평가하는 방법

으로 프로젝트평가를 제안하고 있기 때문이다. 이광상, 임해미, 최인선, 김성경(2021)의 제안을 근거로 <표 Ⅲ

-1>과 같이 제시할 수 있다.

평가구분
평가내용

비율
(100%)

적절하지
못함

부분적 보완
필요 적절함 우수함

주제선정 및
탐구주제

출발점
선택 20% 탐구수행에 적

절하지 않음
탐구수행에 어
려움이 있음

탐구수행이
비교적 원활함

탐구수행에 매우
적합함

탐구수행

속성
분석

10%
출발점으로부터
추출된 속성이
매우 부족함

출발점으로부터
추가적 속성의
추출이 필요함

탐구수행에
적합한 속성이
추출됨

탐구수행에 매우
적합한 속성들이

추출됨

유사성
탐색 10%

교과서수준에서
의 유사성탐색
이 이루어짐

교과서/대학수
준의 유사성탐
색이 이루어짐

교과서/대학수준
/수학사에 대한
유사성탐색이
이루어짐

유사성탐색이 잘
이루어졌고, 목록이
체계적으로 정리됨

관계
맺기 및
탐구

30%
수학탐구활동이
진행되었지만,
결과가 미미함

수학탐구활동이
부분적으로
진행되고,
2-3가지의
결과가 도출됨

수학탐구활동이
비교적 잘

진행되고, 4가지
정도의 결과가
도출됨

수학탐구활동이
원활하게 진행되고,
5가지 이상의
결과가 도출됨

내용
확장

20%

출발점과 다른
새로운 영역으
로 확장이 미미
함

출발점과 다른
새로운 영역으
로 확장이 불완
전함

부분적으로
새로운 영역으로

확장함

수학탐구활동 결과
새로운 영역으로

확장함

결론도출
탐구결
과정리 10% 탐구결과의 제

시가 부족함

결론은 제시하
였지만 논리성
이 미흡

결론을 제시하고
논리적으로
정리함

결론을 체계적으로
제시하고, 매우
논리적임

<표 Ⅲ-1> 관계맺기전략 수학탐구활동에 대한 평가표

Ⅳ. 결론 및 제언

본 연구는 중등학교 수준에서 학생 및 교사들이 자기 주도적으로 진행할 수 있는 수학탐구방법을 구체적인
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사례로부터 개발하는 것을 목적으로 한다. 본 연구의 목적을 달성하기 위해 첫째, 코사인 법칙을 출발점으로 하

여 구체적인 수학탐구활동 결과를 제시하였고, 둘째, 코사인 법칙의 탐구결과를 바탕으로 하여 교사와 학생을 위

한 학교수학 탐구방법과 평가방법을 제시하였다. 이에 대한 연구결과는 다음과 같다.

첫째, 선행연구 분석 결과 코사인 법칙은 역사적으로 다양한 접근방법을 가지고 있으며 교수학적 적용가능성

도 다양함을 알 수 있었다. 또한 코사인 법칙은 다양한 증명 방법의 존재와 더불어 코사인 법칙이 다양한 상황

에서 어떻게 활용할 수 있는지 살펴보는 것은 수학교육적으로 중요한 의미를 가진다는 것을 확인하였다. 이러한

이유로 구체적인 수학탐구활동의 사례로 코사인 법칙을 선택하였다. 따라서, 교사 및 학생들이 수학탐구활동 주

제를 선택할 때, 이러한 점이 고려되어야 한다.

둘째, 코사인 법칙에 대한 탐구활동 결과 코사인 법칙은 삼각형의 각의 크기와 관련되어 있고, 삼각형의 변의

길이와 관련되어 있음을 추출할 수 있었다. 이러한 추출을 기초로 하여 피타고라스의 정리의 역, 이등변삼각형의

성질, 삼각형의 중점연결 정리, Pappus의 중선정리, 코사인의 합공식과 Heron의 공식 등의 내용이 코사인 법칙

을 활용한 수학탐구활동이 가능함을 확인할 수 있었다. 따라서, 수학탐구활동 주제와 관련된 속성의 정확한 추출

은 수학탐구활동을 효과적으로 수행하는 중요한 기준이 됨을 확인하였다.

셋째, 복소수가 코사인 법칙을 통해 어떻게 생성되어질 수 있는지 고찰하여 보았다. 이러한 고찰을 통해 한

가지 수학적 사실이 전혀 관련이 없는 새로운 수학적 사실로의 유도가 가능함을 발견하였다.

넷째, 코사인 법칙을 주제로 수행한 수학탐구활동 결과를 경험적으로 분석하여 교사와 학생이 자기 주도적으

로 수행할 수 있는 일련의 관계맺기전략 수학탐구활동(SPACE Activity)방법에 대한 절차를 개발하였다. 이러한

절차는 출발점 선택하기(S단계), 속성 분석하기(P단계), 유사성 탐색하기(A단계), 관계맺고 탐구하기(C단계), 내

용 확장하기(E단계)로 구분된다. 이러한 절차를 통한 수학탐구활동은 학교수학을 탐구주제로 하는 상황에서 의

미 있는 수학탐구방법임을 확인하였다.

다섯째, 학교 현장에서 이러한 절차에 따라서 수학탐구를 진행할 경우 각 단계에서의 학생 및 교사의 역할은

다음과 같이 제안할 수 있다. S단계에서 학생은 각 조별로 혹은 개인별로 자신이 확실하게 이해하고 있거나 흥

미 있는 수학적 사실, 개념, 법칙, 문제 등을 출발점으로 선택한다. 이때 교사는 탐구가능한 수학적 사실, 개념,

법칙, 문제를 선택할 수 있도록 도움을 제공한다. 출발점 선택에서 학생은 다양한 정보를 수집하고, 분류, 정리할

수 있도록 충분한 시간을 부여한다. P단계에서 학생은 선택된 출발점에 대한 충분한 토의와 토론을 통해 다양한

속성들을 열거하고 분류한다. 교사는 학생들이 최대한 유연하고 풍부한 속성들이 나열될 수 있도록 격려하고 다

양한 정보를 제공한다. A단계에서 학생은 중등학교 교과서, 대학수준의 교재, 수학사와 관련된 자료를 수집하고,

정리하며, 조사된 내용을 수학적으로 분석하고 이해한다. 수집된 자료의 수준에 따라 내용의 이해를 위해 학생들

간의 소집단활동, 발표활동 등의 기회를 충분히 제공한다. 교사는 학생에 의해 수집된 수학적 자료에 대한 이해

를 도와주는 역할을 수행한다. C단계에서 학생은 가장 활발한 수학탐구활동을 진행한다. 수학적 창의력과 문제

해결능력 등을 통해 수집된 자료들과 나열된 속성 등을 다양한 방식으로 연결하여, 다양한 수학적 결론들을 도

출하도록 한다. 교사는 학생 개개인이 다양한 관계맺기를 통해 수학적 역량이 향상될 수 있도록 지도한다. E단

계에서는 앞단계의 관계맺기를 통해 도출된 수학적 사실을 정리하여 새로운 수학적 사실로 받아들일 수 있도록

한다. 교사와 학생은 도출된 사실로부터 새롭게 확장된 수학을 체계적으로 정리한다. 또한 발표의 기회를 제공하

여 소집단별로 탐구한 결과를 공유하는 기회를 제공한다.

지금까지의 연구결과를 통해 한 가지 수학적 사실을 활용한 다양한 수학탐구활동이 교수학적으로 의미가 있

음을 알 수 있었다. 또한, 이를 기반으로 추출된 수학탐구활동이 학생과 교사에 의해 의미 있는 수학탐구방법으

로 활용될 것으로 기대된다. 더불어 학교현장에서 구체적으로 수행된 다양한 수학탐구활동을 통해 새롭고 의미

있는 수학탐구방법이 다양하게 제안되고, 활용되기를 기대한다. 마지막으로 수학탐구활동이 특정 수학자만의 전
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유물이 아니라, 수학을 가르치고 배우는 모든 평범한 교사와 학생에 의해 자유롭게 이루어지는 활동이 되기를

기대하며, 더불어 교사와 학생들의 수학탐구활동의 결과를 통해 학교수학의 내용이 더욱 더 풍성해질 수 있기를

기대한다.
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This study is to support the school's mathematics exploration activities. Mathematics exploration is a very important 
mathematical activity not only for mathematics teachers, but also for students. Looking at the development of 
mathematics, it has been extended from one mathematical fact to a new mathematical fact. Mathematics exploration 
activities are not unique to mathematicians, and opportunities are equally given to all ordinary people who are learning 
mathematics and teaching mathematics. Therefore, the purpose of this study is to develop a method of mathematics 
exploration activities that teachers and students can perform in schools, based on mathematics exploration activities 
based on one mathematical fact. Specifically, the cosine law was selected as one mathematical fact, and mathematical 
exploration activities were performed based on the cosine law. By analyzing the results of these mathematics 
exploration activities, we developed a method to explore school mathematics. Through the results of this study, it is 
expected that mathematics exploration activities will be conducted equally by students and teachers in the mathematics 
classroom.
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