
전산구조공학 제34권 제2호❙2021 5

쉘 유한요소 개발 연구

My Experience in Shell Finite Element 
Development

❙Planned Special Articles❙

이 필 승

KAIST 기계공학과 교수

필자는 본지의 2020년 6월호에 “FEM의 발전, 성공과 비전”이라는 글을 기고

하며 FEM의 태동과 성공의 역사 및 미래의 비전을 살펴보았다. 1년이 지난 본 

글에는 쉘 유한요소(shell finite element) 개발에 대한 필자의 연구 경험을 적어 

보고자 한다.
필자는 1997년에 KAIST 최창근 교수님 구조시스템(structural system) 연구실

에서 석사과정을 시작하였다. 구조시스템 연구실에서 가장 오랫동안 다루어 왔

던 연구분야는 판(plate) 및 쉘 유한요소의 개발이었다. 필자 또한 이전 연구실 

선배들의 뒤를 밟아 같은 분야로 들어서게 되었다. 연구주제는 면내 회전 자유

도(drilling degrees of freedom)를 가지는 4절점 쉘 유한요소를 개발하는 것이었

고, 소기의 목표를 달성하여 SEM(structural engineering and mechanics) 저널에 

논문을 게재하였다. 석사과정 동안 쉘 유한요소 연구에 대한 기본 소양을 익히

게 되었다.
이후 2000년에 필자는 MIT에 박사과정으로 가게 되었고, 유한요소 분야에 

유명하신 KJ Bathe 교수님 연구실에 들어갔다. 박사과정 내내 쉘 유한요소에 대

한 연구를 하였다. 초기의 연구들은 왜 쉘 구조물의 유한요소해석이 어려운지에 

대한 본질적인 깨달음을 얻는 연구를 하였고, 이후 삼각형 쉘 유한요소 개발을 

연구주제로 삼게 되었다.
구조물의 FEM 해석에서 빔 유한요소 다음으로 많이 쓰이는 구조 유한요소는 

쉘 유한요소이다. 쉘 유한요소는 쉘 구조물의 해석에 쓰인다. 자연에 존재하는 

나뭇잎이나 조개 껍데기도 쉘 구조물이고 비행기나 선박도 쉘 구조를 가지고 

있다. 또한, 쉘 유한요소는 판(plate) 구조물을 해석하는데 쓰일 수 있다. 쉘 유한

요소의 개발에 있어서 가장 큰 어려움은 전단잠김(shear locking) 현상을 억제하

는 것이었으며 많은 연구자들에 의해 여러가지 방법들이 제안되었고 그에 따라 

수 많은 종류의 쉘 유한요소가 개발되었다. 특히 대부분의 연구는 4절점 사각형 

쉘 유한요소에 대하여 집중되었다.
개발된 쉘 유한요소 중 가장 성공적이었으며 가장 잘 알려진 쉘 유한요소는 

1986년 MIT의 Dvorkin과 Bathe 교수가 개발한 MITC4 유한요소이다. Assumed 
strain이라는 방법의 창안으로 만들어진 4절점 유한요소로 현존하는 거의 모든 

상용코드에서 기본 요소로 사용되고 있다. 전단잠김이 억제되지 않은 요소는 실

제 해석에서 사용이 불가능할 만큼 성능이 나쁘다. 이후 assumed strain 방법은 

8, 9 및 16 절점 판 및 쉘 유한요소 개발에도 그대로 확대 적용되었다. Assumed 
strain 방법에서 해심은 변위기반 표준 유한요소에서 typing point라고 불리는 특
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그림 1 쉘 유한요소 해석에서 전단잠김 현상의 발생

그림 2 MITC3+ 쉘 유한요소의 형상 및 변위 함수

정 지점을 정하고, 여기서 변형률을 샘플링(sampling)하여 

새로운 대체변형률장(assumed strain field)을 구성하는 것

이다.
그림 1은 쉘 유한요소 해석에서 전단잠김 현상이 어떻

게 나타나는지를 보여준다. 전단잠김 현상이 발생하게 되

면, 왼쪽 그림과 같이 면외 전단 변형률(transverse shear 
strain)의 분포에 극도의 불연속이 나타나게 된다. 그림 1
의 중앙과 오른쪽에 있는 그래프는 쉘 유한요소 해의 수렴

곡선(convergence curves)이다. 수렴곡선의 수평축은 요소

의 크기에 log를 취하였다. 그래프의 왼쪽으로 갈수록 요

소의 크기가 작아진다. 또는 사용된 요소의 수가 많아진

다. 수직축은 에러에 log를 취하였고 아래로 갈수록 에러

가 작아지고 위로 갈수록 에러가 커진다. 에러의 log 값이 

0에 가까이 있다는 것은 에러가 엄청나게 크다는 것을 의

미한다.
중앙의 그림은 전단잠김 현상이 제어되지 않았을 때 수

렴곡선을 보여준다. 쉘의 두께(t)가 작아질수록 에러가 급

격히 커진다. 반면 오른쪽의 수렴곡선은 MITC4 쉘 유한요

소로 계산된 결과로 유한요소 해의 수렴이 쉘의 두께에 관

계없이 좋은 수렴을 보여주고 있다. 매우 이상적인 수렴거

동으로 전단잠김 현상이 거의 일어나지 않는 경우이다. 다
양한 쉘 구조 문제에 대하여 이런 이상적인 수렴거동을 보

이는 쉘 유한요소를 개발하는 것은 극도로 어렵다.
4절점 쉘 유한요소에 비해 형상이 더 단순하고 메쉬

(mesh) 자동생성에 더욱 유용한 쉘 유한요소는 3절점 삼

각형 요소이다. 그러나 많은 연구자들의 노력에도 불구하
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그림 3 쌍곡쉘 구조 문제

고 3절점 요소에서 전단잠김의 억제에 대한 연구는 매우 

오랫동안 성공적이지 못했다. 필자는 박사과정 마지막 연

구로 3절점 삼각형 유한요소의 전단잠김 문제를 해결하기 

위해 노력했다. 당시에는 이 연구주제가 어려운 것이라는 

것을 알지 못했다. 책상 위에 종이와 연필만 가지고 그림

을 그리며 아이디어를 구상하였고, 어느 날 연구실로 출근

하는 중 생각난 아이디어로 졸업을 할 수 있을 만한 결과

를 얻게 되었다.
Assumed strain 기법이 적용된 MITC3라는 유한요소를 

개발하였고, 이 쉘 유한요소는 이전의 3절점 요소보다 좋

은 성능을 보여주었다. 그러나 MITC4의 성능이 90점이라

면 MITC3는 70점 밖에는 되지 않았다. 갈 길이 멀다는 것

을 체감하였다. 3절점 쉘 유한요소 연구에 있어서 가장 어

려운 점은 요소 자체의 수식(formulation)이 너무나도 단순

하다는 것이다. 즉, 수식들 중 손을 댈 곳이 거의 없었다.
필자는 2003년 가을에 졸업을 하고 이후 지속적으로 

MITC3 쉘 유한요소를 개선하고자 노력하였다. 셀 수 없이 

많은 아이디어를 내고 이를 Fortran90 코드로 구현하고 다

양한 benchmark 문제들의 수치해석을 하고 결과를 확인하

는 과정을 반복하였다. 전단잠김 문제는 해결될 듯하다 가

도 안되는 반복되는 실패를 거듭하였다. 박사과정이었던 

2002년에 시작된 연구는 필자가 2009년에 KAIST에 임용

되어서도 지속되었고, 평생 연구할 주제라고 생각했다. 당
시 MIT의 Bathe 교수도 필자의 연구를 지속적으로 독려해 

주었다.
임용 후 첫 해 석사과정으로 입학한 이윤규 박사에게 

이 어려운 연구주제를 맡겼다. 이윤규 박사는 석사 연구

로 상당히 의미있는 진전을 이루어 냈다. 대략 80점 정도

되는 쉘 유한요소를 개발하였다. 가장 큰 발견은 in-plane 
twisting 모드에서 3절점 쉘 유한요소가 과도하게 큰 강성

을 보인다는 점이었다. 이는 4절점 쉘 유한요소에서는 나

타나지 않는 현상이었다. 이 현상을 조절함으로써 3절점 

요소의 성능이 상당히 개선되었다.
이윤규 박사는 이후 박사학위 연구로 같은 주제를 매진

하였다. 석사 때부터 박사로 이어지며 5년동안 셀 수 없는 

시행착오 끝에 드디어 MITC4에 버금가는 성능을 가지는 

3절점 삼각형 쉘 유한요소를 개발하였다. 필자에게도 엄청

나게 기쁜 순간이었다. 당시 우리의 연구에 관심이 많았던 

MIT의 Bathe 교수에게 연구성과를 알렸고, Bathe 교수는 

요소의 이름으로 MITC3+를 제안하였다. 이렇게 만들어진 

MITC3+는 이윤규 박사의 피땀 어린 노력의 산물로 현존

하는 가장 뛰어난 성능을 가지는 3절점 쉘 유한요소이다. 
필자는 향후 더 좋은 3절점 요소를 개발하는 것은 극도로 

어려울 것이라고 생각한다.
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그림 5 MITC4+ 쉘 유한요소에서 typing point의 위치

그림 4 MITC3+ 및 MITC4 쉘 유한요소의 수렴곡선

그림 2는 MITC3+ 쉘 유한요소의 형상 및 변위 함수를 

보여준다. 3절점 쉘 유한요소는 4절점 요소에 비하여 본질

적으로 자유도가 적어서 표현할 수 있는 휨 모드의 수가 

부족하다. 이를 극복하기 위해 요소 중심에 절점을 추가하

여 회전 자유도를 2개 넣고 면외방향 전단 변형률에 대하

여 새로운 대체변형률장(assumed strain field)을 고안했다. 

추가된 자유도는 정적응축(static condensation)에 의해 제

거될 수 있다.
MITC3+ 쉘 유한요소는 MITC4와 대등한 수준의 정확

도를 가지는 해를 생성해냈다. 몇몇 쉘 구조 문제에 대해

서는 MITC3가 더 정확한 해를 구했다. 그림 3의 쌍곡쉘 

구조문제를 찌그러진 메쉬 (distorted mesh)로 모델링하여 

해석했을 때, MITC3+와 MITC4의 그림 4에 보이는 수렴

곡선을 보여준다. 쌍곡쉘은 음의 Gaussian curvature를 가

지고 있어서 FEM으로 정확한 해를 구하기 매우 어렵다고 

알려져 있다. MITC4보다 MITC3+가 더 좋은 해을 계산해

내는 것을 알 수 있다. MITC3+는 MITC4에 비해 메쉬가 

찌그러졌을 때 더 강건한 해를 주었다. 필자는 MITC4가 

이 쌍곡쉘 문제에서 감김현상을 보이는 이유가 막잠김

(membrane locking) 현상 때문이라고 생각했고 MITC4의 

막잠김 현상을 줄여주는 연구에 도전하기로 하였다. MITC3+
와 같은 3절점 쉘 유한요소는 항상 평평한 형상을 가지기 

때문에 막잠김 현상이 일어나지 않는다.
MITC4 유한요소의 막잠김 현상 억제 문제에 대한 연구
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그림 7 MITC4+의 평면 거동 (2D-MITC4/1로 지칭되어 있음)

는 고영빈 박사가 수행하였다. 이 문제를 해결하기 위해서

는 쉘 유한요소의 막변형률장(membrane strain field)을 건

드려야 하는데 membrane field는 아주 조금만 손을 대도 

요소가 조각시험(patch test)를 통과하지 못하게 된다. 매우 

어려운 문제였다. 이전 연구들에서 MITC4의 막잠김 현상

을 개선한 바 있었지만, patch test를 통과시키는데는 실패

하였다. 1년여 동안 많은 시도와 실패 후 2016년에 고영빈 

박사는 patch test를 통과함과 동시에 막잠김 현상을 드라

마틱하게 줄여주는 대체변형률장(assumed strain field)을 

개발하였다. 이 연구 결과 또한 MIT의 Bathe 교수님과 공

유하였고, 이 새로운 4절점 쉘 유한요소의 이름을 MITC4+
라고 명명하였다. 그림 5는 MITC4+ 쉘 유한요소에서 사

용된 tying point의 위치를 보여준다.
그림 6은 그림 3의 쌍곡쉘 구조 문제를 MITC4 및 

MITC4+ 요소를 사용하여 계산했을 때 해의 수렴곡선을 

보여준다. MITC4에 비해 MITC4+는 월등히 우수한 수렴

성을 보여준다. MITC4+ 쉘 유한요소를 사용했을 때 구조

물의 두께(t)와 관계없이 요소의 크기가 작아 짐에 따라 빠

르게 쉘 유한요소 해석의 해가 정확해에 수렴해 간다.

그림 6 MITC4 및 MITC4+ 쉘 유한요소의 수렴곡선

또한, MITC4+를 막변형률장은 요소의 면내 전단잠김

(in-plane shear locking)을 줄여주도록 설계되어 있다. 그

림 7은 MITC4+를 막변형률장을 그대로 활용한 2차원 솔

리드 문제의 대변형 해석 예를 보여준다. Q4I4 유한요소는 

비적합모드(incompatible mode)를 사용한 4절점 2차원 솔

리드 유한요소로 대부분의 상용코드에서 채택되어 사용되
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는 아주 유명한 요소이다. Q4I4 요소가 주어진 문제에 대

하여 휠씬 작은 하중에서 임계하중에 도달하고 비물리적

인 변형형상을 보여주는 것에 비하여 새로 개발된 MITC4+ 
기반 유한요소는 정확한 해를 도출해 낸다.

쉘 유한요소의 개발에 대한 연구는 FEM이 태동된 1950
년대부터 지금까지도 계속되고 있다. 1980년대에 assumed 
strain 기법이 4절점 요소에 적용되어 MITC4 쉘 요소가 

개발되었고 아직까지도 가장 널리 사용되고 있다. 3절점 

쉘 유한요소에 대한 연구개발은 오랫동안 큰 성과를 내지 

못하다가 2010년대 접어들어 획기적인 발전을 이루어 냈

다. 무려 60년 만의 일이다. 물론 포기하지 않는 노력의 

산물이었다. 또한, MITC4의 막잠김 문제는 최근에 해결

되었다. MITC3+와 MITC4+ 쉘 유한요소는 상용코드인 

ADINA에 적용되어 일반 사용자들도 그 우수한 성능을 

경험할 수 있게 되었다. MITC3+를 창출해낸 이윤규 박사

는 국방과학기술을 개발하고 있으며 MITC4+를 만들어낸 

고영빈 박사는 미국 ADINA 본사 연구개발팀에서 FEM 
코드를 개발하고 있다. 두 박사들에게 감사의 마음을 전

한다.
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