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서  론1. 

기하학 으로 차원 구조체의 한 치수가 그 외 3

나머지 두 치수보다 훨씬 작은 형상을 가진다면, 

수학 인 에서 이를 다소 긴 차원 기 면을 2

유한두께로서 둘러싸인 구조로서 간단하게 묘사

할 수 있다 이러한 구조는 항공우주 자동차 . , 

는 토목건축 분야 등 다양한 산업체에 활용되므로, 

임의의 하 아래 의 기계  거동을 정확하고 효

율 으로 분석하기 한 연구가 학계  산업체 

내에서 활발하게 이루어지고 있다 특히 구조체의 . 

동  거동을 정확하게 분석하기 해 차원 유한3

요소해석이 통상 으로 사용되고 있지만 이로 인, 

해 발생하는 측불가능한 수치해석상의 부담 때

문에 효율성, 과 정확성이 서로 충된 새로운 해석

방식이 요구된다. 

만약 련된 차원 구조체의 종횡비가 매우 미소3
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ABSTRACT

The present paper aims to set forth a two-dimensional theory for the dynamics of plates that is valid over a 

large range of excitation. To construct a dynamic plate theory within the long-wavelength approximation, two 

dimensional-reduction procedures must be used for analyzing the low- and high-frequency behaviors under the 

dynamic variational-asymptotic method. Moreover, a separate and logically independent step for the 

short-wavelength regime is introduced into the present approach to avoid violation of the positive definiteness of 

the derived energy functional and to facilitate qualitative description of the three-dimensional dispersion curve in 

the short-wavelength regime. Two examples are presented to demonstrate the capabilities and accuracy of all of 

the formulas derived herein by using various dispersion curves through comparison with the three-dimensional 

finite element method.
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하다면 이 구조는 공학 으로 차원감소를 통하여 , 2

차원 구조로서 가정되어진다 기존에 차원 감소법. -

에 근거하여 높은 구조해석  효율성과 정확성을 

보여주는 의 변분 근법Berdichevsky - [1] 이 소개되었

고 이러한 방식과 함께 의 고유화 과정을 통, Hodges

한 차원 탄성학 문제의 재해석으로 이론  일반성3

과 체계성까지 갖춘  이론이 개발되었다[2] 이러. 

한 이론은 비선형 차원 구조해석문제를 비선형 3 2

차원  해석과 두께에 한 선형 차원 해석문제1

로 분리한다 한 정확성의 손실을 최소화하기 . 

해 선형 차원 두께에 한 해석결과와 비선형 차1 2

원  해석결과를 서로 공유함으로써 차원 변3 , 

변형  응력장이 복원되는 계식이 체계 으로 

제공된다 하지만 기존의 문헌들 다수가 주  . 

진동 역 는 정 역 에 한 제한 인  이론( )

만을 구 해왔고 이외의 역에 한 이론은 정확, 

한 물리  이유 없이 기존의 고 함수의 차수만을 

증가시키는 복잡한 방식이 선택되었으며 그 결과 

다소 부정확한 해석결과들이 여러 문헌들[6]에서 보

고되었다 한편 최근 동  변분 근법을 이용한 . , -

최 화된 개 자유도의 빔 모델이 개발되었다10 [9].

기존의 복잡한 방식을 선택하는 신 본 논문은 , 

구조에서 발생하는 고주  진동들을 고려하여 이

를 나타내는 자유도를 선별 으로  이론에 포함

시키는 방식을 용하고자 한다 먼  동  변분. -

근법[5,7,8]아래 기존의 시간차수를 기반으로 한 주, 

 진동 역의 근사과정과 고주  진동 역에 련

된 시간차수를 사용하여 개별 인 근사과정을 수행

Fig. 1 Overview of dynamic plate analysis

후 동시에 곡선 단 장 외삽법을 사용하여 범, 

한 진동 역까지 해석가능한  모델을 만들어낸

다 본 이론의  과정에 한 순서도은 에 나. Fig. 1

타내었다 마지막 검증과정으로 차원 수치해석  . , 3

 모델로 구 된 각각의 분산 곡선들을 비교함으

로서 다양한 자유도의 개수에 따른  모델의 정확

성을 증하도록 한다.

동적 변분 점근법2. -

판 학 및 확정형 해밀턴 원리2.1 

역학 인 면에서 차원 구조체내 발생하는 면외   3

방향의 변  변화가 면내 방향의 변  변화보

다 매우 작다는 것은 장 장의 근삿값을 으로 가0

정하여 구조해석과정으로 활용될 수 있다 이러한 . 

사실을 활용하면 차원 탄성학 문제는 차원  3 2

구조해석문제로 체되어진다. 

이를 해 본 부문은 우선  모델의 기하학  

인 면을 고려하고자 한다 먼  의 임의의 . , 

한 을 수학 으로 표 하기 해 기 면에 한 , 

직교인 좌표계 가 소개된다 이때 기 면에 해 . 

수직인   가 사용되며 반면에 , 가 인 기0

면은 수평인 좌표들 로서 묘사되어진다 여기서 . 

는 의 두께를 나타내고 는  ≤  ≤ 인 

범 를 가지는 무차원 좌표이다 그리고 본 논문에. 

서 와 는 는 를 의미하며 1 2 와 는 과 1 2 

는 을 나타낸다 그리고 소개된 좌표계에 평행3 . 

한 단  방향벡터들 b 가 활용됨으로서 성계 원

인 로부터 변형   의 특정한 질 까지의 

차원 치벡터 3 r 은 다음과 같이 표 된다.

r   r b  

이때 식 에서 (1) 는 시간변수를 나타내며 차원 , 2

치벡터 r은 차원 치벡터의 정 분으로 정의3

되어진다.

〈r 〉 r 
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그리고 이후로 각진 호 〈∙〉는 에 해 

부터 까지 정 분한 것을 말한다.

게다가 변형 후 단  방향벡터   B 는 변형  단

 방향벡터 b 와 방향 코사인행렬 의 선

형  비례 계식으로 정의되어지며 이로 인한 변, 

형 후 차원 치벡터 3 R은 아래와 같다.   

R  B  

여기서 는 각 주 수 역 내에서 계산되어지는 

임의의 차원 변동함수이다 그러면 의 고유3 . Hodges

화 과정3)으로 알려진 차원 곡률과 각속도의 동  2

계식을 사용하여

B   B B B × B 

B  B × B 



차원 변형률  속도 장들이 계산되어진다3 . 




       

    


      

 식 와 에서 (4) (5) 와 는 각각 차원 곡률과 2

각속도이고, ∙  ∙, ∙ ∙, 

∙ ∙,  ⌊     ⌋


와  ⌊
 

 
⌋


이며 다음과 같은 연산

자가 사용되어진다.

 











  
  
  

  
  
  

 











  

   

  

  
  

  



 











  
  
  
  
  
  

 











  
  
  
  
  
  

 




















 











  

  

  

한 이후 개되는 개발과정에서 본 이론의 효  

율성과 범용성을 높이기 해 차원 유한요소법의 1

산화 기법이 변수분리과정을 통해 차원 변동함3

수에 해 정의된다. 

   

이때 는 × 의 두께방향의 형상함수이며 는 

형상함수에 연 된 ×의  값으로 이루어

진 열 행렬이다.

지 까지와 같이 제시된  기하학의 정보들과   

변수분리법에 근거한 임의의 정   동 하 아

래 차원 구조체의 범 한 주 수 역별 기계3

 거동에 한 해석에는 통상 으로 변분화된 확

장형 해 턴 원리가 활용되어진다 특히  이론에 . 

련된 원리는 아래와 같이 정의된다.   









    

식 에서 (7) 는 임의의 고정된 시간, 는 변형 

의 기 면을 의미하며 라그랑지안 은 식 를 (5)

이용하여 구한 단 면 당 운동에 지 도

(〈  〉와 단 면 당 탄성에 지 )

도(〈〉의 차로서 정의되어진다) . 

  

이때 과 는 각각 차원 구조체에 한 3

×  질량 도 행렬과 × 재료행렬을 의미한다 . 

마지막으로 은 단 면 당 외부하 에 한 가

상일을 나타낸다. 

다음으로 식 에서 주어진 차원  문제를 해  (7) 2

결하기 한 선행 인 과정으로서 장 장내 각 주, 

수 역별로 동  변분 근법이 구 된 차 원 - 1

 두께에 한 해석을 소개하고자 한다.
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장파장내 저주파 동 근사과정2.2 

  지 까지 소개된  기구학  확정형 해 턴 

원리는 이론  범용성을 하여 오로지 미소변형

률의 가정만을 사용하 다 그러나 동  변분 근. -

법을 기 으로 한 차원  두께에 한 해석을 1

수행하기 해서는 기존의 발행된 문헌들에서 수

용하고 있는 두 개의  고유 미소변수들과 동  

해석을 한 미소변수가 추가 으로 소개되어진다. 

이들의 차수는 최  변형률 변수인  두께와 기, 

면 장의 비인  그리고 시간당 변형률에 한 , 

특성 시간변수인 로 정의된다 특히 본 유도과정. 

에서  내 발생하는 주 와 고주  진동을 구

별하기 해, 는 다음과 같은 계를 가지는 차수

들로 재정의된다.



저주파   ≪  ⇒ ∼
고주파   ≫  ⇒ ∼



여기서 는 장의 속도를 의미한다.

먼 장 장내 주  역의 진동에 한 차   , 0

근사과정을 해 식 의 첫 번째 차수를 이용하, (9)

여 식 의 최고차항과 그에 따른 변동함수의 해(7)

를 아래와 같이 구할 수 있다.

〈 
〉

⇒   R


차 근사과정의 다음단계로서  0 에 근  의미의 

미지의 변동함수 를 식 에 소개한다(3) .

R  R B 



이때   이다 특히 식 . , 

은 여섯 개의 미지수가 존재하며 이를 제거하(11)

기 해 다음과 같은 구속조건들이 요구되어진다.



〈 〉  B⋅R    B⋅R   B⋅R 



이때 식 의 첫 번째 식은 (12) 〈 〉 의 산화를 

나타내며 여기서 , 은 〈 
 〉 의 계

가 성립하는 ×  행렬이다 한 식 으로부 . , (11)

터 차원 고  변형률2 ( 과 성 속도) ( 에 한 )

고유화 계식이 만들어진다.

R    B B  R B  

앞선 과정과 동일하게 식 을 사용하여 동  변(13)

분 근법을 수행하면 미지의 변동함수 - 에 한 

최고차항 식과 그에 따른 해가 다음과 같이 계산

되어진다.

〈
  〉

⇒  B



여기서   이다. 

마지막 단계인 차 근사과정을 구 하기 해  1

근 으로 세분할 된 를 식 에 포함한 차원 (11) 3

변형 후 치벡터가 재 정의되어진다. 

R  R B




이때 식 의 변동함수 (15) 는 변형된  두께의 

면내  면외 방향 변형 모두를 내포하고 있다 먼. 

식 에 련된 차원 변형률  속도 장들이 , (15) 3

계산되어진다.

  


 

  




이때,  ⌊  ⌋


,  ⌊  ⌋


, 

 ⌊  ⌋


,  ⌊   ⌋

로 정

의되었으며 사용된 연산자는 아래와 같다.
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따라서 식 의 첫 번째 차수와 식 에 연 된 차(9) (16)

수(∼ , ∼ , ∼ ∼ 를 사)

용하여 에 한 최고차항 식과 해를 구할 수 있

다.

〈

 


 〉

⇒    






이때      ,      ,   
 , 

  
이다 마침내 식 의 결과를 식 에 . , (17) (16)

입하여 정해진 차수 아래 다음과 같은 고  동

  이론을 한 근 으로 정확한 장 장내 

주  진동에 한 차 근사 에 지 범함수를 구1

할 수 있다.

  〈〉
〈〉 

이때    


이다.

장파장내 고주파 동 근사과정2.3 

장 장내 주   진동에 한 차 근사     1

에 지 범함수인 식 은 오직  기 면의 평균 (18)

변 함수에 종속된 변동함수로만 사용되어진다 하. 

지만  진동주 수가 높아지고  내 고주  , 

진동의 향이 커지면 이러한 향들을 묘사하는 , 

새로운 변수들을 식 의 변동함수에 체계 으로 (3)

포함시키고 이를 바탕으로 의  에 지 범함수, 

를 구할 수 있는 범용 인 방법이 요구되어진다. 

본 연구는 의 명명법Le [4]에 따라 평균 변 함수를 , 

외부 자유도 그리고 고주  진동에 한 변수를 

내부 자유도라 지칭한다 먼  장 장내 주  진. 

동의 근사과정에서 사용된 시간척도의 차수와는 

다른 식 의 두 번째 차수를 사용하여 동  변분(9) -

근법 과정이 구 되어진다 따라서 차 근사 변. 0

동함수를   라 하면 련된 최고차항으로 구, 

성된 식은 의 두께에 한 고유치문제로 환된

다 그러면 통상 인 수치해석과정을 통해 . 는 

×  고윳값인 고유진동수들로 이루어진 각

행렬 
과 ×  연 된 모드형상들을 나타내

는 고유벡터들로 구성된 행렬 
로서 다음과 같이 

계산되어진다.

  


 

한 식 는 정규화조건 (19) 
〈 〉

 
와 

구속조건 〈 〉


〈 〉



를 가

진다 여기서 . 




   ,    











  
  
  

⋱

  











  
  
  

⋱

    if     thicknessshear 
 if     thicknessextension 

이다.

이때 와 는  이상의 임의의 자연수로서 진동 

분기 내 순서 로 발생하는 면외  면내 방향의 

진동들을 의미한다.

앞서 수행한 근사과정과 유사하게 차 근사과정  , 1

을 한 가 식 인 변동함수에 근  (19)

으로 소개되어지면 동  변분 근법 과정에 따른 , -

최고차항 이루어진 식과 그에 따른 해가 다음과 

같이 계산되어진다.

〈
 


 〉〈 

∆〉
⇒  

 
   






이때 
   

 , ⋅는 유사역행렬,  


   

  
 

이며 ∆는 라

그랑지 승수이다.

쌍곡 단파 외삽법 과정2.4 

  비록 동  변분 근  과정을 통해 근 인 -

에서 정확한  에 지 범함수가 계산되어지

지만 매우 특별한 경우에 에 지 련된 함수의 , 

고유한 특성인 양한정성이 수학 으로 성립되지 

않을 수 있다 이는 심각한 역학  해석의 오류이. 

기 때문에 본 연구에서는 계산되어진 에 지 범함, 
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수가 향상 양한정성이 성립되도록 하는 곡 단  

외삽법 과정을 용하고자 한다 먼 범 한  . , 

주 수 역 내 의 동 거동을 해석하기 해 3

차원 변동함수는 다음과 같이 외부 는 주 진(

동  내부 는 고주 진동 자유도를 동시에 고) ( ) 

려하여 정의한다. 

  

  




  
  

여기서, 


 


, 


  

 

 

 

 

 

  ,

 


,   

 

 

 

 

 

 

이며, 




 


, 


  

 

 

 

 

 

 이다. 

그리고 ⋅는 나 에 소개될 변수 치환과정이 이

루어진 후의 변수와 구별하기 해 이 표시가 사

용되어진다 특히 기존논문. , [5,8]과는 다르게 식 , (21)

에서 가로방향 단 변형률 는 변수치환을 통해 

기존의 차수인 보다 한 차수가 큰 차수 

으로 환되기 때문에 기존의 련된 자유

도들 와는 분리해서 나타내었다 그러므로 식 . (21)

에 한 운동 에 지와 변형 에 지를 구하면 다

음과 같이 계산되어진다.

〈
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〉

이때,   
이며   

 이다 식 . 

와 에서 의 방식(22) (23) Lee [5,8]과 유사한 변수치환

을 통하여 기존의 변수들은  에 지 범함수의 

양한정성을 유효하기 해 재 정의되어진다.

  〈

 〉 〈

 〉

  〈




 


  
〉 

  〈







  


 〉
   〈








  

 〉

이때, 


 


이며 


 


이다 여. 

기서 ⋅와 ⋅는 각각 
에 한 ×의 

특정 행렬과 
,

,


 ,
 ,

의 연 된 

×의 특정 행렬을 간략하게 나타내기 해 

사용되었다 마지막으로 식 을 다시 식  와 . , (24) (22)

에 입하여 차 근사과정으로 유효하게 정돈(23) 1

하면 다음과 같이 보정된 에 지 범함수를 계산할 , 

수 있다. 

  

   







 






 

  





 

  





 

 








식 에서 (25) 




,  
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이며, 


  

























 






 




 






 









 









 






 















 





 













 
 







 















이다.
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추가 으로 식 과 에 일반변분법을 용하여 (7) (25)

범 한 주 수 역 내 의 동 거동의 해석이 

가능한 차원  운동방정식이 계산된다2 .

수치해석 결과3. 

본 연구의 범용성과 효율성을 높이기 해 지  , 

까지 소개된 모든 과정을 유한요소법 기반인

DVAPAS(Dynamic Variational Asymptotic Plate And 

로 산화하 다 이 코드를 실행함으Shell analysis) . 

로서 의 두께에 한 고유치문제의 해인 면내  

면외 방향의 모드형상들과 차원  문제해석을 2

한 필수 정보들인 식 의 성 도  강성 도 (25)

행렬들을 쉽게 계산할 수 있다 그 로서 의 두. 

께에 한 면내  면외 방향의 표하는 모드형상

들을 각각 와 에 도식화하 다 여기서 Fig. 2 Fig. 3 . 

는 주  진동의 모드형상을 나타내며 는 고LF HF

주  진동의 모드형상을 의미한다 한 . DVAPAS의 

실행결과로 제공되는 성 도  강성 도행렬들

을 사용하여 차원  운동방정식이 계산되어진다2 .

Fig. 2 In-plane vibration mode shapes

Fig. 3 Out-of-plane vibration mode shapes

이때 무차원 주 수 와 수 가 변수인 변  해

를 가정하여 구한 운동방정식에 입하면 동   , 

거동의 경향을 찰할 수 있는 분산곡선이 도식화

된다 이를 바탕으로 본 이론의 효율성과 정확성을 . 

검증하기 해 를 통해 계산된 개 자유도 , DVAPAS 3

고  이론 주황색 선 과 ( ) Le[4]가 제안한 개 자8

유도  이론 록색 선 그리고 최 화된 개 ( ), 14

자유도  이론7) 란색  쇄선 의 분산곡선들과  ( 1 )

상용수치해석 로그램 COMSOL MultiphysicsⓇ를 통

해 구 된 차원 정확해 빨간 실선 로서의 분산곡선3 ( )

이 각각의 종 와 굽힘 에 구분(L-waves) (F-waves)

하여 와 에 함께 나타내었다Fig. 4 Fig. 5 . 

먼  고   이론을 기반으로 한 분산곡선과 3

차원 분산곡선과 비교하다면 고   이론의 결과, 

의 정확성은 차단주 수 주변의 매우 제한된 역

인 것을 와 모두에서 찰할 수 있다 반면Fig. 4 5 . , 

참고문헌[4]에서 소개된 개 자유도  이론과 최8

화된 개 자유도  이론의 결과를 살펴보게 되면 14

고   이론에 비해 정확도가 크게 향상되는 것을 

볼 수 있다 특히. , Lee[7]의 연구결과에 따르면 최, 

화된 개 자유도  이론은 기존의 모든  이론14

의 결과보다 해석의 정확성이 크게 개선되었고 동

시에 더 범 한 주 수 역까지 해석의 정확성

을 유지할 수 있음을 찰할 수 있다.

Fig. 4 Dispersion curves of F-waves
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Fig. 5 Dispersion curves of L-waves

결 론4. 

  본 연구는 범 한 주파수 역 내 발생하는 판

의 동  거동을 분석할 수 있는 새로운 이론을 

산화과정과 함께 소개하 다 차원 판 구조해석문. 3

제는 차원 감소과정을 통해 차원 두께에 한 문- 1

제와 차원 기 면에 한 문제로 나 어지며 서2 , 

로 다른 시간척도의 차수에 따른 주파  고주

파 역에 한 동  변분 근법 과정이 체계 으-

로 각각에 구 되었다 한 이 과정에서 야기될 . 

수 있는 양한정성의 반을 방지하기 해 곡 , 

단파 외삽법으로 보정되었으며 마침내 범 한 , , 

주파수 역에 유효한 판 이론이 개발되었다 마지. 

막으로 개발된 판 이론의 분산곡선과 차원 분산3

곡선을 서로 비교함으로써 본 이론의 높은 효율성

과 정확도가 검증되었다.
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