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Abstract − Herein, we present a numerical investigation of wear analysis of sliding systems with a constant speed sub-

jected to Archard’s wear law. For this investigation, we compared two methods: eigen-wear analysis and adaptive 

meshing technique. The eigen-wear analysis is advantageous to predict the evolution of contact pressure due to wear 

using the initial contact pressure and contact stiffness. The adaptive meshing technique in finite element analysis is 

employed to obtain transient wear behavior, which needs significant computational resources. From the eigen-wear 

analysis, we can determine the appropriate element size required for finite element analysis and the time increment 

required for wear evolution by a dimensionless variable above a certain value. Since the prediction of wear depends 

on the maximum contact pressure, the finite element model should have a reasonable representation of the maximum 

contact pressure. The maximum contact pressure and wear amount according to this dimensionless variable shows that 

the number of fine meshes in the contact area contributes more to the accuracy of the wear analysis, and the time incre-

ment is less sensitive when the number of contact nodes is significantly larger. The results derived from a two-dimen-

sional wear model can be applied to a three-dimensional wear model.

Keywords − adaptive-lagrange euler meshing(적응적 라그랑쥐 오일러 메쉬), archard wear model(아차드 마           

모모델), eigenanalysis(고유치 해석), finite element analysis(유한요소해석), wear analysis(마모해석)
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1. 서  론

대부분의 마모시스템들은 정상상태(steady state)에서 요    

구되는 조건과는 다른 조건으로부터 시작된다. 즉 마모 초     

기에 접촉압력이 시간에 따라 변화하는 “wearing-in” 상     

태를 지나 정상상태에 이르게 된다[1,2]. 

이러한 천이 상태의 마모시스템을 분석하기 위해 초기     
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에 접촉역학해석에 기반을 둔 고유치 함수를 전개하는      

방법을 개발하였다[3]. 이 방법론은 무한 물체에 대한 접       

촉압력식을 사용하고 있어서 유한 물체의 마모거동을 파      

악하는데 있어서 제한적일 수밖에 없다. 이후 많은 연구       

들이 유한요소방법을 이용하여 천이영역의 마모량을 파     

악하고자 하였다[4,5]. 특히 이러한 수치해석 프로그램에     

서는 adaptive meshing기법을 사용하고 있다[6]. 그러나     

이러한 방법은 마모가 진행되는 시간에 따라, 설령 세밀       

하지 않은 시간 간격이라 하더라도, 접촉압력 및 접촉면       

적, 그리고 구조물의 변위와 응력 등의 모든 정보를 저        

장하고 활용해야 하므로 수치 해석상의 과도한 계산과      

저장공간을 필요로 하게 되어 상당한 부담이 될 수밖에       

없다. 이러한 계산을 빠르게 진행하여 수치계산의 용이      

성을 확보하기 위해 Liu 등[7]은 초기에 제안된 고유치       

함수 전개론을 이용하여 간단한 수치해석방법을 제안하     

였다. 이 연구결과의 장점으로 마모가 진행되기전의 초      

기접촉압력 정보와 마모계수 만으로 마모천이과정 동안     

의 접촉압력 및 마모량을 계산할 수 있다. 그러나 이 방         

법론에 대한 해석적 타당성이 검증되지 않아서 기존 유       

한 요소 해석 방법에서 활용하는 마모 전과정을 모사하       

는 해석결과와 비교하고자 한다. 이 비교과정에서 마모      

고유치 해석 결과를 이용하여 adaptive meshing 기법에      

서 사용되는 격자 크기에 따른 마모 해석 결과의 민감도        

및 격자 개수 등에 대한 지침 등을 제공할 수 있다. 

따라서 본 연구에서는 고유치 해석을 이용한 마모 해       

석 결과와 adaptive meshing 기법에 의한 수치 해석 결과        

를 비교하여 각 방법의 타당성을 검증하고 마모 해석 모        

델의 활용을 위한 수치해석적인 기준을 수립하고자 한다.

2. 고유치 해석 및 유한요소 마모 해석

본 연구에서 활용하는 마모해석은 Liu 등[7]에 의해 제       

시된 고유치 마모해석이며 이는 유한 요소해석 틀을 이       

용한 해석 방법이다. 이 해석 방법의 결과를 활용하기 위        

해 다음과 같이 요약한다.

대부분의 마모시스템에서는 마모 초기에 접촉압력이    

시간에 따라 변화하는 “wearing-in” 상태로 나타난 후 점       

차 정상상태(steady state)로 진행된다. 이러한 변화를 반      

영한 마모시스템의 전체 천이(과도) 해는 다음과 같다.

 (1)

여기서 p0(x,y)와 p1(x,y,t)는 각각 정상상태의 접촉압력과     

천이상태의 접촉압력으로서 두번째 항은 시간에 따라 점      

차 감소하는 경향을 갖는다. 

마모시스템의 고유치 특징을 반영하여 다음과 같은 일     

반 해로 표현할 수 있다.

(2)

여기서 λn은 마모시스템의 무한개의 고유치를 말하며     

fn(x,y)는 상응하는 고유함수이다. 또한 Cn은 초기조건     

(예를 들어 t = 0의 접촉압력)으로부터 결정되어지는 상     

수이다.

문제를 간단히 설명하기 위해 2차원 접촉모델에 대한     

평형 방정식은 다음과 같이 구성이 된다.

(3)

여기서 q,p는 각각 접선 방향 및 수직 방향 접촉힘을 나     

타내며 v,w는 이에 상응하는 변위이다. 또한 qw,pw는 접     

촉에 대한 상대적인 운동이 없을 때 즉 v = w = 0 일 때     

발생하는 접촉 힘들이다. 행렬 A,B,C는 전체 강성행렬에     

서 얻어지는 부행렬이다. 미끄러짐이 어느 정도 진행 후     

초기접촉면 간격 g0와 수직방향변위 및 마모량의 합에 의     

해 최종 간격이 0이 된다고 가정하고, 쿨롱의 마찰법칙     

q = fp (f는 마찰계수임) 식을 이용하면 다음과 같은 행렬     

식을 얻을 수 있다.

(4)

단 여기서

(5)

이제 마모율(rate of wear, )이 접촉압력에 비례한다     

는 Archard 마모 법칙[1]인 을 적용한다면 다     

음과 같은 식을 얻는다.

(6)

여기서 α는 마모상수이며 L은 노드 i, j에서의 미끄러짐     

속도 Vi와 접촉면적 Aj 그리고 크로네커 델타 δij로 이루     

어진 형태이며 다음과 같이 구성이 된다.

(7)
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만일 접촉압력 p가 시간 t에 따라 다음과 같이 구성이        

되면 

(8)

위에서 주어진 식은 다음과 같이 된다.

(9)

이 식은 일반적인 고유치 해석을 위한 식으로서 고유       

치 값을 알면 다음과 같이 미끄러짐이 일어나는 시간 동        

안 변할 수 있는 접촉압력을 얻을 수 있다.

(10)

상수 Gn을 결정하기 위해 접촉이 시작되는 시간(t = 0)        

에 마모가 발생하지 않는다는 조건 (δ = 0)을 이용하여 임         

의의 상수 집합인 Gn은 다음과 같이 구해진다.

(11)

이상의 해석 결과는 식(9)의 고유치 λn와 해당 접촉압       

력 pn을 결정할 수 있으며 식 (11)을 이용하여 Gn을 결         

정함으로써 마모가 진행이 되고 있는 시간 동안 접촉 압        

력을 구할 수 있다. 또한 Archard 마모 법칙을 이용하여        

각 시간에 따른 접촉압력으로 마모량을 결정할 수 있다. 

구조해석에서 변형이 심하게 발생하는 곳의 요소를 재      

구성하여 결과의 정확도를 높이는 기법 중 adaptive      

meshing 기법이 있다[8]. Adaptive meshing 기법은 우      

선 접촉압력과 미끄러짐 속도를 도출하여 앞에서 언급      

한 Archard 마모 법칙을 기반으로 시간당 나타나는 마       

모량을 계산하고, 마모량을 모델링에 반영한 후 변화된      

모델에 적합한 형태로 격자 구조를 재배치하는 것을 매     

해석 증분 시간동안 반복하여 누적 마모량을 도출하는     

방법이다. 유한요소해석 프로그램인 ABAQUS에서는 구    

조해석을 위해Lagrange 해석과 변형된 요소를 재 구성     

하는 Euler 해석을 이용한다. 이 기법은 두 가지 기본적     

인 작업을 진행한다. 첫번째 새로운 요소를 만드는     

sweeping 과정이며 두번째는 기존 요소로부터 새로운 요     

소로 변할 때 해석변수를 재구성하는 advection 과정이     

있다. 특히 advection 과정에서는 공간과 시간에 대한 변     

화량의 제곱 차수를 반영하는 Lax-Wendroff 기법을 사     

용한다. 이러한 기법은 시간에 따라 접촉면적이 변하는     

시뮬레이션에서 크게 영향을 끼친다[8]. 

Adaptive meshing 기법을 적용한 유한요소해석과 고     

유치해석의 비교를 위해 그림 1과 같이 둥근 블록에 대     

한 격자 모델링을 수행하였다. 이 격자 모델은 둥근 접     

촉면에서 발생하는 최대접촉압력을 이론식인 식(12)에 근     

사한 값을 나타내고 있다[9]. 

(12)

p pne
λ
n
t–

=

αM2Lpn λnM1pn=

p t( ) Gn pne
λ
n
t–N

n=1∑=
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d
---------------- 1.073
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1 3/
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Fig. 1. A sliding model with a speed of V.

Fig. 2. Contact pressure(left) and accumulated wear(right) of eigen analysis and finite element method.
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여기서 R은 하

중과 둥근 부분의 곡률반경이다. Fig. 1과 같은 모델을 바        

탕으로 강성행렬과 초기접촉압력 p0를 도출하여 고유치     

해석에 적용하였다.

Fig. 2에서는 고유치 해석과 유한요소해석을 통해 도      

출한 시간에 따른 접촉압력의 변화 및 누적 마모량을 도        

시하고 있다. 둥근 블록의 가운데 평면 접촉부에서는 전       

체적으로 거의 일정한 결과를 보이고 있으며 곡면으로      

이루어진 접촉 선단부와 후단부에서는 중간 위치와는 차      

이가 큰 접촉압력이 나타나고 있다. 이러한 결과를 반영       

하여 곡면에서 나타나는 최대 접촉 압력과 최대누적마      

모량을 다른 격자모델과의 비교시 기준으로 삼았다.

3. 결과 및 고찰

Fig. 1에서 제시된 격자모델의 마모 해석 결과인 Fig. 2        

의 결과를 기준으로 그림 3과 같이 접촉 곡면 부근 유한         

요소의 가로 크기를 변경시켜가며 격자모델의 유한요소     

민감도해석을 진행하였다. 결과의 타당성 비교를 위해 유      

한요소 모델에서 고유치 해석에서의 τ가 10, 20, 30, 40        

일 때의 접촉압력과 누적마모량을 도출하였으며, 최종 τ      

가 40일 때의 최대접촉압력과 최대누적마모량을 비교하     

였다. 여기서 τ = αVET/R로 무차원화한 시간 변수이다.       

최대접촉압력과 최대누적마모량은 둥근 블록에서의 곡    

면 부분에서 나타나므로 곡면을 구성하는 유한요소의 가      

로 크기를 0.2, 0.4, 1.6, 3.2로 증가시켜가며 비교하였다.

또한 해석 정확도에는 해석 시간의 수치적 시간 증분       

의 크기가 영향을 미치는 것으로 알려져 있기 때문에 이        

를 0.001, 0.004, 0.008, 0.032로 변경하여 해석을 진행       

하였다. 

위에서 제시된 격자의 가로 크기와 시간 증분을 크기       

를 동시에 고려하여 다음과 같은 새로운 지표를 정의한       

다.  여기에서 V, dt, dx는 각각 슬라이딩 속도,        

시간 증분, 접촉면 방향으로의 격자 가로 크기이다. 본       

연구에서는 시간 증분과 격자 가로 크기의 관계를 분석       

하기 위해 슬라이딩 속도 V를 300 mm/s에서 500 mm/s        

의 범위에서 해석을 수행하였다.

Cv에 따른 최대접촉압력과 최대마모량의 상대 오차에     

대한 결과는 Fig. 4에 나타나 있다. 여기에서 상대오차     

란 고유치 해석 결과값을 기준으로 하였을 때, 격자 및     

시간 증분의 크기를 변경시켜 만든 유한요소해석 모델     

에서의 나타나는 결과값이 갖는 차이를 백분율로 나타     

낸 오차이다.

최대접촉압력과 최적 모델과 가장 근접한 모델은 CV가     

10(속도 500 mm/s, 격자 가로 크기 0.4, 시간 증분 0.008)     

일 때 백분율 오차 6.62%이며 최대마모량의 경우 CV가     

5(속도 500 mm/s, 격자 가로 크기 0.2, 시간 증분 0.004)     

인 모델로 백분율 오차는 0.09%이다. 이때 최적 모델에     

서 나타나는 최대접촉압력은 729.2054 MPa, 최대마모량     

은 0.2217 mm이다.

따라서 접촉해석의 정확도를 위해 접촉면을 구성하는     

Kp

P

π 2b
-------------  

1

E
*

-----,
1 v1

2

–

E1

-----------
1 v2

2

–

E2

----------- d,+ a b P,–= = =

CV

vdt
dx
-------=

Fig. 3. Mesh configurations of optimized(left), coarse 

(center) and fine(right) mesh, respectively.

Fig. 4. Percentage error of contact pressure(upper) and 

accumulated wear(lower) according to CV.
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노드의 수를 확보해야 하며, 시간 증분의 크기와 함께 고        

려된 CV값 기준 10 이상인 경우 최대마모량 기준 오차        

0.15% 이내로 충분한 정확도를 가진 결과를 도출할 수       

있다.

4. 결  론

본 연구에서는 초기접촉압력 정보와 마모계수 만으로     

마모천이과정 동안의 접촉압력 및 마모량을 계산할 수      

있는 고유치 해석 결과의 타당성 검증을 위한 유한요소       

마모해석 기법을 개발하였다. 그 결과, 유한요소 수치해      

석의 안정성 확보를 위하여 유한요소모델 개발에 지침      

이 될 수 있는 유한요소의 크기와 수치해석 시간 증분의        

크기를 고려한 CV값을 정의하였다. 다양한 CV값을 갖는      

모델에 대하여 마모해석을 수행하여 CV값이 10이상인 경      

우 해석의 정확도를 확보할 수 있음을 보였다.

Acknowledgements

이 논문은 2020년도 정부(교육부)의 재원으로 한국연     

구재단의 지원을 받아 수행된 기초연구사업임.(No. 2018     

R1A2B6008891)

References

 [1] Archard, J.F., “Contact and rubbing of flat sur-

faces”, J. Appl. Phys. Vol. 24, 981-988, 1953, https:/

/doi.org/10.1063/1.1721448

 [2] Chun, S. M., “Wear Analysis of Engine Bearings at 

Constant Shaft Angular Speed during Firing State - 

Part II: Calculation of the Wear on Journal Bear-

ings.” Tribol. Lubr., Vol. 34, No. 4, pp.146-159, 

2018, https://doi.org/10.9725/KTS.2018.34.4.146

 [3] Goriacheva, I.G., “Contact problem in the presence 

of wear for a piston ring inserted into a cylinder”, J. 

Appl. Math. Mech. Vol. 44 pp.255-257, 1980, https:/

/doi.org/10.1016/0021-8928(80)90158-6

 [4] Podra, P., Andersson, S., “Simulating sliding wear 

with finite element method”, Tribol. Int. Vol. 32, pp. 

71-81, 1999, https://doi.org/10.1016/S0301-679X(99) 

00012-2

 [5] Molinari, J.F., Ortiz, M., Radovitzky, R., Repetto, 

E.A., “Finite-element modeling of dry sliding wear 

in metals”, Eng. Comput. Vol.18, pp. 592-609, 2001,

https://doi.org/10.1108/00368790110407257

 [6] Martinez, F.J., Canales, M., Izquierdo S., Jimenez, 

M.A., Martinez, M.A., “Finite element implementa-

tion and validation of wear modelling in sliding 

polymer–metal contacts”, Wear Vol. 284 pp. 52-64, 

2012, https://doi.org/10.1016/j.wear.2012.02.003

 [7] Liu, Y., Jang, Y. H., Yong Hoon Jang, Barber J. R., 

“Finite element implementation of an eigenfunction 

solution for the contact pressure variation due to 

wear”, Wear, Vol. 309, pp.134-138, 2014, https://

doi.org/10.1016/j.wear.2013.11.004

 [8] Rezaei A, PaepegemW. V., Baets P, Ost W, Degrieck 

J, “Adaptive finite element simulation of wear evo-

lution in radial sliding bearings”, Wear, Vol. 296, pp.660-

671, 2012, https://doi.org/10.1016/j.wear.2012.08.013.

 [9] Sackfield, A., Mugadu, A., Barber, J. R., Hills, D. 

A. “The application of asymptotic solutions to char-

acterising the process zone in almost complete fric-

tionless contacts.” J. Mech. Phys Solids, Vol.51, 

pp.1333-1346, 2003, https://doi.org/10.1016/S0022-

5096(03)00020-6
Tribol. Lubr., 36(5) 2020




