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Ⅰ. 서  론

쉘 형태의 구조물은 다양한 항공우주공학분야에 

응용되며 특히 항공기 날개의 wing-box 구조는 쉘 

유한요소를 활용하여 비교적 정밀하게 구조물의 형

상을 모사할 수 있다. 하지만 공기력과 열하중과 같

은 동적하중이 작용하는 환경에서 구조물은 기하학

적 비선형적 거동을 나타내며 이러한 비선형적 거동

을 정밀하게 예측하기 위해 비선형 유한요소기법이 

요구된다. 또한, 유체-구조 연성해석과 같은 다중 물

리현상 예측으로 해석의 범주를 확장할 경우, 대규모 

구조해석의 필요성이 요구된다. 특히 유체와 구조 사

이의 경계 격자를 일치시키는 대응격자기법은 정보

의 손실을 가장 최소화 할 수 있는 방법으로 알려져 

있으며 이러한 해석에서 요구되는 유한요소 구조해

석의 자유도는 급격히 증가하게 된다.
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ABSTRACT

In this paper, precision and efficient nonlinear structural analysis for the aircraft wing-box 

model is developed. Herein, nonlinear shell element based on the co-rotational (CR) formulation 

is implemented. Then, parallel computing algorithm, the element-based partitioning technique is 

developed to accelerate the computational efficiency of the nonlinear structural analysis. Finally, 

computational performance, i.e., accuracy and efficiency, of the proposed analysis is evaluated 

by comparing with that of the existing commercial software.

초   록

본 논문에서는 항공기 Wing-box 모델에 대한 비선형 구조해석의 계산을 정확하고 효율적으로 

수행하기 위해 병렬계산 알고리즘을 개발하였다. 이를 위해 co-rotation 이론 기반 비선형 쉘 요소

를 적용하였으며 요소기반 분할 병렬계산 알고리즘을 개발하였다. 기 개발 해석은 선행연구결과 

및 기존 상용프로그램의 예측결과와 비교하여 정확성을 확인하였으며 병렬계산의 효율성을 분석하

였다. 마지막으로 고세장비 날개 wing-box 구조에 적용하였으며 단방향 공력-구조 결합해석을 수

행하였다.

Key Words : Aircraft Wing-box(항공기 Wing-box), Element-based Partitioning(요소기반 분할), 

Co-rotational Shell(CR 쉘), Parallel Computing(병렬계산)
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비선형 구조해석을 위해 total Lagrangian, updated 

Lagrangian 기법과 같은 전통적인 비선형 정식화 기

법[1]이 많이 활용되고 있으나, 이러한 기존의 정식화 

기법은 요소 자체의 가정에 따라 비선형 확장적용에 

상당한 어려움이 따른다. 이에 반해, co-rotational(CR) 

정식화 기법은 대변위와 작은 변형률을 갖는 기하학

적 비선형 구조해석 문제에 적합하며, 기존의 선형 유

한요소에 독립적으로 적용 가능하다는 장점이 있다. 

즉, 기존 선형요소의 특징을 유지하며 기하학적 비선

형 해석으로 확장 가능하다[2,3]. 이러한 비선형 구조

해석은 반복해법 알고리즘에 따라 구현되며 대용량 

해석으로 확장할 경우 상당한 계산비용이 요구된다. 

대규모의 유한요소 해석 알고리즘 중 현재까지 가장 

많이 적용되는 해석 알고리즘은 FETI(Finite Element 

Tearing and Interconnecting) 기법이다[4]. FETI 기

법은 Farhat에 의해 정립된 알고리즘으로 유한요소 

해석 전체 영역을 겹치지 않는 부 영역으로 나누어 

정의하고 Lagrange 승수를 적용하여 각 부 영역 간 

공유면에 적합조건을 부여하여 계산을 수행한다. 현

재 제시되는 여러 FETI 기법들은 이러한 부 영역의 

연결지점에 대한 변위장을 효율적으로 계산하기 위

한 방법을 제시하는데 역점을 두고 있으며 수학적 

복잡성을 내제하고 있다.

FETI 기법의 일반적인 병렬계산 알고리즘은 먼저 

각각의 부 영역에 대한 프로세서들이 할당된다. 그리

고 부 영역의 연결지점에 대한 강성행렬과 하중벡터

를 계산하고 영역 간 연속성을 보장하기 위해 연결

지점의 변위장 계산을 수행한다. 마지막으로 연결지

점의 변위 값이 각각의 부 영역에 전달되고 연결지

점의 변위 값에 따른 부 영역의 변위 장을 복원하게 

된다[5]. 따라서 다수의 영역으로 분할함에 따라 계

산효율은 증가하게 된다. 하지만 부 영역에서 역행렬 

계산을 다수 요구하고 연결지점에 대한 계산을 추가

적으로 수행함에 따라 알고리즘의 복잡성 역시 증가

하게 된다. 

본 논문에서는 일반적인 유한요소해석 알고리즘을 

최대한 활용하여 요소기반 분할 병렬계산 알고리즘

을 개발하였다. 이 과정에서 전역 강성행렬 정의에 

요구되는 계산비용을 최소화하기 위해 압축 행 저장 

방식(compressed row storage, CRS)을 적용하였다. 

기 개발 병렬 알고리즘을 CR 정식화 기반의 비선형 

쉘 유한요소 해석에 적용하였으며 대용량 비선형 구

조해석의 정확성과 계산 효율성을 확인하였다. 이후 

고세장비 날개 wing-box 구조에 적용하여 해석의 효

율성과 정확성을 상용프로그램 해석결과와 비교하였

다.

Ⅱ. 해석기법

2.1 CR 정식화 기반 쉘 유한요소

Fig. 1. Coordinate of the CR shell formulation[3]

CR 정식화는 구조물의 전체 거동을 강체 거동과 

순수 구조 변형으로 분리하여 기하학적 비선형성을 

고려한다. 이때 전체 구조 거동을 CR 좌표계의 도입

으로 순수 구조 변형과 강체 회전거동을 분리한다. 

기존의 존재하는 선형의 요소는 순수 구조 변형을 

예측함과 동시에 강체거동에 대한 좌표변환행렬을 

도입하여 대 변위 기하학적 비선형 해석으로 확장 

가능하다. Fig. 1은 CR 정식화 기반 쉘 유한요소에 

적용되는 좌표계를 나타낸다. 

Figure 1과 같이 쉘 요소에 대한 CR 정식화는 변

형 전 좌표, 변형 후 좌표 그리고 CR 좌표를 포함한

다. 이때 각 좌표 간의 변환을 위해 강체회전 연산자

를 정의한다. 변형 전 좌표와 변형 후 좌표 간 강체

회전 연산자는 전역좌표계에서 정의된 회전자유도를 

이용하여 정의하고 CR 좌표와 변형 후 좌표 간 강체

회전 연산자는 국부좌표계에서 정의된 회전자유도를 

이용하여 정의할 수 있다. 

본 논문에서는 지수행렬로 회전변환을 표현하였

으며 3차원 회전자유도에 대한 사교대칭행렬(skew- 

symmetric matrix) 

를 이용하여 다음과 같이 나타

낼 수 있다.


Exp






sin 




cos 





(1)











cos 





sin 





(2)

위 식에서 행렬 

 는 단위행렬을 나타내며 


과 




는 각각 직교회전변환행렬과 변분에 대한 관계행

렬을 나타낸다. 그리고 요소 자유도에 대한 회전 변

환 행렬 

를 행렬


을 이용하여 구성하면 전역좌표

계에서 정의된 내력 벡터와 강성행렬을 도출할 수 

있다. 따라서 최종적인 요소의 강성행렬과 내력 벡터

는 Fig. 1에서 정의한 좌표계에 의거하여 식 (3)과 

(4)와 같이 나타낼 수 있으며 자세한 정식화는 참고

문헌 [6]에 제시되어 있다. 
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
 





 (3)


 

 












 

 (4)

식 (3)과 (4)에서 행렬 

는 순수변형에 대한 물리

량을 도출하기 위한 투영행렬을 나타낸다. 이때 투영

행렬 

는 전역좌표계에서 정의된 변위를 국부 좌표

계에 대한 미분으로 유도된다. 행렬 은 비선형 기하

강성행렬을 나타내며 

 와 


 는 국부요소에 대한 하

중벡터와 강성행렬을 나타낸다. 

본 논문에서는 Kosravi에 의해 제안된 면(facet) 쉘 

요소를 국부요소[7]로 적용하였으며 OPT(optimal 

triangle) 평면요소와 DKT(discrete Kirchhoff triangle) 

판 요소의 조합(OPT-DKT)으로 정의된다. 기 개발 CR 

정식화에 적용한 OPT-DKT 면 쉘 요소는 식 (5)와 같

이 정의된다. 


 












 

























 





 



(5)

식 (5)에서 



와 



는 각각 평면요소와 판요소에 

대한 강성행렬을 나타내며 



는 관계행렬을 나타낸

다. 한편, 국부요소의 하중벡터 

 는 국부 변위와 강

성행렬의 곱으로 표현된다. 

본 논문에서 적용한 OPT-DKT 면 쉘 요소는 자유

정식화(free formulation) 과정을 바탕으로 하며 요소

의 세장비에 관계없이 면 내, 굽힘 거동을 정확하게 

예측할 수 있으며 잠김 현상에서 자유로운 선형 요

소이다. 또한, 식 (5)의 강성행렬 정의는 식 (6)의  변

위 자유도를 따른다.























   ⋯ 


 ⋯ 
 (6)

최종적으로 정립된 CR 정식화 기반의 강성행렬과 

내력벡터는 변위자유도에 대한 함수로 표현되며 이러

한 비선형적 문제를 해결하기 위해 Newton-Raphson 

반복해법을 적용하였다.

2.2 요소기반 분할 병렬계산 알고리즘

대용량 구조모델의 효율적 병렬계산을 위해 요소

기반 분할 병렬계산 알고리즘을 개발하였다. 일반적

인 유한요소법은 요소의 정식화 후, 이산화된 구조물

을 모사하기 위해 전역강성행렬과 전역하중벡터를 

정의하여 해를 도출한다. 















 (7a)












 (7b)

식 (7)의 행렬 

는 요소 연결성에 따른 Boolean 

행렬을 나타내며 연결성에 따라 정의된 행렬을 조합

하여 전역강성행렬 




 및 전역내력벡터 



를 도출

할 수 있다. 대용량 구조모델에 대한 비선형 계산의 

경우, 전역강성행렬의 자유도가 증가함과 동시에 비

선형성에 기인한 요소단위계산이 증가하여 전역강성

행렬 조합에 상당한 계산 비용을 요구할 수 있다. 

요소기반 분할은 임의의 영역을 분할하고 부 영역

에 대한 강성행렬을 정의하여 전역강성행렬 조합에 

대한 계산 비용을 감소시킨다. 부 영역에 대한 강성

행렬은 각각의 CPU에서 계산되며 전역강성행렬은 

MPI(Message Passing Interface) 통신의 집합통신 알

고리즘인 MPI_REDUCE를 통해 정의할 수 있다. 본 

논문에서는 전산구조 및 유체역학에서 폭넓게 활용

되는 k-way partitioning 알고리즘 기반의 METIS 라

이브러리[8]를 적용하여 요소기반 분할에 대한 부 영

역을 정의하였다.한편, 대용량 구조모델에 대한 전역

강성행렬은 행렬의 희박도가 증가하여 희박행렬 계

산 알고리즘을 적용하여 계산효율성을 증가시킬 수 

있다. 본 논문에서는 압축된 행 행렬 저장법을 이용

하여 메모리 효율성을 보장하였으며 PARDISO[9]를 

이용하여 유한요소 지배방정식의 해를 신속하게 계

산한다. Fig. 2는 기 개발 요소기반 분할 병렬계산 

기법의 도식을 나타낸다.

 Fig. 2. Schematic of the proposed parallel   

 computing algorithm
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Ⅲ. 수치해석결과

본 장에서는 기 개발 해석의 정확성 및 병렬성능

을 확인하기 위해 참고문헌[10-12]에서 수행된 선행연

구결과 및 상용프로그램인 ANSYS, MSC/NASTRAN

의 해석결과와 비교 검증하였다. 나아가 고세장비를 

갖는 임의의 항공기 날개 wing-box에 대하여 본 논

문에서 제시한 해석을 적용하였고 정확성 및 병렬계

산의 효율성을 확인하였다. 

3.1 끝단 전단 하중을 받는 외팔보

본 논문에서 개발한 비선형 정적해석 기법 검증을 

위해, 첫 번째 예제로써 끝단 전단 하중 P를 받는 외

팔보의 정적해석을 수행하였다. 해석에 적용된 형상

과 물성은 Fig. 3과 같다. 본 예제에서는 선행연구

[11]와 동일하게 영률(E)과 푸아송 비(ν)를 적용하였

으며 외팔보는 Fig. 4와 같이 3절점 삼각형 쉘 요소

를 사용하여 16×1 격자로 이산화였다. 최대 하중에 

의해 변형된 형상은 Fig. 4에 나타냈으며, 기하 비선

형적인 거동특성을 보이는 것을 확인하였다.

자유단 끝에서의 전단 하중에 대한 점 A에서의 수

평 및 수직 방향의 변위 결과는 Fig. 5에 나타냈으

며, 해석결과에 대한 정확성 검증을 위해 x방향 끝단 

변위 utip과 z방향 끝단 변위 wtip을 고려하였으며 

선행연구결과[11]와 비교하였다. 본 예제를 통해 도

Fig. 3. Cantilevered beam subjected to tip shear 

force

Fig. 4. Deformed beam configuration (P/Pmax=1)
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Fig. 5. Load-deflection curves for cantilevered 

beam

출된 해석결과는 P/Pmax의 값이 1일 때, 선행연구

결과 및 상용프로그램의 예측결과와 비교하여 상대

오차 각각 0.12% 및 0.05% 이내로 잘 일치하였다.

3.2 한쪽이 고정된 원통형 쉘

두 번째 예제로써 점 A에서 하중 P를 받는 원통형 

쉘의 비선형 정적해석을 수행하였다. 해석에 적용된 

형상 및 물성은 Fig. 6과 같으며 선행연구[11]와 동일

하게 영률(E)과 푸아송 비(ν)를 적용하였다. 원통형 

쉘은 1/4 형상만 고려하였으며, 3절점 삼각형 쉘 요

소를 사용하여 40×40 격자로 이산화 하였다. 최대 하

중에 의해 변형된 형상을 Fig. 7에 나타내었으며, 기

하 비선형적 거동이 뚜렷하게 나타나는 것을 확인하

였다. 하중 P에 대한 점 A에서 수직 방향의 변위 결

과는 Fig. 8에 나타냈으며, 선행연구결과[11] 및 상용

프로그램 예측결과와 비교하였다. ×격자를 사용

하여 모델링한 원통형 쉘의 해석결과는 P/Pmax의 

값이 1일 때, 선행연구결과와 비교하여 상대오차 

0.08%로 잘 일치하는 것을 확인하였다. 또한, 상용프

로그램인 ANSYS 및 MSC/NASTRAN의 해석결과와 

비교하여 상대오차 0.8% 이내로 잘 일치하였다. 

Fig. 6. Quarter-cylindrical shell subjected to 

a concentrated force
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Fig. 7. Deformed shell configuration using 40×40  

 mesh (P/Pmax=1)
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Fig. 8. Load-deflection curves for quarter-cylindrical 

shell 

병렬계산의 효율성을 확인하기 위해 총 50,451개의 

절점과 총 302,706 자유도를 갖는 250×200 격자를 사

용한 원통형 쉘에 대해서 동일한 해석을 수행하였다. 

P/Pmax의 값이 1일 때, 동일 격자를 사용한 ANSYS 

해석결과와 잘 일치하는 것을 확인하였다. 

나아가, 프로세서 수를 1개부터 25개까지 증가시켜

가며 기 개발 해석의 병렬계산을 수행하였다. Fig. 9

는 프로세서 5개 및 25개를 사용했을 때의 분할된 

형상을 나타내며 METIS 라이브러리를 이용하여 부 

영역을 정의하였다. 또한, 병렬계산에 따른 계산시간 

비교 결과를 Fig. 10에 나타내었다.

단일 프로세서를 사용했을 때, 기 개발 해석은 

4,230.5초가 소요되었으며 ANSYS 해석과 비교하여 

약 31.6% 정도 더 소요됨을 확인하였다. 한편, 프로

세서 수를 증가시킴에 따라 계산시간이 크게 감소하

였다. 19개의 프로세서를 사용하였을 때, 1,017.5초의 

계산시간이 소요되었으며, 단일 프로세서를 사용했을 

때와 비교하여 약 75% 정도 계산시간 감소를 확인하

였다. 

Fig. 9. Partitioned shell configuration (partitioned 

into 5 and 25 sub-domains)
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3.3 고고도 장기체공 비행기 wing-box

마지막으로 고세장비 날개의 wing-box 형상을 고려

하였다. 본 예제의 wing-box 형상은 MQ-1B Predator

의 주익 형상을 참고하여 모델링 하였고, 기하학적 정

보[13] 및 재료물성을 Fig. 11에 나타냈다. 날개의 익

형은 RQ-4 Global Hawk에서 사용된 LRN1015[14]로 

가정하였다. Wing-box의 구성요소 중, 리브는 392.8 

mm의 간격으로 총 20개이며, 시위의 15%, 43%, 71% 

지점에 총 3개의 스파를 고려하였다. 또한, wing-box

의 재료물성은 Aluminum alloy 2024-T3[15,16]으로 

가정하였다.

Wing-box에 가해지는 공력 하중을 계산하기 위해 

XFOIL을 사용하였으며 받음각 5˚에서 시속 150km/h

로 운용조건을 가정하여 공력해석을 수행하였다. 실

제적인 공력 하중을 고려하기 위해 wing-box의 croot

부터 ctip까지 총 20개의 지점에서 공력해석을 진행

하였다. 스팬 방향 2.5% 지점(Station 1)에서의 공력 

하중을 Table 1에 나타내었으며, 이때의 값을 기준으

로 도출된 공력하중을 정규화 하여 Fig. 12에 나타내

었다. Wing-box에 작용하는 총 양력, 항력 및 모멘트

는 각각  3,109.8N, 21.534N 그리고 -222.42Nm로 예

측되었다.
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Fig. 11. Wing-box model for a high-aspect-ratio-  

 wing
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Fig. 12. Non-dimensional aerodynamic loads 

Lift (N) 224.0

Drag (N) 1.564

Moment (Nm) -21.58

Table 1. Aerodynamic loads at the Station 1

도출된 공력하중을 Fig. 13과 같이 적용하여 단방

향 공력-구조 결합해석을 수행하기 위해, 3절점 삼각

형 쉘 요소를 사용하여 총 51,723개의 절점과 총 

310,338개의 자유도를 갖도록 모델링 하였다. 단방향 

공력-구조 결합해석 결과, 변형된 형상을 Fig. 14에 

나타내었다. 해석결과에 대한 정확성을 검증하기 위

해 점 A, B, C, D, E에서의 X축 방향(시위 방향) 및 

Z축 방향의 변위를 고려하였으며, NASTRAN 해석

결과와 비교하였다. 날개 끝단인 점 E 위치에서 X축 

방향 및 Z축 방향의 변위는 각각 상대오차 2.6% 및 

3.3% 이내로 잘 일치하는 것을 확인하였다.

다음으로 본 논문에서 제시한 병렬계산 기법을 적

용하여 기 개발 해석의 계산 효율을 확인하였다. 

Fig. 15는 19개의 프로세서를 사용하였을 때의 분할

된 형상을 나타내며, METIS 라이브러리를 통해 요소

기반 분할에 대한 부 영역을 정의하였다. 병렬계산의 

효율성을 확인하기 위해 프로세서 수를 1개부터 25

개까지 증가시켜가며 소요된 계산시간을 비교하였다

(Fig. 16). 단일 프로세서를 사용했을 때, 기 개발 해

석은 2,437.4초가 소요되었고 프로세서 수를 증가시킴

Fig. 13. Boundary condition and aerodynamic loads 

subjected to the present wing-box 
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Fig. 14. Comparison of X- and Z-directional 

displacement between NASTRAN and 

the present results

에 따라 계산시간이 크게 감소됨을 확인하였다. 특히, 

19개의 프로세서를 사용하였을 때, 595.6초의 계산시

간이 소요되었으며, 단일 프로세서를 사용했을 때와 

비교하여 약 75%의 계산시간 감소를 확인하였다.

Fig. 15. Partitioned wing-box configuration 

(partitioned into 19 sub-domains)
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Ⅳ. 결  론

본 논문에서 항공기 Wing-box 모델에 대해 정확하

고 효율적인 비선형 구조해석을 수행하기 위해 co- 

rotation 이론 기반 비선형 쉘 요소와 요소기반 분할 

병렬계산 알고리즘을 통합한 기법을 개발하였다. 기 

개발 해석의 정확성을 확인하기 위해 선행연구의 비

선형 정적해석 예제를 수행하여 선행연구결과 및 상

용프로그램 해석결과와 비교하였고, 프로세서 수에 

따른 계산시간을 비교함으로써 병렬계산에 따른 효

율성을 확인하였다. 비선형 정적해석 예제에서 변위 

결과는 상대오차 0.12% 이내로 잘 일치하였음을 확

인하였다. 또한, 병렬계산에 따른 계산시간 비교결과, 

약 75%의 계산시간 감소를 확인하였다. 나아가, 고세

장비 날개의 wing-box 모델을 고려하여 단방향 공력

-구조 결합해석을 수행하였다. 상용프로그램의 해석

결과와 비교하여 상대오차 3.3% 이내로 잘 일치하였

다. 앞선 예제와 마찬가지로 단일 프로세서를 사용했

을 때 요구되는 계산시간과 비교하여 약 75%의 계산

시간 감소를 확인하였다. 이를 통해 기 개발 해석의 

정확성 및 병렬계산의 효율성을 확인하였다. 한편, 

사용된 프로세서 수가 20개 이상일 때, 병목현상이 

발생하였다. 향후 이러한 병목현상을 개선하기 위해 

알고리즘을 수정 및 보완할 예정이다.
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