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Abstract

This paper examined the dynamic instability of a shallow arch according to the response characteristics when nearing 

critical loads. The frequency changing feathers of the time-domain increasing the loads are analyzed using Fast Fourier 

Transformation (FFT), while the response signal around the critical loads are analyzed using Hilbert-Huang Transformation 

(HHT). This study reveals that the models with an arch shape of h = 3 or higher exhibit buckling, which is very sensitive 

to the asymmetric initial conditions. Also, the critical buckling load increases as the shape increases, with its feather varying 

depending on the asymmetric initial conditions. Decomposition results show the decrease in predominant frequency before 

the threshold as the load increases, and the predominant period doubles at the critical level. In the vicinity of the critical 

level, sections rapidly manifest the displacement increase, with the changes in Instantaneous Frequency (IF) and Instant 

Energy (IE) becoming apparent.
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1. 서론1)

아치나 구형 셸(Spherical shell)의 형상은 편평한 판

보다 지붕을 더 얇게 덮을 수 있기 때문에 장스팬 지붕 

구조에 적합하다. 이는 중력 하중을 면내 내력으로 저항

하는 구조 특성으로 설명할 수 있다. 그러나 이러한 메

커니즘에는 예상치 못한 불안정 현상도 동반하게 된다. 

특히 얕은 아치(Shallow arch)는 아름답고 가벼우나 이

러한 현상의 경계를 잘 알아야만 안전하게 설계할 수 있

으며, 이를 위해 지금까지 많은 연구가 진행되고 있다.

일반적으로 아치의 동적 불안정의 분류는 직접 좌굴

(Direct buckling)과 간접 좌굴(Indirect buckling)로 

설명되고 있으며, 대칭모드와 비대칭모드에 대한 민

감한 거동으로 분류된다. 초기 조건의 불완전성
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(Imperfection)이나 비대칭성은 민감한 거동 특성의 원

인이 되었다. 관련 연구들은 1950년대부터 지금까지 이

어지고 있으며1),2) 초창기 연구1-4)를 바탕으로 카오스 현

상, 전역적 좌굴, 공진, 이동 하중의 고려, 스펙트럼 특성 

등의 주제로 연구가 확장되었다5-8). 최근에는 아치의 연

구에서 시스템 파라미터의 동정(Identification)과 안정

성, 민감성, 해석적 정해도 연구되었으며, 초기치 문제나 

경계치 문제에 대한 다양한 공학적 연구 주제들이 새롭

게 등장하고 있다9),10).

아치의 좌굴에 대한 임계 하중은 시계열 응답의 위상 

공간을 관찰하거나 미세한 파라미터의 변화에 대한 과

도한 반응을 관찰하여 결정한다. 이러한 까닭에 지배방

정식의 해석적 정해나 수치적 해를 얻는 것10),11)과 더불

어 응답 특성을 분석하는 것이 중요하다. 특히 시계열 

응답의 주파수를 분석하는 것은 불안정 특성을 알아보

는 한 방법으로 사용되며, 임계 전과 후의 특성을 잘 설

명하고 있다. 그러나 임계 근방의 응답과 특징들은 파라

미터에 따라 민감하게 반응하며 다양한 특성을 보인다. 

주로 비대칭성에 의한 간접 좌굴의 경우 미소한 비대칭 
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변위 성분의 연성(Coupling) 작용으로 말미암아 아치가 

스넵핑(Snapping) 현상과 같은 좌굴이 발생하며, 이는 

파라미터의 크기나 조건에 영향을 받는다. 이와 같은 현

상에 대해서 다양한 각도에서 주파수와 에너지를 관찰

할 필요가 있다.

응답 신호의 주파수 변화는 푸리에 변환을 통해서 접

근할 수 있다. 주파수 영역에서 탁월 주파수의 증가와 

감소 그리고 임계 전후의 복잡한 주파수 성분의 분포로 

특성을 설명할 수 있다. 또한 임계 근방의 복잡한 거동

은 국부적인 해석으로 더욱 다양하게 관찰할 수 있다. 

특히 힐베르트-후왕 변환(Hilbert-Huang 

Transformation; HHT)12),13)을 이용하는 경우 경험적 

모드 분해(Empirical Mode Decomposition; EMD)를 

통해서 고유 모드 함수(Intrinsic Mode Function; 

IMF)로 분해하여 주파수와 에너지 변화를 관찰할 수 있

으므로 매우 유익하다14),15). 따라서 다양한 방향에서 분

석하는 것은 아치의 동적 특성을 이해하고 설명하는 데 

있어서 중요한 역할을 한다.

본 연구에서는 얕은 아치의 동적 좌굴 임계 하중과 

임계 전후의 다양한 변화를 시계열 응답과 주파수 영역

에서 나타나는 특성으로 설명하고자 한다. 이러한 연구

를 위해서 변위 응답을 관찰하여 임계 좌굴 하중을 산정

하고, 비대칭 초기 조건을 고려하여 동적 좌굴 하중의 

변화와 그 특성을 살펴보도록 한다. 여기서, 하중의 증가

에 따른 시계열 응답의 주파수 변화 특성을 고속 푸리에 

변환(Fast Fourier Transformation; FFT)을 통하여 분

석하도록 하며, 임계 근방의 민감한 신호에 대해서는 

HHT를 통해서 순시 주파수(Instantaneous Frequency; 

IF)와 순시 에너지(Instantaneous Energy; IE)의 변화

를 관찰하도록 한다. 특히 본 연구에서 적용되는 HHT는 

응답 신호를 IMF로 분해하여 힐베르트 변환한 것으로 

응답 신호가 비선형‧비정상 신호에 매우 유리한 로컬 해

석이다. 

논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서 아치 지배방정식

을 유도하고, 3장에서 시계열 응답과 임계 하중 및 임계 

전후의 주파수 변화를 살펴본다. 4장에서는 임계 근방의 

특성을 다루고, 결론을 5장에서 제시한다.

2. 아치의 지배방정식

얕은 아치의 기초방정식은 에너지 원리를 이용하여 

식 (1)과 같이 유도할 수 있으며, <Fig. 1>과 같은 형상

과 파라미터로 나타난다10).



 





 






 



 



 




∙ 
 



     

 
   

(1)

<Fig. 1> Shallow arch and parameters

아치의 양단은 힌지, 거리  , 원형상  , 변위 

, 하중 이다. 질량은  , 영계수  , 단면적 

 , 단면 이차모멘트 로 일정하다.

무차원화 시스템을 위해 다음과 같은 파라미터를 도

입한다.
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여기서 는 단면 2차 반경이고, 식 (1)에서 로 표현

된 무차원화 시스템은 식 (3)과 같다.
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여기서  ,  , 는 각각 아치의 초기 형상, 변위 및 

하중이고, 각각의 기저는 다음 식과 같다.

    ,   
 



 ,     (4)

는 변형된 형상에서의 경계 조건을 만족하도록 
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     , ″  ″  로 가정하였다. 

따라서 식 (4)를 식 (3)에 대입하여 정리하면 변위 함수

의 계수 에 대한 상태방정식으로 나타난다. 여기서, 

는 크로네커 델타이다.

   
 



 
 
 




   

  ⋯

(5)

위 방정식으로 변위 성분별 아치의 거동을 관찰할 수 

있으며, <Fig. 2>에서 보는 바와 같이 대칭 성분 과 비

대칭 성분 에 대해서 불안정 현상을 다루도록 한다10).

(a) 1st mode (Symmetric)

(b) 2nd mode (Asymmetric)

<Fig. 2> Shallow arch and the modes

식 (5)를 이용해 2차 비대칭 변위 성분까지 고려한 

  의 지배방정식을 구하면 다음과 같다.

 
 


    

 
  


 

   

(6)

이상과 같이 유도된 식 (6)은 가장 낮은 차수의 대칭 

변위와 비대칭 변위 성분으로 구성된 얕은 아치의 지배

방정식이다. 따라서 본 연구에서는 유도된 식을 이용하

여 시계열 변위 응답을 얻도록 한다. 해석 방법으로는  

4차 룽게-쿠타법을 이용하며, 본 연구에서는 감쇠항을 

고려하지 않는다.

3. 비대칭 초기 조건에 관한 동적 좌굴

먼저 아치의 대칭 변위 성분의 동적 좌굴을 살펴본다. 

식 (6)에서 초기치 문제인  
   , 

 
  의 경우는   이다. 따라서 

동적 좌굴은 <Fig. 3>과 같이 에 의해 판단된다. 

<Fig. 3>에서 (a)의 진폭은 의 작은 변화에 (b)와 같이 

커지며, 좌굴 임계임을 판단할 수 있다. 위상 공간의 특

징도 <Fig. 4>와 같이 뚜렷이 구별된다.

<Fig. 3> Time-Displacement responses 

(  ,  )

<Fig. 4> Phase space 

(  ,  )

 3 5 7

 3.25 11.25 28.0

   6.38 12.52 18.09

<Table 1> Dynamic buckling load level 
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<Fig. 5> Dynamic buckling load

이러한 의 변화에 대해서 급격히 변하는 변위 응답

은 형상 에 따라 달라지며, <Fig. 5>에서 보는 바와 같

다. 또한 각각의 값을 <Table 1>에 기술하였고, 그림에

서 보는 바와 같이   에서는 동적 좌굴이 나타나지 

않는다7),8),10).

다음으로 비대칭 초기 조건의 동적 좌굴을 알아보기 

위해 초기치   로 변경하여 해석하였고, 

임계 하중은 <Fig. 6>과 같다.   에서는 그 영향이 

나타나지 않지만   에서는 초기 조건의 영향을 쉽게 

관찰할 수 있다.

<Fig. 6 (b)>의 임계 하중에 대한 특성을 <Fig. 7>에

서 살펴보면 <Fig. 7 (a)>의    응답과는 달

리   의 초기 조건은 비대칭 성분 가 

증가하고, 이어서 이 과도하게 증가하여 구조물이 불

<Fig. 6> Dynamic buckling load 

(  )

<Fig. 7> Time-Displacement responses 

(  ,  )

<Fig. 8> Phase space 

(  ,  )

안정하게 된다<Fig. 7 (b)>. 이는 <Fig. 8>의 위상 공간

에서도 명확하게 구분된다. 이러한 현상은 비대칭 초기 

조건에 따라 나타나는 것으로서 의 작은 간섭이 

을 증가시킨다.

주파수 변화를 관찰하기 위해 <Fig. 3>의 FFT 분해

를 <Fig. 9>에 나타내었다. 그림에서 임계 전의 탁월 주

파수는 임계 후 그 값이 감소였고, 주파수 분포도 다르

게 나타난다. 의 변화는 <Fig. 10>과 같으며, 그림에서 

보는 바와 같이 임계 하중 이후의 주파수 성분의 변화를 

쉽게 관찰할 수 있다.
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<Fig. 9> FFT analysis 

(  ,  )

(a)   

(b)   

<Fig. 10> Dynamic response spectrum 

(  )

<Fig. 11> FFT analysis 

(  ,  )

(a) 

(b) 

<Fig. 12> Dynamic response spectrum 

(  )
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다음으로 비대칭 조건에 대한 동적 특성을 관찰하기 

위해서 아치의 형상    ,   일 때의 

임계 전후 주파수 변화를 <Fig. 11>에 나타내었다. 그림

에서 보는 바와 같이 임계 전후의 주파수 성분 분포가 

달라지는 것을 분명히 알 수 있다. 또한 하중 레벨 에 

따른 변화인 <Fig. 12>의 특성도 명확하게 관찰할 수 있

다. 이 그림에서  , 가 임계 이후 더욱 다양한 주파

수 성분으로 구성되며, 특히 가 임계 이후 다양한 분

포를 보이고 있다.

이상과 같이 임계 전후의 주파수 변화는 명확하게 나

타난다. 그러나 임계 근방에서 나타나는 다양한 진동의 

변화를 설명하기 위해서는 순시 주파수나 순시 에너지

와 같은 로컬 해석을 통한 주기의 변화를 살펴볼 필요가 

있다.

4. 임계경계의 순시 주파수 변화

임계의 경계에서 나타나는 응답은 비대칭 성분의 영

향으로 대칭 성분이 갑자기 증가한다. 이러한 변화를 

   모델의 <Fig. 13>과 <Fig. 14>에서 살펴본다. 각 

그림에서 (a)는 대칭 및 비대칭 변위 성분  , 의 값

이고, (b)는 각각의 성분들을 이용해서 구한 와 

 위치의 변위이다. (b)의 경우 두 성분의 특성을 

하나의 신호로 알아볼 수 있는 장점이 있다.

아치의 형상이   일 때의 해석 결과로 볼 때 

  은 좌굴 현상이 나타나지 않으며 로 인한 

의 큰 변화를 감지할 수 없다. 그러나   의 

결과에서는 뚜렷하게 나타난다. 특히 <Fig. 14 (b)>에서 

나타나는 신호는 두 성분에 의한 증폭된 변위의 특성을 

쉽게 관찰할 수 있다.

이러한 성분의 주파수 변화를 살펴보기 위해서 EMD

를 이용해 IMF를 분해하였으며, 1~5차 IMF는 <Fig. 15>

에서 보는 바와 같다. 각각의 IMF의 특성이 진동 패턴

에 따라 최대치와 진동의 양상이 다르게 나타난다. 특히 

임계점 근처에서 비대칭 변위 성분으로 인한 변위의 큰 

증가는 분해된 IMF에서도 잘 나타나고 있다.

<Fig. 13> Time-Displacement responses 

(  ,  ,  )

<Fig. 14> Time-Displacement responses 

(  ,  ,  )

<Fig. 15> Intrinsic mode functions of 

displacement response at    

(  ,  ,  )



비대칭 초기 조건을 갖는 얕은 아치의 동적 불안정과 순시 주파수 변화

한국공간구조학회지_83

<Fig. 16> Instantaneous frequency 

(  ,  ,  )

<Fig. 17> Instantaneous frequency of 

displacement response at    

(  ,  ,  )

<Fig. 16>과 <Fig. 17>은 각 신호의 HHT 해석을 수

행한 결과이며, 신호마다 순시 주파수(IF)와 순시 에너

지(IE)의 범위 및 최대치에 차이가 있다. 여기서 순시 주

파수는 FFT 해석에서 살펴보았던 주파수 영역인 0~1Hz

의 범위에서 관찰하였고, 순시 에너지는 각 IMF의 순시 

진폭(Instantaneous Amplitude; IA)을 이용하여 계산

하였다.

<Fig. 16>의 경우 (b)에서 보는 바와 같이 의 특성

이 좌굴이 발생하는 시점과 같은 시점에서 최대치를 보

인다. 또한 <Fig. 17>은 위치에 따른 진폭의 변화가 잘 

나타나고 있으며, (a)와 (b)의 진폭 변화가 비대칭 모드

에 의해 반전되고 있는 것을 알 수 있다. 이 결과에 대

해서 의 증가에 따른 순시 주파수와 순시 에너지의 최

대값 max. IE를 <Fig. 18>에 나타내었다. 

  ∼  구간에서 max. IE의 값이 다른 구

간에 비해 크게 나타난다. 이는 임계 전후의 구간과 임

계 근방에서 순시 주파수와 최대 순시 에너지의 패턴이 

달라지는 것을 설명하고 있다. 즉, 임계 근방을 넘어선 

영역에서 좌굴 현상은 하중에 의한 의 성분에 의해 

발생한다.

<Fig. 18> Instantaneous frequency and energy 

in accordance with  

(  ,  ,  )

5. 결론

본 논문은 얕은 아치의 동적 불안정 현상과 임계 하

중 근방의 응답 특성에 관해서 연구하였다. 이를 위해 

대칭 및 비대칭 변위 성분을 고려하여 동적 불안정 현상

을 살펴보았으며, 외력에 따른 응답의 주파수를 분석하

였다. 또한 임계 근방과 전후의 힐베르트 스펙트럼 해석

을 통해 순시 주파수와 에너지를 분석하여 다음과 같은 

결론을 도출하였다.

1) 아치 형상은    이상에서 동적 좌굴 현상이 나

타나며,    이상에서 비대칭 초기 조건에 대한 좌굴

이 나타난다. 임계 좌굴 하중은 형상이 증가함에 따라 증

가하며, 초기 조건에 따라서 좌굴 임계 하중이 달라진다.

2) 상수 하중에 대한 변위 응답에서 임계 이전의 탁

월 주파수는 하중이 높아질수록 낮아지며, 임계점을 지

나면서 다시 증가한다. 특히 임계 레벨을 넘어서면 탁월 

주기는 배로 증가한다.
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3) 임계 레벨 근처에서는 일정한 시간이 지나면 비대

칭 변위 성분으로 인해 대칭 변위 성분이 급격하게 증가

한다. 이는 아치의 와  위치에서 진폭이 달라지

는 것으로 알 수 있으며, 순시 주파수 IF의 변화에서도 

나타난다. 최대 순시 에너지 max. IE 값 또한 급격히 증

가한다. 여기서 순시 에너지는 IMF의 순시 진폭을 이용

해 계산되었다.

이상과 같이 얕은 아치의 거동을 다양한 변환 방법으

로 관찰할 수 있었으며, 고차 모드에 관한 추가 연구가 

필요하다고 판단된다.
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