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LQ 제어로 조단블록이 있는 중근을 실근으로 이동시키는 가중행렬 
결정 방법

박민호
충남도립대학교 전기전자공학과

Methods of Weighting Matrices Determination of Moving Double 
Poles with Jordan Block to Real Poles By LQ Control

Minho Park
Electrical & Electronics Engineering, Chungnam State University

요  약  일반적으로 비선형 시스템은 1차와 2차 시스템의 곱으로 선형화할 수 있기 때문에 시스템은 2차 시스템의 중근,
복소근, 서로 다른 두 실근과 1차 시스템의 근을 극점으로 가진다. 이런 극점의 위치 변경으로 시스템의 안정성과 응답특
성을 개선할 수 있어서 다양한 방법으로 극점을 이동시키는 제어기를 설계한다. 여러 방법 중에서 LQ 제어는 이득여유
와 위상여유의 안정성을 보장한다. 그런데 시행착오 방법으로 가중행렬을 선택하여 원하는 응답특성을 얻기 때문에 극점
의 위치를 임의로 지정하기 어렵다. 이 논문은 조단블록을 가진 다중 중근을 원하는 실근으로 이동시키는 LQ 제어의
가중행렬을 선택하는 방법에 관한 것이다. 대각행렬 형태의 제어가중행렬과 와 의 2개 변수 상태가중행렬을 갖는
해밀토니안 시스템의 특성방정식에서 중근과 가중행렬의 관계식을 유도한다. 그리고 상태가중행렬이 양의 준정부호 행
렬이 될 조건에서 실근으로 이동할 중근의 이동범위를 구하고, 좌표평면에 표현한다. 이 범위에서 극점을 선택하고, 관계
식으로 가중행렬을 계산하는 방법을 제안한다. 그리고 예제를 통해 조단블록을 갖는 4개의 중근을 원하는 서로 다른
실근으로 이동시키는 가중행렬과 제어법칙의 계산과정을 통해 제안한 방법의 유용성을 확인하였다.

Abstract  In general, the stability and response characteristics of the system can be improved by changing
the pole position because a nonlinear system can be linearized by the product of a 1st and 2nd order
system. Therefore, a controller that moves the pole can be designed in various ways. Among the other
methods, LQ control ensures the stability of the system. On the other hand, it is difficult to specify the 
location of the pole arbitrarily because the desired response characteristic is obtained by selecting the
weighting matrix by trial and error. This paper evaluated a method of selecting a weighting matrix of
LQ control that moves multiple double poles with Jordan blocks to real poles. The relational equation 
between the double poles and weighting matrices were derived from the characteristic equation of the 
Hamiltonian system with a diagonal control weighting matrix and a state weighting matrix represented 
by two variables (, ). The Moving-Range was obtained under the condition that the state-weighting
matrix becomes a positive semi-definite matrix. This paper proposes a method of selecting poles in this
range and calculating the weighting matrices by the relational equation. Numerical examples are 
presented to show the usefulness of the proposed method.
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1. 서론

시스템 특성방정식의 해인 극점은 시스템의 안정성과 
응답특성을 정하는 중요한 인자 중의 하나이다. 극점을 
적절히 배치하면 안정성과 응답특성을 확보할 수 있어서 
다양한 극배치 방법으로 제어기를 설계한다. 잘 알려진 
바와 같이 LQ(Linear Quadratic) 제어는 이득여유(½,
∞)와 위상여유(60°이상)의 안정성 보장하는 설계 방법 
중의 하나이다[1,2]. 이 방법은 시스템이 원하는 응답특
성을 가질 때까지 성능지수함수에 포함된 상태변수와 제
어입력에 대한 가중행렬을 조정해야한다. 이와 같이 시행
착오 방법으로 가중행렬을 설정하기 때문에 극점의 위치를 
임의로 지정하기가 어렵다. 해밀토니안(Hamiltonian) 
시스템의 특성방정식으로 이런 어려움을 해결하려는 연
구가 있었다[3~5]. Solheim은 대각행렬 형태의 가중행
렬을 이용하여 근과 가중행렬의 관계식을 유도하고, 제한
적이지만 실근과 중근 그리고 복소근의 극배치 방법을 
제시하였다[3]. Fujinaka는 삼각함수로 표현되는 상태가
중행렬을 이용하여 복소근을 복소근으로 이동하는 방법
을 제시하였다[5]. Solheim과 Fujinaka의 방법을 접목
하여 복소근의 이동범위(Moving-Range)를 구하고 이 
범위 안에 있는 원하는 복소근으로 이동하는 방법을 제
시하였다[6]. 그리고 근의 이동범위를 이용하여 복소근을 
서로 다른 두 실근으로[7], 2차 시스템의 서로 다른 실근
을 복소근[8]으로 이동시켰다. 또한 조단블록을 갖는 2차 
시스템의 중근의 이동방법을 제시하였다[9,10]. 그런데 
이 방법은 3개 이상의 중근과 다중 입력인 경우는 고려
하지 못했다. 삼각함수를 사용하지 않고 2개의 변수로 상
태가중행렬을 표현하고, 대각행렬에서 이동할 근의 위치
를 달리하면 조단블록을 갖는 중근을 반복적으로 이동시
킬 수 있다. 이 방법으로 다중 중근을 각각의 이동범위에 
있는 실근으로 극배치 할 수 있다.

논문 구성은 다음과 같다. 2장에서는 중근을 가진 행
렬의 대각행렬로의 변환, 해밀토니안 방정식, 제어법칙의 
특징을 알아보고, 3장에서는 중근과 가중행렬의 관계와 
실근으로 이동할 중근의 이동범위에 대해서 기술한다. 또
한 4장의 예제에서는 4개의 중근을 가진 시스템에 제안
한 방법을 적용해 보고, 5장에서 결론을 맺는다.

2. LQ 제어와 대각행렬

2.1 LQ 제어

일반적으로 비선형 시스템은 1차와 2차 시스템의 다
양한 조합으로 선형화 가능하다. Eq. (1)은 선형화된 차 
MIMO(Multi Input Multi Output) 시스템의 상태방정
식이다.
    (1)

여기서 는 ×, 는 ×인 시스템 행렬, 는 
×인 상태변수, 는 ×인 제어입력이다.

LQ 제어는 출력이 원하는 목표에 도달하도록 성능지
수함수(Eq. (2))를 최소화 하는 Eq. (3)의 제어기를 설계
하는 것이다.

  




∞

        (2)

   (3)
는 ×인 제어법칙으로 라그랑지(Lagrange) 곱

수()를 갖는 성능지수함수(Eq. (4))로부터 구할 수 있
으면 Eq. (5)와 같다.

 


∞


  (4)

여기서  



 ,

×인 상태가중행렬 는 양의 준정부호행렬(positive 
semi-definite matrix), ×인 제어가중행렬 은 
양의 정부호행렬(positive definite matrix)이다.
  (5)
시스템이 제어가능하면 det   인 는 리카티 

방정식(Eq. (6))의 유일한 해이다.
      (6)
이 방정식은 해밀토니안 시스템(Eq. (7))에서 얻어진

다. 또한 해밀토니안 시스템은 허수축에 대칭인 개의 
근을 가지며[2], 근의 위치는 와 에 의해 결정된다.



 







 


 

 


 




(7)

여기서  이다.

2.2 중근을 갖는 의 대각행렬
차 시스템이 가지는 근을
     ⋯   (8)

이라 하면,     ⋯ 는 2차의 중근, 복소근, 서로 
다른 두 실근 또는 1차 시스템의 근 중 하나가 된다. 시
스템에 따라 의 형태는 다양하지만
   (9)
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의 변환행렬( )에 의해 대각행렬( )이 변환된다. 의 형
태는 근의 종류와 관계가 있으며, 근이 서로 다른 실근이면
     ⋯   (10)

이 된다. 그런데 일부에 중근이 있으면, 중근의 개수와 중
근과 관련된 고유벡터 개수의 차이만큼 조단블록이 생긴
다. 예를 들어 고유벡터가 1개인 중근()이 ≦ 개이면

 











 ⋯    ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
 ⋯    ⋯ 

 ⋯    ⋯ 
 ⋯   ⋱ ⋱ 
 ⋯     

 ⋯     

(11)

이 된다. 더불어 상태방정식(Eq. (1))과 해밀토니안 시스
템(Eq. (7))도 변환행렬에 의해
  

  (12)




 







 




 


 



 




(13)

로 변경된다. 여기서 기호(~)는 대각행렬과 관련된 변수
이며,    ,    , 
 
이다.

2.3 제어법칙
제어가중행렬이 대각행렬이면 제어법칙은 Fig. 1과 

같이 반복적으로 적용할 수 있다. (a)는 시스템 방정식
(Eq. (1))의 블록선도, (b)는 제어법칙을 적용한 것이고, 
신호흐름선도에 따라 정리하면 (c), 이를 간략화하면 (d)
가 된다. 이와 같이 연속적으로 ≦ 번 반복해서 적
용할 수 있으며, 번째의 제어법칙과 리카티 방정식은 
Eq. (14)와 Eq. (15)이다.
  

  (14)

 
  

     (15)
그런데 이 대각행렬이라 최종적으로 구하는 제어법

칙은 Eq. (16)과 같이 번째까지의 합이다.

 




  
  (16)

는 리카티 방정식(Eq. (17))에서 구해진다.

 
  

    (17)

이다. 여기서  




,  




이다.

이와 같이 하나의 제어법칙()이 1차 또는 2차 시스
템의 근을 이동시키면 번 적용하면 시스템의 모든 근을 
원하는 곳으로 이동시킬 수 있다.

 

u





u






u






 

(b)

(c)

(d)



u



 

(a)

iK

iA

i iA BK

1iA 

xx

B

iA

B

B

B

xx

xx

xx

Fig. 1. Step-by-step process of LQ control

3. 중근의 극배치

3.1 중근과 가중행렬의 관계식
Eq. (18)의 제어가중행렬이 양의 정부호행렬이 될 조

건은   이다[11].


 

 ⋯
 

  (18)

그리고 Eq. (19)의 는 제어가능하기 때문에 0인 행 
행렬(row matrix)을 가질 수 없다. 즉 의 번째 행은 






    ≠이다[12].

 











 

  ⋯
 

 
 

  ⋯
 

 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
 

 ⋯
 

 
 

  ⋯
 

 

(19)

그리고 를 표현하면
 
 













 

  ⋯  
 

    ⋱    
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
 

  ⋯
 

 
 

  ⋯  
 

(20)
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이다. 여기서  



 
 ,   




 
 이다.

그런데  라서 는 대칭행렬이다. 그리고 

  과 




   ≠에 의해

   ,     (21)
이며, 또한
 

  
 
 ≧  (22)

이다. 의 번째와 번째 행이 선형종속이거나 
단일 입력인 경우는 Eq. (22)는 0이 된다.

조단블록을 갖는 개의 중근 중에서 과 에 위
치한 중근()을 이동시킬 상태가중행렬과 이동할 폐루
프 근을 Eq. (23)과  (≠, ≠)으로 각각 
가정한다.

 











 ⋯   
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
 ⋯   

 ⋯   
 

 ⋯   
 

(23)

그러면 근( )이 해밀토니안 시스템(Eq. (13))의 특
성방정식을 해가 되려면 Eq. (24)를 충족해한다.

 
    

     
    

 
   

         

(24)

Eq. (25)이면 이 식은 성립한다. 즉 는 대칭행렬이
어야 한다.
 

 (25)

그러면 의 요소를 변수로 하는 비선형 연립이차방
정식이 유도되고, Eq. (26)이면 유도된 방정식은 선형 연
립일차방정식이 된다.
 

  
 
 (26)

제한조건인 Eq. (25)와 Eq. (26)을 만족하는 의 
요소를 Eq. (27)로 설정하면 미지수와 방정식의 개수와 
같아진다.
   

     

   


(27)

고로 이 연립일차방정식에서 중근과 가중행렬의 관계
식(, )이 구해진다.


 









 







(28)

여기서   ,    ,

  ,      ,

  
     ,

   
  

   ,   
   

 
 

이다. 

 

 ±   (29)

여기서      ,
   ,    
이다. 한편 을 로 정리하면

   
  


  

 (30)
으로 ≠, ≠의 조건에 의해 ≠이다.

3.2 중근의 이동범위

이동할 실근(, )은  ≦ ,  ≦ 이면서 가 

양의 준정부호행렬이 되도록 의 행렬식 값과 피봇
(pivot)은 0 이상이 되게해야 한다. Eq. (27)에 의해 

   이 된다, 그리고 피봇인  가 0이면 
가 0 행렬(zero matrix)이 되기 때문에   여야 
한다. 그런데 Eq. (21)과 산술-기하 평균 부등식으로부터 
Eq. (28)의 분모는  ≧ ,  ≧ 이며, 

  

 ,   
 (31)

에서 분모가 0으로 최소가 되지만 이것은 Eq. (29)를 충
족시키지 못하므로   ,   이 된다. 고로 
   될 조건은 Eq. (32)이다.

  ,    (32)
이 결과를 바탕으로 과 를 축으로 하는 좌표평면

에 표시한 것이 Fig. 2이다. Fig. 2의 (a)는   ≦ 과 
 ≦ 인 영역, (b)는   인 영역, (c)는 
   영역, (d)는 3개의 공통부분으로 중근의 이
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동범위(Moving-Range)이다.

(a) range

1 axisr

2  axisr

1 axisr

2  axisr

(b) range

2 2 2
1 2 2 dr r  

(a)  ≦  ,  ≦  (b)   

1 axisr

2  axisr

(c) range

2
1 2 dr r  

2
1 2 dr r 

2
1 2 dr r  

2
1 2 dr r 

Moving-Range

1 axisr

2  axisr

(d) range

2
1 2 dr r 

2
1 2 dr r  

2
1 2 dr r  

2 2 2
1 2 2 dr r  

2
1 2 dr r 

(c)    (d) 중근의 이동범위

Fig. 2. Moving-Range of a double poles

4. 적용 방법의 적용 예

제안한 방법을 적용하기 위해 고유벡터가 하나인 4개
의 중근()을 가진 단일 입력 시스템을 다음과 같이 가
정한다.













   
   
   
   

,  















(33)
 

한번에 2개의 중근을 이동하는 방식으로 2번 적용한
다. 먼저 단일 입력이라 은   로 설정한다. 그
리고 1 단계(  )에서 중근이 대각행렬의 과 가 

되도록 변환행렬로 을 _로 변환한다.

_ 










   
   
   
   

(34)

Fig. 3은 이동할 두 실근 과 를  축으로 한 좌표
평면에 그린 근의 이동범위이다. 이 범위에서
_  , _   (35)

를 원하는 근으로 선택하여 식에 대입하면 과 은 
다음과 같이 2개씩 구해진다.

_  , _   (36)

_  , _   (37)

2  axisr

1  ax isr

Closed-loop Pole

2 2
1 2 2r r 

1 2 1r r 

Moving Range

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Fig. 3. Select a closed-loop poles in the Moving-Range

또한 MATLAB의 LQR 함수를 이용하면 첫 번째 제어
법칙 이 다음과 같이 구해진다.

       (38)

2 단계(  )에서도 를 대각행렬

_ 










   
   
   
   

(39)

로 변환하고, 근의 이동범위에서 근을
_  , _   (40)

으로 택하면 , , 는 다음과 같이 계산된다.

_  , _   (41)

_  , _   (42)

       (43)

그리하여 최종적으로 구하는 제어법칙은 각 단계에서 
구한 제어법칙의 합으로 표현된다.
 
     

(44)

이 제어법칙 를 Eq. (34)의 시스템에 적용하면 Fig. 
4처럼 중근은 선택한 실근으로 이동한다.
       (45)



LQ 제어로 조단블록이 있는 중근을 실근으로 이동시키는 가중행렬 결정 방법
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Fig. 4. Move system poles to closed-loop poles

5. 결론

본 논문은 한 쌍의 중근을 실근으로 이동시키는 기존 
논문의 한계점을 개선하기 위하여 3개 이상의 다중 중근
의 이동과 다중 입력의 측면에서 새로이 제안하였다.

조단블록을 갖는 다중 중근의 이동과 가중행렬의 상관
관계는 해밀토니안 시스템의 특성방정식으로부터 와 
 식으로 유도하고, 좌표에 그려진 중근이 이동할 실근
의 이동범위는 상태가중행렬이 양의 준정부호행렬이 될 
조건에서 얻어진다. 이 범위에서 근을 선택하고 식에 대
입하여 가중행렬을 계산한다. 이를 반복함으로써 모든 중
근을 원하는 근으로 이동시키는 LQ제어의 가중행렬을 
구하는 방법을 제시하였다.

조단블록을 갖는 4개의 중근을 근의 이동범위에 있는 
실근으로 이동시키는 가중행렬과 제어법칙을 구하는 예
제를 통해 한 쌍의 중근만 이동시킨 기존 논문의 한계점 
개선과 제안한 방법의 적용 가능성을 확인하였다.

다중 중근을 복소근으로 이동하는 방법에 대해서는 이 
논문에서 다루지 못했다. 이 문제는 추후 연구가 필요할 
것 같다.
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