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랜덤 심볼에 기반한 정보이론적 학습법의 스텝 사이즈 정규화 

Step-size Normalization of Information Theoretic Learning Methods 
based on Random Symbols

김 남 용*

Namyong Kim

요    약

랜덤 심볼열을 기반으로 한 정보이론적 학습법 (ITL)은 특정 확률분포를 갖도록 랜덤하게 발생시킨 심볼열을 타겟 데이터로 활용

하고, 입력 데이터 사이의 확률분포 거리 최소화를 비용함수로 하여 설계된다. 이 방식의 단점으로, 고정상수를 알고리듬 갱신의 스

텝사이즈로 사용하므로 입력 전력의 통계적 추이를 활용할 수 없다. 정보포텐셜 출력(information potential output, IPO)와 연관된 기울
기에서는 정보포텐셜 입력(information potential input, IPI)이, 정보포텐셜 오차(information potential error, IPE)와 관련된 기울기에서는 

입력자체가 입력으로 작용함을 이 연구에서 밝혀내고, 입력의 전력 추이를 따로 계산하여 스텝사이즈 (step size)를 정규화하도록 제

안하였다. 제안된 알고리듬은 충격성잡음과 다중경로 페이딩 환경의 통신시스템 실험에서 기존 방식보다 약 4dB 정도 더 낮은 정상
상태 오차 전력, 약 2배 이상 빠른 수렴속도를 나타냈다.

☞ 주제어 : 분포거리, 랜덤심볼, 입력 전력 정규화, 스텝사이즈,정보포텐셜,충격성 잡음.

ABSTRACT

Information theoretic learning (ITL) methods based on random symbols (RS) use a set of random symbols generated according to 

a target distribution and are designed nonparametrically to minimize the cost function of the Euclidian distance between the target 

distribution and the input distribution. One drawback of the learning method is that it can not utilize the input power statistics by 

employing a constant stepsize for updating the algorithm. In this paper, it is revealed that firstly, information potential input (IPI) plays 

a role of input in the cost function-derivative related with information potential output (IPO) and secondly, input itself does in the 

derivative related with information potential error (IPE). Based on these observations, it is proposed to normalize the step-size with the 

statistically varying power of the two different inputs, IPI and input itself. The proposed algorithm in an communication environment of 

impulsive noise and multipath fading shows that the performance of mean squared error (MSE) is lower by 4dB, and convergence 

speed is 2 times faster than the conventional methods without step-size normalization. 

☞ keyword : Distribution distance, random symbol, step-size, information potential, Impulsive noise.

1. 서   론

통신 채널상에 발생하는 왜곡과 잡음을 극복할 적응신

호처리 기술은 설정된 성능기준을 바탕으로 최적 가중치

를 찾아가도록 설계된다[1]. 가장 보편적인 성능기준인 

MSE (mean squared error)가 충격성 잡음에 대해 취약한 

반면 샘플간 거리를 변수로 가우시안 커널에 적용하여 

충격성 잡음의 영향을 무력화시키는 ITL (information 

theoretic learning) 기술이 연구되고 있다[2][3][4]. 
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ITL 학습법은 르나이 (Reny)의 정보 엔트로피 (entropy)

에 파잔 (Parzan)의 커널분포 추정법 (kernel density 

estimation)을 도입하여, 정보포텐셜 (information potential, 

IP) 개념으로 설계되었다 [5][6][7]. 

송신된 훈련 심볼열 (training sequence)는 알 수 없으

나, 수신단이 송신심볼의 확률분포 정보를 보유한 상태

라면, 동일 확률분포의 심볼 샘플을 무작위로 발생시켜

서 정보 복원 방식에 활용 할 수 있다. 이에 착안하여, 랜

덤 심볼열과 수신단 신호처리기의 출력 샘플들 사이에 

분포 유사성을 극대화하도록 설계된 랜덤발생 심볼 기반

의 분포거리 (distribution-distance) 최소화 알고리듬이 제

안되었다 [8]. 랜덤 샘플을 발생해 활용하는 것은, 수식화

가 어려운 그 어떤 송신 심볼의 확률분포에 대해서도 랜

덤샘플로 발생시켜 활용 가능하다는 장점이 있으며, 많
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은 공학응용분야에서 확률분포 수식 모델링 대신 그 확

률분포에 부합하는 랜덤 샘플들을 발생 시켜 활용하고 

있다 [9][10].

논문 [8]의 분포거리 최소화 알고리듬은 두가지 확률

분포, 즉, 출력샘플들이 가지는 확률분포 )(yfY 와 랜덤

생성 심볼열이 확률분포 )(dfD 사이의 유클리드 거리 

(Euclidian distance, ED) = dxxfxfED YD
2)]()([ - 를 최

소화하며 이 논문에서는 편의상 MED-RS (minimum ED 

with random symbols) 알고리듬이라 부르기로 한다. 한편, 

MED-RS와 동일한 성능을 지니면서 계산량을 크게 줄인 

recursive MED-RS (RMED-RS)가 제안되었다 [11].

그러나 타깃에 대한 확률분포 수식화가 불가능 한 경

우에 사용가능한 이 방식은 수식화에 기반한 알고리듬보

다 수렴성능이 떨어진다. 이 논문은 논문 [8]과 [11]의 

MED-RS 에 대해 스텝 사이즈를 정규화하여 향상된 수렴

성능을 입증하고자 한다. 최근, 확률분포를 델타함수 집

합(a set of delta functions)으로 수식화하고 비용함수 ED

를 적용한 논문 [12]에서, 출력샘플간 엔트로피 함수에 

엔트로피로 통제된 입력 (Entropy-governing input)의 전력 

추이를 스텝 사이즈에 정규화하는 방식을 제안하였다. 

이 접근방식을 활용하여, 본 논문에서는, 송신단 심볼들

이 수학적으로 규명될 수 없는 확률분포를 가지는 조건

에서도 적응신호처리가 가능한 MED-RS 알고리듬에 스

텝사이즈 정규화를 적용한다.     

2. MSE 기준 및 관련 알고리듬 

적응신호처리기가 TDL (tapped delay line) 이며 다중

경로채널을 = i
i zhzH -)( 으로 표현할 때, 기저대역 통

신시스템은 그림 1과 같이 표현될 수 있다. 시간 k에서 

송신단의 M개의 심볼점 ( MSSS ,...,, 21 ) 중 하나인 송신

심볼 ka 가 전송된다고 가정한다.  입력신호 kX kx ,[=
T

Lkk xx ],..., 11 +−− 는 필터 가중치  kW
T

kLkk www ],...,,[ ,1,1,0 −=

를 통과하여 출력신호 k
T
kky XW= 를 만든다. 훈련열을 

사용하는 경우, 오차신호 kkk yae −= 를 활용하여 가중치

를 갱신하며 2
ke 의 통계적 평균을 취한 MSE를 대부분 성

능기준으로 한다.  

현실적 구현을 위해 오차 순시전력의 기울기와 스텝

사이즈 LMSμ 를 도입한 LMS (least mean square) 알고리듬

은 다음과 같다 [1].   
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LMSμ 가 반비례하도록 (3)과 같이 정의하면 가중치 흔들

림 (weight perturbation, 
2

1+ kk WW - )을 최소화 할 수 있

어서 실시간 적응시스템에 보다 효과적임이 밝혀졌다 

[13][14]. 
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한편, 훈련열 없이 송신단 심볼의 통계적 정보와 출력

만 활용하는 blind learning 알고리듬인 CMA(constant 

modulus algorithm)는 송신심볼 통계적 정보 /][ 4
2 kaER =

][ 2
kaE 와 출력전력의 차이인 2

2
, Rye kkCME -= 를 오차로 

하고 MSE 성능기준 ][
2

,kCMEeE 에 적용하여 설계되었

다 [15]. 

 

(그림 1) 기저대역 통신시스템 모델 

(Figure 1) Baseband communication system model.

3. 랜덤심볼을 사용하는 분포거리  알고리듬

커널밀도 추정법 (kernel density estimation)은 N 개의 

샘플{ }Ni yyyy ,...,,...,, 21 이 있다고 할 때, 커널 사이즈 σ
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의 가우시안 커널 ]
2

)(exp[
2
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σπσσ
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yyG

−−=− 을 

각 샘플값에 위치시키고 평균하여 확률밀도를 추정한다

[7]. 현재시간 k 에서 버퍼에 저장된 N 개의 출력샘플들

{ }11,...,, +−− Nkkk yyy 로 구한 확률분포함수는 다음과 같다. 
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블라인드 알고리듬인 MED-RS는 송신 심볼 확률분포 

정보를 활용하여, 이 분포에 맞도록 수신단에서 랜덤 생

성 심볼들을 사용한다. 균등한 발생확률로 무작위 발생

하는 송신단 M 개의 심볼점 S=( Mm SSSS ,...,,...,, 21 )에 대

해 수신단에서는 샘플집합 D={ }Ndddd ,...,,, 321 이 S에 균

등한 발생확률을 갖도록 발생시킨다. 즉,


+−==

−++−=
N

MNi
M

MN

i
D SdG

MN
SdG

MN
df

1

/

1
1 )(

/
1...)(

/
1)( σσ  

(5)

이제, 두 확률분포에 대한 유사성을 유클리드 분포거

리로 정의하면  

= dxxfxfED YD
2)]()([ -               (6)

식(4)와 (5)에 의해 식 (6)은 다음과 같아진다.  
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한편, (5)에 의해 식 (7)의 첫 항은 다음과 같다.
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정보포텐셜 개념에서는 가우시안 커널이 마치 두 입자 

사이의 상호작용(interaction)을 일으키는 포텐셜 장(potential 

field)를 만들고 있는 것으로 해석하므로,  
=

−
N

j
mj SdG

1
2 )(σ

는 m 번째 입자 mS 에 가해지는 힘들의 합에 해당되고, 

식(8)은 jd 와 mS  샘플들을 짝 지울 때, 모든 짝에 가해

지는 상호 힘의 작용을 모은 전체 포텐셜 에너지으로서 

정보포텐셜(information potential)이 된다 [5]. 

식 (7)의 둘째, 세 째 항은 수신 시스템에서 통제할 수 

있는 변수이므로 채택하여 통제가능 유클리드 분포거리

로 하고 최소화 과정을 시행한다. 또한 반복적 (recursive) 

계산법을 도입하여 계산량을 획기적으로 줄여 분포거리

를 유도하는 방법이 개발되었다 [11].   

식 (7)의 둘째 항과 셋째 항을 시간 k 에 대해 다음과 

같이 정의하면,
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kA 와 kB 는 다음과 같이 반복적 계산에 의해 구해질 

수 있다 (초기값은 0으로 한다).
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4. 정보포텐셜 입력의 전력 추이를 이용한 

스텝사이즈 정규화  

반복적 기울기 계산에 의한 RMED-RS 알고리듬의 가

중치 계산과정을 정리하면 다음과 같다[11]. 
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입력의 상호 거리  )( ji XX − 를  ji ,X 로, 출력 샘플간 

상호거리  )( ij yy − 를 ijy , 로, 랜덤심볼과 출력샘플간 상

호거리, 또는 랜덤심볼 오차 거리 ij yd − 를 ije , 라고 정

의하면, 새로 정의된 변수 ji ,X , ijy , 와 ije , 는 각 각 정보 

포텐셜에 작용하는 입력변수, 정보 포텐셜에 작용하는 

출력변수, 그리고 정보 포텐셜을 관장하는 오차변수로 

볼 수 있다. 

한편, 식(5)가 랜덤 발생된 심볼열에 기반하여 표현된 

확률분포인 반면, 고정된 M 개의 송신 심볼 집합

{ MDDD ,...,, 21 }의 확률분포를 델타함수 집합으로 수식화

한 논문 [12]에서는 )(dfD 가 )([1)( 1D D
M

f -αδα +=

)](...)( 2 MDD -- αδαδ +++ 로 표현된다. 여기서 고정 

심볼값 mD 과 출력 iy 의 거리를 오차거리 )( im yD − 으

로 정의하고 있어서, 이 논문에서 정의하고 있는 랜덤심

볼 오차 거리 ije , = ij yd − 와는 완전히 다른 값이 된다. 

(14)와 (15)을 다시 쓰면,
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
+−=

+−−
k

Nkj
iNkyN 1
,122

1
σ 1,,12 )( +−+−⋅ NkiiNkyG Xσ

1,122
1

++−− kNkyN σ 1,11,12 )( +−+++−⋅ NkkkNkyG Xσ       (16)

 
=

+++
+ ⋅−−

∂
∂=

∂
∂ N

j
kkjkj

kk eGe
N

BB

1
11,21,22

1 )([1 X
WW σσ

])( 11,21, +−+−+− ⋅+ NkNkjNkj eGe Xσ                 (17)

식(15)에서 )( ,2, ikik yGy σ⋅ 는 정보 포텐셜에 작용하는 

출력 iky , 의 함수이므로 정보포텐셜 출력 (IPO)는 
IPO
ijy , 정

의하기로 한다. 

)( ,2,, ikik
IPO
ij yGyy σ⋅=              (18) 

마찬가지로 정보포텐셜 오차(IPE) 
IPE
ije , 는  

)( ,2,, ijij
IPE
ij eGee σ⋅=                (19)

식(18)과 (19)를 사용하여 반복적 기울기 추정식 (16)

와 (17)에 대입하여 정리하면 (초기 기울기 00 =
∂
∂
W
A

, 00 =
∂
∂
W
B

),


+−=

++
+ +

∂
∂=

∂
∂ k

Nkj
ki

IPO
ik

kk y
N

AA

1
1,,122

1 1 X
WW σ

       
+−=

+−+−−
k

Nkj
Nki

IPO
iNkyN 1

1,,122
1 X
σ

       1,11,122
1

+−+++−− Nkk
IPO

kNkyN
X

σ
              (20)

][1
11,

1
11,22

1
+−+−

=
++

+ +−−
∂
∂=

∂
∂  Nk

IPE
Nkj

N

j
k

IPE
kj

kk ee
N

BB XX
WW σ  (21)

기울기 (20)에서는 입력거리에 의해 정의된 정보포텐

셜 입력 (IPI) ji ,X 가 정보포텐셜 출력 
IPO
ijy , 와 곱해지고, 

기울기 (21)에서는 입력 자체 iX 가 정보포텐셜 오차 
IPE
ije , 와 곱해지는 형태로 구성되어있음을 알 수 있다. 

LMS 알고리듬의 식(2)와 비교할 때, 밀접한 유사성을 발

견할 수 있다. 정보포텐셜 출력 
IPO
ijy , 가 소속된 기울기 

W∂
∂ kA 에서는 정보포텐셜 입력 ji ,X 이, 정보포텐셜 오차 

IPE
ije , 가 소속된 기울기 

W∂
∂ kB 에서는 iX 가 입력으로서 관

여하므로 이 ji ,X , iX 의 통계적 추이를 스텝사이즈 정규

화에 활용할 수 있다.    

여기서 식(20)과 (21)을, 식(2)의 기울기 kk
k e
e X
W

2
2

−=
∂
∂

와 비교하면, LMS 알고리듬의 기울기에서 오차가 입력
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에 의해 곱해진 상태여서 오차와 입력이 직교 관계일 때 

기울기가 0 되는 최적 가중치로 접근했다고 볼 수 있다. 

한편, 이 절에서는 입력 전력의 추이를 고려하여 가중

치 흔들림 (weight perturbation)을 최소화하도록 설계된 

식(3)의 NLMS (normalized LMS)처럼 입력전력의 추이를 

스텝사이즈의 정규화에 반영한 Normalized RMED-RS 

(NRMED-RS) 알고리듬을 제안한다. 식(20)의 기울기는 

정보포텐셜 출력과 정보포텐셜 입력이 곱해진 상태로, 

(21)도 정보포텐셜 오차와 입력이 곱해진 상태이므로 기

울기 성분중 (21)에는 정보포텐셜 입력의 전력 추이를, 

(21)에는 입력신호의 전력 추이를 반영할 필요가 있다. 

즉, 식(14)에서 Aμ 에는 정보포텐셜 입력전력 =jiN

2

,
1 X

 
+−= +−=

k

Nki

k

Nkj
jixN 1 1

2
,

1
으로, Bμ 에는 

+−=

=
k

Nki
ik x

NN 1

22 11 X 으로 

나눈 새로운 시변 스텝사이즈를 채용한다. 

WW
WW

∂
∂−

∂
∂−=+

k
B

k
Akk

BA μμ1            (22) 

 
+−= +−=

=
k

Nki

k

Nkj
jiA x

N 1 1

2
,

1μμ             (23) 


+−=

=
k

Nki
iB x

N 1

21μμ                 (24) 

한편, 입력 전력이 스텝 사이즈에 분모로 들어가므로 

불안정성을 일으킬 수 있다. 전력을 평균하는 
+−=

k

NkiN 1

1

만으로 충격성 잡음의 영향을 막기 어렵다고 판단되어 

현 입력전력과 이전 산출전력에 배분인자 α )10( << α
로 적절한 배분으로 다음 산출 전력을 얻도록 한다 (초기 

1)0()0( == BA PowerPower ).

)1()1()(
1

2
,

+−=

−+−⋅=
k

Nkj
jkAA xkPowerkPower αα  (25)

2)1()1()( kBB xkPowerkPower αα −+−⋅=        (26)

)(kPowerAA μμ =                  (27) 

)(kPowerBB μμ =                  (28) 

이 논문에서 제안한 NRMED-RS 알고리듬을 정리하면 

식(20), (21), (22)과 (27), (28)으로 요약될 수 있다. 

5. 결과 및 토론 

그림 1의 기저대역 통신 시스템에서 송신 심볼은 독립

적이며 동일 발생 확률을 가지는 4개 ( 4=M )의 값 (-3, 

-1, 1, 3)이며, 무작위 선택되어 전송된다. 전송되는 심볼

을 모르는 상태로 수신단은 랜덤 심볼들( 32=N )을 발생

시켜 사용한다. 다중경로 채널은 
1-

1 93.026.0)( zzH +=
2-26.0 z+ 을 사용하였다 [16]. 잡음 kn 는 식(30)과 같은 

확률밀도분포 함수 )( knf 를 가지며, 포아송 발생율 03.0=ε , 

분산 502 =INσ 을 가지는 충격 잡음(impulses)과 분산 

001.02 =GNσ 의 영평균 배경백색잡음이 합해진 형태로 

만들어진다 [2]. 수신단 신호처리기의 가중치는 11=L

로, CMA와 LMS의 000001.0=CMAμ , 0002.0=LMSμ 를 

사용하였다. 기존의 RMED-RS [11]과 제안한 NRMED-RS

에 5.0=σ , 007.0=μ , 9.0=α 를 사용하였다. 성능 비

교는 (그림 3)에서 MSE의 수렴성능을, (그림 4)에 오차확

률분포를 나타냈다.     
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 (그림 2) 충격성 잡음의 예. 

 (Figure 2) An example of impulsive noise.
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(Figure 3) MSE learning curves for )(1 zH
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 (그림 4) 채널모델 )(1 zH 의 오차 확률분포 

 (Figure 4) Error distribution for )(1 zH
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(그림 5) 채널모델 )(2 zH 에 대한 MSE 수렴성능 

(Figure 5) MSE learning curves for )(2 zH

대표적인 블라인드 알고리듬인 CMA는 충격성 잡음

하에서 채널 왜곡을 보상하지 못하고 있다. 대표적인 

supervised 알고리듬인 LMS 조차도 -7dB 이하로 수렴하

지 못하고 있다. 그러나 RMED-RS 와 이 논문에서 제안

한 NRMED-RS는 현격한 성능 향상을 보이고 있다. 

RMED-RS는 -20 dB까지 내려갔으며 NRMED-RS는 이 보

다 약 4dB 정도 더 내려간 정상상태 오차 전력을 보이고 

있다. 뿐 만 아니라 수렴속도에서도 약 2배 이상 빠르다. 

(그림 4)에서 CMA의 오차 샘플들은 전혀 0에 집결하지 

못하며 수렴을 보인 LMS 조차 관찰 영역에서 0에 집결

한다고 볼 수 없는 상태이다. 그러나 RMED-RS 와 

NRMED-RS는 0을 기준으로 종모양의 분포형태를 나타

내 오차 샘플들이 -0.2 와 0.2 사이에 대체로 집결하고 있

다. 특히, NRMED-RS 알고리듬은 대부분 오차 샘플들이 

-0.1 과 0.1 사이에 집결하고 있다. 

한편, 그림 3은 정상상태 MSE가 약 -24dB이며 논문

[12]의 결과에서는 -26dB이다. 본 논문은 수식화가 불가능

한 상황을 랜덤 발생 심볼열로 극복한 알고리듬에 기반하

였지만, 논문[12]는 수학적 모델로 설계된 알고리듬에 스

텝 사이즈를 정규화하였다는 것에 성능 차이가 있다. 

제안한 알고리듬이 가지는 오차전력 수렴속도가 채널 

특징에 따라 어떤 영향을 받는지 분석하기 위해 더 열악

한 2-1-
2 304.0903.0304.0)( zzzH ++= 에 대해 동일

한 실험을 시행하였고 그 수렴 결과를 (그림 5)에 나타냈

다. 수렴속도는 다소 느린 특징을 보였으나 제안한 방식

인 NMED-RS는 성능면에서 여전히 두 배 이상 빠른 수

렴과 더 낮은 정상상태 MSE를 나타냈다.  

 
6. 결  론 

이 논문에서는 두 가지 서로 다른 기울기로 표현되는 

RMED-RS 알고리듬에서 정보포텐셜 출력과 정보포텐셜 

오차의 기울기에 각각 다른 입력이 관여함을 밝히고 전

력 추이를 따로 계산하여 스텝사이즈를 정규화하였다. 

이렇게 제안된 스텝사이즈 정규화에 의해 학습능력이 현

저하게 향상된 것으로 실험결과에서 나타남에 따라, 정

보포텐셜 입력의 전력 추이를 고려하여 스텝사이즈 정규

화를 설계하고 이를 정보이론적 학습법에 기반한 가중치 

갱신 알고리듬에 적용할 경우, 충격성 잡음하의 통신 환

경이나, 특정 확률분포에 랜덤 샘플들을 발생 시켜 활용

하는 신호처리 시스템에서 탁월한 성능향상을 기대할 수 

있다고 판단된다. 
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