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도수밀도(Frequency density)의 수학적 연결성과 지도방안

김소민1)

본 연구는 싱가포르 교과서와 영국의 중등 졸업 자격시험 항목에서 도수밀도(frequency density)라
는 개념을 발견하면서 시작되었다. 도수밀도의 수학적 의미를 파악하기 위해 도수밀도 개념의 수학적
연결성을 수학 내적 연결성과 수학 외적 연결성 측면에서 고찰하고, 이에 관한 지도 방안을 소개하고
자 하였다. 수학 내적 연결성 측면에서는 고등학교 연속확률분포 단원의 연속확률변수와 확률밀도함수
와의 연계성을 탐구하였고, 수학 외적 연결성 측면에서는 중학교 과학 교과의 밀도 개념과의 연계성을
탐구하였다. 연구 결과, 수학적 연결성을 바탕으로 도수밀도 개념의 도입 필요성을 제시했다. 도수밀도
의 도입과 지도 방안에 대해서는 싱가포르의 중등 2학년 수학 교과서를 소개하였다. 싱가포르 교과서
에서는 비균등 구간의 자료를 히스토그램으로 올바르게 표현하고 정확하게 해석하기 위한 방법으로 도
수밀도를 도입하고 있다. 따라서 우리나라도 도수밀도를 도입함으로써 확률밀도함수와 상대도수밀도,
그리고 도수밀도 사이의 수학 내적 연결성을 강조하여 일관성 있게 지도하고, 도수밀도의 과학 교과와
의 외적 연결성을 고려하며, 도수밀도 도입 방법으로 싱가포르의 지도 방안을 고려해 볼 수 있겠다.

주요용어 : 밀도, 도수밀도, 상대도수밀도, 확률밀도함수, 통계교육, 싱가포르 수학 교과서

Ⅰ. 서론

수학과 교육과정이나 수학 교과서에 대한 국제 비교 연구를 시행할 때, 연구 대상에 자주 포함되는
국가가 있다면 그것은 바로 싱가포르이다. PISA 또는 TIMSS 등의 국제 학업 성취도 평가의 수학 과
목에서 인지적 영역과 정의적 영역 모두 상위권에 머무른다는 점(김소민, 2019)에서 싱가포르의 수학
과 교육과정이나 수학 교과서는 흥미로운 연구 대상이 아닐 수 없다. 그 중 본 연구자는 싱가포르의
중학교 수학 교과서의 통계 영역에서 우리나라에서는 다루지 않는 “도수밀도(frequency density)”라는

새로운 개념을 발견하였다. 도수밀도란계급의 크기
도수

로 나타내는 비(ratio)를 말하는데, 우리나라 중

학교 2학년에 해당하는 싱가포르의 중등 2학년 수학 교과서의 자료 분석 단원의 소단원 히스토그램에
서 처음 도입되는 개념이다(Keung, 2017). 또한 이 도수밀도는 영국의 10-11학년 학생들이 의무교육
말에 치르는 성취도 평가 개념의 국가자격시험인 General Certificate of Secondary Education(GCSE)
의 통계 영역 시험 내용에도 포함되어 있는 것(Office of Qualifications and Examinations Regulation,
2016)으로 보아 영국에서도 수학 수업시간에 다루는 개념으로 보인다. 우리나라 2015 개정 수학과 교
육과정에 도수밀도라는 용어는 제시되어 있지 않으며, 수학 교과서에서도 다루지 않는다. 따라서 본
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연구에서는 우리에게는 생소한 이 도수밀도가 어떠한 수학적 의미가 있는지 살펴보고자 한다. 도수밀
도가 무엇이고, 어떤 상황과 맥락에서 사용되는 개념인지, 다른 수학적 내용과 혹은 타교과의 내용과
어떻게 연계되어 있는지 알아보기 위해, 수학적 연결성 관점에서 분석하였다.

Ⅱ. 수학적 연결성(Mathematical connection)

1. 수학 내적 연결성과 수학 외적 연결성

수학적 연결성(mathematical connection)은 일반적으로 수학에 관한 내용이나 개념들이 서로 간에
수학적 지식의 계층 사이에서 내적으로 연결되어 있는 수학 내적 연결성과 타 학문의 내용과 수학과
의 외적 연결 또는 외부인 현실 세계의 상황 및 맥락과 수학이 외적으로 연결되어 있는 수학 외적 연
결성으로 구분할 수 있다.
수학 학습에 있어서의 수학적 연결성의 중요성은 미국 수학교사협의회인 National Council of

Teachers of Mathematics [NCTM]의 여러 출판물들(1989, 2000)에서 제시되어 왔다. 먼저 1989년에
NCTM이 발표한 Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics에서는 4가지 규준인
문제해결(problem solving), 의사소통(communication), 추론(reasoning), 수학적 연결성(mathematical
connection) 중에서 수학적 연결성을 통해, 학교수학에서의 중요한 목표는 수학 교과 내 연결, 수학과
타 교과와의 연결, 수학과 일상생활과의 연결이라고 주장하였다(양성현, 이환철, 2012). 각 학년의 수
학적 연결성 규준의 목표를 살펴보면 다음과 같이 크게 두 가지로 요약 할 수 있다.
첫째, 수학 내 다른 개념과 내용들 사이의 관계를 인식하고, 다양한 표상을 서로 관련지을 수 있으

며, 수학을 통합된 전체로 볼 수 있어야 한다.
둘째, 다른 교과의 교육과정 영역이나 일상생활에서 수학을 사용할 수 있고, 타 학문 분야의 문제를

해결하기 위해 수학적 사고와 모델을 적용 할 수 있어야 한다(NCTM, 1989).
따라서 각 학년에서 수학 내적 연결성과 수학 외적 연결성 모두를 중시하며, 학생들에게 수학적 연

결성을 경험할 수 있는 기회를 제공하는 것이 중요하다는 것을 강조하고 있음을 알 수 있다.
NCTM(2000)의 Principles and Standards for School Mathematics에서도 5가지의 과정규준인 문제

해결(problem solving), 추론과 증명(reasoning and proof), 의사소통(communication), 연결성
(connections), 표현(representation) 중에서 연결성을 통해 수학 학습에서의 수학적 연결성의 중요성을
언급하였다. NCTM(2000)에서 제시한 연결성 규준은 다음과 같다.
첫째, 수학적 아이디어 사이의 연결성을 인식하고 활용할 수 있다.
둘째, 수학적 아이디어들이 어떻게 상호 연결되고 서로를 기반으로 구축되어 일관성 있는 전체를

만들어내는지 이해할 수 있다.
셋째, 수학 이외의 문맥에서 수학을 인식하고 적용할 수 있다(p. 64).
NCTM(2000)에 따르면, 학생들은 수학적 주제 또는 내용 간의 풍부한 상호작용 속에서, 수학을 다

른 교과에 관련짓는 맥락에서, 그리고 그들 자신의 흥미와 경험 안에서 수학적 연결성을 이해할 수
있다. 이렇게 학생들이 수학적 사고 또는 아이디어를 연결할 수 있을 때, 그들의 이해는 더 깊어지고
더 오래 지속되며, 수학의 유용성에 대해서도 배울 수 있다(p. 64). 이처럼 수학적 연결성은 학생들의
수학 학습에 있어서 중요한 목표이자 수학에 대한 깊은 이해를 도와주는 수단이 되기도 한다.
그렇다면 우리나라 수학과 교육과정에서 수학적 연결성은 어떻게 나타나 있는지 살펴보자. 2015 개
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정 수학과 교육과정의 목적은 학생들이 학습한 수학이 고등 수학뿐만 아니라 타교과 학습의 기초가
되며, 더 나아가 창의적인 융합 역량을 갖춘 인재로 성장할 수 있는 기반을 제공하는 것이다(교육부,
2015, p. 3). 이를 위해 학생들은 수학의 지식과 기능의 습득 이외에 문제 해결, 추론, 창의 융합, 의사
소통, 정보 처리, 태도 및 실천이라는 6가지 수학 교과 역량을 길러야 한다. 이 중에서 창의 융합 역
량은 “수학의 지식과 기능을 토대로 새롭고 의미 있는 아이디어를 다양하고 풍부하게 산출하고 정교
화하며, 여러 수학적 지식, 기능, 경험을 연결하거나 타 교과나 실생활의 지식, 기능, 경험을 수학과 연
결 융합하여 새로운 지식, 기능, 경험을 생성하고 문제를 해결하는 능력”(교육부, 2015, p. 4)을 말하는
데, 이는 바로 수학 내적 그리고 외적 연결성과 연계된다. 따라서 수학적 연결성은 학생들이 반드시
길러야하는 필수 역량과 밀접한 관계가 있다는 것을 알 수 있다.
다음 장에서는 도수밀도 개념을 수학적 연결성 측면에서 수학 내적 연결성과 수학 외적 연결성으로

나누어 분석하여 수학 내용 학습에 대한 시사점을 찾아보고자 한다.

Ⅲ. 도수밀도(Frequency density)의 수학적 연결성

1. 도수밀도의 수학 내적 연결성

확률적 모델링은 수학적 확률과 통계적 확률을 기본으로 한 확률밀도함수를 이용하여 각종 현상에
대한 최적의 모델을 착상하고 새로운 관점과 시선으로 자연현상과 실세계 또는 가상공간의 자료를 분
석하여 이해하고자 하는 노력의 한 일환으로 통계학의 핵심 내용이다. 그러나 연속확률변수, 확률밀도
함수, 정규분포 등의 중요한 개념을 포함한 고등학교 확률과 통계 영역의 확률분포 단원은 학생들(박
영희, 2002; 윤용식, 이광상, 2019; 황석근, 윤정호, 2011) 뿐만 아니라 예비 수학교사들도 어려워하며,
제대로 이해하지 못하고 오개념을 가지고 있는 경우가 있다(윤용식, 이광상, 2019; 최지선, 윤용식, 황
혜정, 2014; 허남구, 강향임, 2015). 이러한 개념 이해의 어려움을 극복하기 위해 연속확률변수와 확률
밀도 함수의 도입 방법 또는 지도 방안 개선을 위한 연구들이 많은데(박영희, 2002; 이영하, 남주현,
2005; 황석근, 윤정호, 2011; 허남구, 2019), 이 연구들을 바탕으로 연속확률분포 또는 확률밀도함수의
도입 방법을 다음과 같이 크게 3가지로 정리할 수 있다. 상대도수 히스토그램의 점근적인 의미로 도
입하기, 밀도곡선을 이용해 도입하기, 마지막으로 상대도수밀도(밀도도수) 히스토그램을 이용해 도입
하기다.
여기서 우리는 도수밀도와 상당히 비슷한 개념을 발견할 수 있는데, 바로 상대도수밀도(relative

frequency density)이다. 상대도수밀도 또는 밀도도수라고도 부르는 이 개념은계급의 크기
상대도수

로 나타

내며, 도수밀도와 다르게 계급의 크기로 도수(frequency) 대신 상대도수(relative frequency)를 나눈 것
이다. 김응환과 이석훈(2015)의 ‘통계와 확률교육’을 살펴보면, 상대도수밀도를 이용해 확률밀도함수를
도입하는 절차는 다음과 같다([그림 Ⅲ-1]).
첫째, 연속형 자료를 도수분포표로 작성하고, 각 계급의 도수, 상대도수, 그리고 상대도수밀도를 구

한다. 둘째, 상대도수밀도를 축으로 하는 히스토그램인 상대도수밀도 히스토그램으로 확률분포를 나
타낸다. 셋째, 자료의 관찰도수를 충분히 증가시키고 히스토그램의 계급의 폭을 아주 잘게 쪼개면, 상
대도수밀도 히스토그램을 근사적으로 이상화시킨 부드러운 곡선의 형태가 나타나며, 이는 확률밀도함
수의 그래프로 표현된다.
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[그림 Ⅲ-1] 히스토그램을 추상화한 모델링(김응환, 이석훈, 2015, p. 131)

상대도수밀도를 이용한 확률밀도함수의 도입이 가지는 수학적 의미는 상대도수밀도 히스토그램의
축이 상대도수가 아닌 상대도수밀도이므로 히스토그램에서 직사각형의 면적은 다음과 같이 상대도
수가 된다는 것이다.

직사각형의 면적  상대도수밀도 높이 ×계급의 크기 밑변   상대도수 확률 

이 때, 상대도수는 곧 확률이 되며 상대도수밀도 히스토그램에서 직사각형 면적의 전체 합은 1이
된다. 계급의 폭이 한없이 작아지면 계급의 크기가 0으로 수렴하고, 직사각형 모양은 매끄러운 곡선의
형태가 된다. 이 곡선 아래의 면적은 여전히 1이며 이 곡선을 나타내는 함수가 확률밀도함수이다. 따
라서 상대도수밀도는 확률밀도함수 또는 연속확률분포 개념과 강한 수학 내적 연결성을 지닌다. 이를
이용해 확률밀도함수를 도입한다면,

연속확률변수의 확률밀도함수가 현실적인 히스토그램을 근사적으로 추상화한 모델로부터 탄
생하였기에, 확률밀도함수로부터 확률을 구하려면  값에 대한  값의 대응으로 확률을 얻
는 것이 아니라,  값의 구간에 대한 적분을 통하여 곡선 아래의 면적을 구하는 것이 확률
을 구하는 자연스런 방법임을 깨닫게 된다. 그리고 상대도수의 합이 1이므로 확률밀도함수
곡선의 아래 면적의 합이 1이 되어야 함의 이유를 알 수가 있다. (김응환, 이석훈, 2015,
p.132)

수학과 교육과정이나 수학 교과서에서 상대도수밀도라는 용어를 사용하지는 않지만 상대도수밀도
히스토그램을 이용한 확률밀도함수 또는 연속확률분포의 도입은 실제 2015 개정 교육과정을 반영한
교과서에도 확인할 수 있다(허남구, 2019). 그러나 중학교에서 히스토그램을 배우고 고등학교에서 확
률밀도함수를 배우기 전까지 두 개념을 이어줄 중간단계가 없으며, 따라서 이영하와 남주현(2005)은
확률밀도함수 또는 연속확률분포를 배우기 위한 준비과정으로 히스토그램을 다룰 때 상대도수밀도 히
스토그램도 가르쳐야 한다고 주장한다.
원래 상대도수는 표준화를 통하여 두 그룹을 비교하는데 사용된다. 그런데 한 그룹의 상대도수밀도
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를 보는 것은 확률밀도함수를 유도하기 위한 전 단계로써 확률밀도함수의 아래 면적의 합이 1이 됨을
설명하기 위함이다. 따라서 확률밀도함수를 도입하기 위한 용도 이외에 상대도수밀도를 왜 배워야하
는지, 어디에 쓰이는지, 학생들이 이해하도록 그 필요성을 제시하기는 쉽지 않다. 이에 본 연구자는

도수밀도 계급의 크기
도수

또한 확률밀도함수의 도입에 중요한 개념이 될 수 있으며, 도수에서 상대

도수밀도로 생각과 관점을 확장하기 위한 전 단계로써 도수밀도의 도입이 필요하다고 생각한다.
이제 도수밀도의 도입이 필요한 경우에 대해 살펴보자. 우리는 지금까지 항상 계급 구간이 균등하

게 나눠진 도수분포표를 바탕으로 히스토그램을 그려왔다. 하지만 실생활 중심의 통계 내용을 중시하
는 최근 통계교육 흐름에 따라 계산하기 쉬운 인위적인 자료를 벗어나면 다양한 자료를 접할 수 있는
데, 이 때 계급의 범위가 매우 넓어 균등 구간(등구간)으로 나타내기엔 무리인 자료가 많이 있다. 예
를 들어 한국의 주식시장에 상장된 회사의 종목이 2000여종이 있다. 이들 주식의 한 주당 가격을 균
등 구간으로 나눌 때 도수분포표를 만들어 축에 놓을 경우, 500원부터 100만원까지 계급 구간도 매
우 많아야 하고, 가격 차이가 많이 날 수 있기 때문에 하나의 히스토그램 안에 표현하기에는 균등한
계급 구간이 적절하지 않을 수 있다. 이러한 자료는 각 계급의 크기가 다른 비균등 구간(이구간)의 히
스토그램으로 표현하면 편리하다. 그렇다면 그다음으로 우리는 이 비균등 구간의 히스토그램을 어떻
게 해석해야 할까?
다음과 같은 예를 생각해 볼 수 있다. <표 Ⅲ-1>은 학생 30명의 등교 소요 시간에 대한 도수분포

표이다. 이를 히스토그램으로 나타낸 [그림 Ⅲ-2]에서 볼 수 있듯이 도수가 0인 60분 이상 70분 미만
구간을 옆의 70분 이상 80분 미만 구간과 합쳐 하나의 넓은 구간으로 잡으면 그 넓은 구간의 도수가
다른 작은 구간인 50분 이상 60분 미만 구간의 도수보다 높아진다. 만약 이런 경우 일반적인 히스토
그램을 해석하듯 비균등 구간의 히스토그램을 해석한다면 계급의 크기는 고려하지 않고 넓은 구간의
도수가 높다고 해석하게 되거나 정보의 누락으로 인해 자료를 왜곡해 해석할 가능성이 있다.

등교 소요 시간 도수
20분 미만 4

20이상 35분 미만 9
35분 이상 50분 미만 6
50분 이상 60분 미만 5
60분 이상 70분 미만 0
70분 이상 80분 미만 6

<표 Ⅲ-1> 등교 소요 시간의 도수분포표

이 때, <표 Ⅲ-2>에서처럼 도수밀도 계급의 크기
도수

를 구하여 [그림 Ⅲ-3]과 같이 도수밀도를

축으로 하는 도수밀도 히스토그램을 그려 보면  축의 값이 구간당 도수를 나타내므로 자료 해석에
있어서 오류를 피할 수 있다.
일반적인 히스토그램은 균등구간이므로 비교할 때 직사각형의 높이로 비교 가능했는데, 비균등 구

간의 히스토그램인 경우는 계급의 폭이 다르기 때문에 높이만으로 직접 비교가 어렵다. 즉, 계급의 구
간이 다를 때에, 일반 히스토그램에서는 직사각형의 높이가 의미가 없고, 도수밀도 히스토그램을 사용
할 경우에는 도수에 대한 비인 도수밀도가 그 자료의 맥락을 잘 설명하게 됨을 학생들이 느낄 수 있
게 된다. 이와 같은 이유에서 확률밀도함수를 도입하기 위한 도구인 상대도수밀도를 배우기 전, 도수
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밀도를 먼저 도입하는 것이 자연스럽다고 할 수 있다.

[그림 Ⅲ-2] 비균등 구간 히스토그램

등교 소요 시간 도수 계급의 크기 도수밀도
20분 미만 4 20 0.2

20이상 35분 미만 9 15 0.6
35분 이상 50분 미만 6 15 0.4
50분 이상 60분 미만 5 10 0.5
60분 이상 80분 미만 6 20 0.3

<표 Ⅲ-2> 도수밀도를 포함한 등교 소요 시간의 도수분포표

[그림 Ⅲ-3] 도수밀도 히스토그램

앞서 언급한 바와 같이, 도수밀도와 유사한 용어인 상대도수밀도는 몇몇 고등학교 수학 교과서에서
확률밀도함수를 도입하기 위해 상대도수밀도를 이용한 히스토그램을 통해 제시한다. 하지만 이 경우
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에도 상대도수밀도를 용어로 정의한 후 사용하지 않고 축이계급의 크기
상대도수

인 히스토그램을 제시한

다. 상대도수밀도에 관한 선행 연구는 크게 두 가지로 나뉘는데, 연속확률분포 또는 확률밀도함수를
도입하는 방법으로써 상대도수밀도 히스토그램을 제시하는 연구(김원경, 문소영, 변지영, 2006; 황석근,
윤정호, 2011; 허남구, 2019)와 중학교 통계 단원에서 상대도수밀도 히스토그램 도입을 제안하는 연구
다(이영하, 남주현, 2005; 이영하, 최지안, 2008). 그러나 도수밀도는 우리나라에서 다루지 않는 개념이
기 때문인지 도수밀도와 관련된 선행 연구는 찾을 수 없었다.

2. 도수밀도의 수학 외적 연결성

수학 내적 연결성 측면에서 확률밀도함수, 그리고 상대도수밀도와 밀접한 연계성을 가지는 도수밀
도의 구체적인 도입 시기에 대해서 생각해보자. 상대도수밀도의 도입을 주장하는 연구의 경우, 상대도
수밀도의 도입 시기는 히스토그램과 상대도수를 다루는 중학교 시기가 적절하다고 제안한다(이영하,
남주현, 2005). 그렇다면 상대도수밀도 이전에 도입하는 것이 자연스러운 도수밀도 역시 히스토그램을
지도할 때 같이 지도하는 것이 적절할까?
본 연구는 도수밀도 도입 시기에 있어서 타 교과와의 수학 외적 연결성에 주목했다. 도수밀도라는

용어는 도수(frequency)와 밀도(density)의 합성어이다. 우리나라 2015 개정 수학과 교육과정에 의하면
도수라는 용어는 중학교 1학년 확률과 통계 영역의 자료의 정리와 해석 단원에서 히스토그램, 상대도
수와 함께 배운다. 그렇다면 밀도는 언제 배울까?
2015 개정 과학과 교육과정에 의하면 밀도라는 용어는 중학교 2학년 물질의 특성 단원에서 배운다

(교육부, 2015). 밀도(density)란 어떤 물질의 질량을 부피로 나눈 값, 즉 단위부피당 질량으로 물질의
특성을 나타내는 양이며, 다음과 같은 식으로 나타낸다.

밀도 부피
질량

두 물질이 부피가 같은 경우 밀도가 큰 물질일수록 질량이 큰데, 예를 들면 은보다 밀도가 큰 금은
같은 부피의 은보다 질량이 크다. 따라서 학생들은 실험을 통해 일상적인 생활에서의 다양한 물질의
밀도를 구해보고, 물질마다 고유한 밀도를 갖는다는 속성을 배우며, 물질을 구별하기 위해 밀도를 사
용하는 법을 익히게 된다.
또한 밀도는 어떤 물질에 대한 두 측정치인 질량과 부피 사이의 비라고 할 수 있다. 과학 이외의

일상생활에서 밀도라는 용어의 사용을 흔히 볼 수 있는데, 인구밀도(population density)가 그 예이다.
인구밀도는 단위면적당 인구의 조밀한 상태 정도를 말해주는 지표로써 면적과 인구수 사이의 비라고
할 수 있다. 이처럼 질량과 부피 사이의 관계가 아닌 면적과 인구수 사이의 관계에 밀도라는 용어를
사용하는 것은 두 측정치 사이의 비라는 측면에서 비롯된 것으로 보인다([그림 Ⅲ-4]). 따라서 도수밀
도의 경우도 도수와 계급의 크기 사이의 비 또는 히스토그램의 직사각형의 폭과 높이(도수) 사이의
비라는 측면에서 단위계급당 도수로 과학의 밀도 용어와 수학 외적 연결성을 고려해 볼 수 있다.
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[그림 Ⅲ-4] 밀도의 차이

과학 교과에서 배운 밀도라는 개념은 자료를 비균등 구간 히스토그램으로 나타낼 때 정확한 표현과
해석을 하려면 어떻게 해야 하는가에 대한 아이디어를 얻게 해준다. 계급 구간이 동일하지 않는 경우
는 단순한 도수의 크기로는 비교할 수 없다. 이때, 서로를 비교하기 위해서 과학 시간에 물질을 구별
할 때 사용한 질량과 부피의 비로써의 밀도를 상기시키면서 수치적 자료에서도 밀도를 생각해보고 어
떻게 밀도를 구할 것인지 구상해보는 경험을 하도록 한다. 이를 통해 학생들에게 확장된 밀도의 개념
인 도수밀도라는 비를 도입하고, 단위계급당 도수로 나타내므로 비균등 구간이어도 일관적인 해석이
가능함을 배움으로써, 도수밀도라는 새로운 용어의 필요성을 느끼게 된다. 즉, 도수밀도의 도입은 수
치적 자료를 처리하고 분석하는 경우에도 직사각형 막대에 비의 개념을 사용하여 비교를 할 수 있도
록 새로운 안목과 아이디어를 제공하는 것이다.
과학에서의 밀도 개념과 도수밀도 개념의 연계된 학습에서의 주의할 점은 밀도에 대한 학생들의 오

개념 발생이다. 학생들이 처음 밀도를 배울 때 밀도에 대한 다양한 오개념을 가지거나, 다른 관련 개
념과 혼동을 일으킬 수 있기 때문에(곽상원, 최병순, 2012), 밀도를 처음 배우는 시기 보다는 밀도에
대한 충분한 학습을 한 후에 도수밀도와 연계하는 것이 바람직해 보인다.
마지막으로 앞서 살펴본 도수밀도의 확률밀도함수, 상대도수밀도와의 수학 내적 연결성과 과학의

밀도와의 수학 외적 연결성을 정리해보면 다음과 같은 [그림 Ⅲ-5]로 요약할 수 있다.

[그림 Ⅲ-5] 도수밀도의 수학적 연결성 개념도
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Ⅳ. 도수밀도(Frequency density)의 지도 방안

지금까지 우리에게 생소했던 도수밀도라는 개념을 수학 내적 연결성과 수학 외적 연결성으로 구분
하여 탐구하며 도수밀도의 도입 필요성을 제안했다. 본 장에서는 이를 지도하기 위한 방법으로 싱가
포르의 수학 교과서에 제시된 도수밀도 개념의 도입을 소개하고자 한다.
2020년부터 시행되는 싱가포르의 새로운 수학과 교육과정이 최근 공표되었다(Curriculum Planning

and Development Division, 2019). 본 연구에서 참고한 싱가포르 수학 교과서는 2013년부터 시행된 기
존의 수학과 교육과정을 반영한 교과서이나, 히스토그램 내용이 포함된 Statistics and Probability 영
역의 단원명의 변화(Data analysis에서 Data handling and analysis로 변화) 이외에 기존의 교육과정
과 새로 개정된 교육과정 사이에 내용적 차이가 없어, 연구 자료로 참고하기에 무리가 없다고 판단하
였다.
싱가포르의 중등 2학년 수학 교과서 Discovering Mathematics 2B에서의 도수밀도는 Data analysis

단원의 소단원 Histogram의 Class activity를 통해 소개되는데, 이는 다음 [그림 Ⅳ-1]에서 확인할 수
있다(Keung, 2017, p. 91-92). 이 교과서 내용을 번역해 설명하면 다음과 같다.
이 수업 활동의 목적은 비균등 구간의 히스토그램을 구성하는 것으로, 먼저 학생 40명의 과제를 완

성하는데 걸리는 시간 자료를 균등 구간의 도수분포표로 제시하고 이를 히스토그램A로 나타냈다. 이
때 학생 Siming이 히스토그램A에서 60-70 계급 구간과 80-90 계급 구간에 직사각형 막대가 없어 두
개의 빈 공간이 남는 것을 보고 마지막 4개 구간을 합쳐 새로운 히스토그램B를 그렸다.
그 다음 각 계급에 대한 직사각형의 넓이가 계급의 도수에 정비례한다는 것을 상기시키면서 다음과

같은 2개의 질문을 제시한다.
첫째, 히스토그램B를 관찰했을 때,    ≤  계급의 도수는 얼마인가?
둘째, 이 히스토그램은 이전 페이지의 도수분포표에 제시된 자료를 정확하게 반영했는가? 이 히스

토그램은 무엇이 잘못되었다고 생각하는가?
모든 계급의 폭(너비)이 같을 때 히스토그램을 구성하기 쉬운 이유는 각 계급에 대한 직사각형의

높이가 그에 대응하는 도수에 정비례하기 때문이라고 설명한다. 그러나 자료 값이 더 넓은 구간 폭에
걸쳐 퍼져있을 때, 각 계급에 대한 직사각형의 넓이 또한 그에 대응하는 도수를 적절하게 반영해야
한다고 설명한다.
계급의 폭들이 균등하지 않을 때, 각 직사각형의 높이를 다음 비를 이용해 계산하는 방법을 제시하

며 도수밀도를 도입한다.

높이  계급의 크기 
도수 

이 비(ratio)계급의 크기 
도수 

를 frequency density(도수밀도)라고 부른다.

그 다음 각 계급의 도수밀도를 계산하기 위해서 학생 Ali가 만든 표를 제시하며 특정 계급의 도수
밀도를 구하는 문제를 제시하고, 표를 이용해 축이 도수밀도인 새로운 히스토그램C를 구성하도록 한
다. 히스토그램C가 비균등 계급을 가진 히스토그램의 하나의 예임을 언급하면서 활동은 마무리된다.
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[그림 Ⅳ-1] 싱가포르 중등 2학년 수학 교과서에 제시된 도수밀도(Keung, 2017, p. 91-92)

위에서 살펴본 바와 같이, 싱가포르 교과서에서는 히스토그램의 직사각형 막대의 넓이가 대응되는
계급의 도수에 정비례하는 것을 배우는데, 비균등 구간의 히스토그램에서도 이러한 성질의 일관성을
유지하기 위해 도수밀도를 도입한 것으로 보인다.
우리나라의 교과서에서도 히스토그램의 면적에 대한 언급을 찾을 수 있었는데, 천재교육 교과서에

서 다음 [그림 Ⅳ-2]와 같이 제시하고 있다. 따라서 우리나라에서도 싱가포르 교과서의 도수밀도 도입
방법을 시도해 보는 것도 고려해 볼 만 하다.

[그림 Ⅳ-2] 중1 수학 교과서의 히스토그램과 관련된 넓이 내용(천재교육, 2017, p. 252)
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Ⅴ. 결론

우리에겐 생소한 도수밀도라는 개념을 싱가포르 교과서와 영국의 중등 졸업 자격시험 항목에서 발
견하면서 이 연구가 시작되었다. 본 연구를 통해 도수밀도의 수학적 연결성을 탐구하여 이 개념이 어
떤 수학적 의미가 있는지 파악하고, 이를 도입할 지도 방안을 소개하고자 하였다.
도수밀도의 수학적 연결성을 수학 내적 연결성과 수학 외적 연결성으로 나누어 살펴본 결과, 먼저

수학 내적으로는 연속확률분포 단원의 연속확률변수, 확률밀도함수, 상대도수밀도와 연결되어 있었다.
도수밀도는 도수를 계급의 크기로 나눈 값이기 때문에 상대도수를 계급의 크기로 나눈 상대도수밀도
와 밀접한 관련이 있다. 상대도수밀도를 이용한 상대도수밀도 히스토그램의 추상화 모델로부터 확률
밀도함수가 탄생한 만큼, 도수밀도 또한 궁극적으로 확률밀도함수 개념의 도입에 징검다리 역할을 한
다는 것을 알 수 있다. 또한 넓은 구간에 걸쳐 자료가 펼쳐져 있어, 균등 구간으로 나타내기에는 너무
많은 계급의 개수가 필요한 상황이나 맥락의 경우, 비균등 구간의 히스토그램으로 자료를 나타내는데,
이를 바르게 표현하고 해석하기 위해서 도수밀도가 필요함을 제시함으로써 상대도수밀도 보다 도수밀
도의 도입이 선행되는 것이 더 자연스러운 것임을 알 수 있었다.
수학 외적으로는 과학 교과의 밀도 개념이 두 측정치인 질량과 부피 사이의 비라는 측면에서 도수

와 계급의 크기 사이의 비인 도수밀도와 밀접한 관련이 있다는 것을 발견할 수 있었다. 도수밀도라는
생소한 용어의 도입 시, 도수밀도가 도수와 밀도의 합성어인 만큼, 과학 교과에서 배운 밀도라는 개념
은 비균등 구간의 자료를 히스토그램으로 나타낼 때 정확한 표현과 해석을 하려면 어떻게 해야 하는
가에 대한 아이디어를 얻게 해준다. 따라서 수학 내적으로는 히스토그램에서 도수밀도, 도수밀도에서
상대도수밀도, 상대도수밀도에서 확률밀도함수까지 일관성 있게 연계되는 개념 학습을 위해 도수밀도
의 도입이 필요하며, 수학 외적으로는 과학의 밀도 개념과의 연계를 통해 도수밀도 개념의 도입을 고
려해야 한다.
도수밀도의 도입 방법으로는 싱가포르의 중등 2학년 수학 교과서에 제시된 지도 내용을 소개하였

다. 싱가포르 교과서에서는 균등 구간 히스토그램의 직사각형 면적이 각 대응하는 계급의 도수에 정
비례한다는 성질을 이용하여 비균등 구간 히스토그램에서도 이 성질이 성립하도록 하기 위해서는 도
수밀도의 도입이 필요함을 보였다. 우리나라 교과서에서도 히스토그램의 직사각형의 면적과 계급의
도수 사이의 정비례관계에 대해 언급하고 있어, 싱가포르 교과서의 지도 방안을 도입하는 것도 가능
해 보인다.
본 연구를 진행하면서 예비교사들 역시 도수밀도에 대한 인식이 전무하다는 것을 알 수 있었다. 확

률밀도함수와 함께 상대도수밀도 또는 상대도수밀도 히스토그램을 배웠음에도, 이와 상당히 유사한
도수밀도가 무엇일지 유추하지 못했다. 학생들에게 연속확률변수, 확률밀도함수 등과 같은 개념을 가
르쳐야 하는 예비 수학교사의 전문성 향상을 위해서도 확률밀도함수의 이해에 필수적인 상대도수밀도
의 전 단계인 도수밀도 개념에 대한 교육이 필요해 보인다. 따라서 본 연구는 도수밀도라는 개념을
소개하고, 도수밀도의 수학 내적, 외적 연결성을 탐구함으로써 도수밀도 도입의 필요성을 논한 논문으
로써 의미가 있다.
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Mathematical Connection and Teaching Methods of Frequency
Density

Kim, Somin1)

Abstract

This study began with the discovery of the concept of frequency density in Singapore
textbooks and in a set of subject contents of the UK's General Certificate of Secondary
Education. To understand the mathematical meaning of frequency density, the
mathematical connection of frequency density was considered in terms of mathematics
internal connections and mathematics external connections. In addition, the teaching
method of frequency density was introduced. In terms of mathematical internal
connections, the connections among the probability density function, relative frequency
density, and frequency density in high school statistics were examined. Regarding
mathematical external connections, the connection with the density concept in middle
school science was analyzed. Based on the mathematical connection, the study suggested
the need to introduce the frequency density concept. For the teaching method of
frequency density, the Singapore secondary mathematics textbook was introduced. The
Singapore textbook introduces frequency density to correctly represent and accurately
interpret data in histograms with unequal class intervals. Therefore, by introducing
frequency density, Korea can consistently teach probability density function, relative
frequency density, and frequency density, emphasizing the mathematical internal
connections among them and considering the external connections with the science
subject. Furthermore, as a teaching method of frequency density, we can consider the
method provided in the Singapore textbook.

Key Words : Density, Frequency density, Relative frequency density, Probability density
function, Statistics education, Singapore mathematics textbook
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