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Krylov 행렬을 이용한 대칭 1차원 5-이웃 CA의 합성 
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요 약

1차원 3-이웃 셀룰라 오토마타(Cellular Automata, 이하 CA) 기반의 의사난수 생성기는 시스템의 성능을 

평가하기 위한 테스트 패턴 생성과 암호 시스템의 키수열 생성기 등에 많이 응용되고 있다. 본 논문에서는 더 

복잡하고 혼돈스러운 수열을 생성할 수 있는 CA기반의 키 수열 생성기를 설계하기 위해 각 셀의 상태전이에 

영향을 주는 이웃을 5개로 확장한 1차원 대칭 5-이웃 CA에 대해 연구한다. 특히 대칭 5-이웃 CA를 합성하기 

위해 Krylov 행렬을 이용하는 대수적인 방법과 Cho et al.의 알고리즘을 기반으로 한 1차원 셀 대칭 5-이웃 

CA 합성 알고리즘을 제안한다.

ABSTRACT

One-dimensional 3-neighborhood Cellular Automata (CA)-based pseudo-random number generators are widely applied 

in generating test patterns to evaluate system performance and generating key sequence generators in cryptographic 

systems. In this paper, in order to design a CA-based key sequence generator that can generate more complex and 

confusing sequences, we study a one-dimensional symmetric 5-neighborhood CA that expands to five neighbors 

affecting the state transition of each cell. 

In particular, we propose an -cell one-dimensional symmetric 5-neighborhood CA synthesis algorithm using the 

algebraic method that uses the Krylov matrix and the one-dimensional 90/150 CA synthesis algorithm proposed by Cho 

et al. [6].
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Ⅰ. 서론

1차원 3-이웃 셀룰러 오토마타(CA)는 그 구조가 간

단하면서 작은 단위로 확장 연결이 용이하고, LFSR보

다 랜덤성이 우수하여 우수한 의사난수열 생성기로 알

려져 있고 오류정정부호, 테스트 패턴 생성, 암호시스

템의 키 수열 생성기 등과 같은 여러 분야에 광범위하

게 응용되고 있다[1]. 특히 1차원 3-이웃 90/150 CA는 
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수십 년간 많은 연구자들이 연구하고 있는 분야이다

[2,3]. 주어진 특성다항식에 대응하는 90/150 CA의 합

성 방법이 연구되었고, 또한 그 행동이 수학적 이론을 

바탕으로 분석되었다[4-7]. 최근 최대 길이 CA는 이미

지 암호 시스템에 적용되면서 우수한 PRNG임이 입증

되었다[8]. 본 논문에서는 90/150 CA의 확장으로 한 셀

이 다음 상태로 전이되는데 영향을 주는 이웃 셀의 개

수를 5개로 증가시킨 1차원 5-이웃 선형 CA를 모델링

하고 그에 따른 성질들을 분석하고자 한다. 5 이상의 

이웃 2차원 CA의 응용분야가 있지만 하드웨어 복잡도

가 커진다는 단점이 있다. CA 셀의 인접 반경의 크기

에 따라 난수성과 확산 특성이 증가할 수 있다. CA의 

확산성이 좋을수록 스트림 암호를 빠르게 초기화할 수 

있다[9,10]. 본 논문에서는 높은 확산성을 가지면서 랜

덤성이 우수한 의사난수열을 생성할 수 있는 5-이웃 

CA를 연구한다. 특성다항식 가 원시다항식일 때 

Cho et. al [6]의 알고리즘을 이용하여 대응하는 3-이

웃 90/150 CA를 구한 후, 에 대응하는 5-이웃 

CA를 대수적인 방법을 이용하여 효율적으로 찾는 방

법을 제안한다.

Ⅱ. 배경 지식 및 기존 연구

1980년대 초 Wolfram은 셀이라는 기본 단위 메모리

의 배열로 이루어진 1차원 3-이웃 선형 CA를 제안하

였다. 배열된 각 셀의 상태는 주어진 CA의 전이규칙에 

따라서 이웃하는 두 셀과 자기 자신의 상태에 의존하

여 이산시간이 경과 함에 따라 다음 상태로 전이된다. 

개의 셀로 이루어진 CA의 모든 셀에 적용된 전이규

칙이 90 또는 150인 경우 이러한 CA를 90/150 CA라

고 한다. -셀 3-이웃 90/150 CA의 상태전이행렬 

는 식 (1)처럼 표현할 수 있다. 

 









   ⋯ 

   ⋯ 

   ⋯ 
⋮⋮⋮⋱⋮
   ⋯ 

                        (1)

이때 상태전이행렬 는 주대각성분을 이용하여 

  ⋯  로 간단히 나타낸다. 여기서 CA의 

번째 셀에 적용되는 규칙이 90이면   , 규칙이 150

이면  이다. 의 특성다항식  은  

 ⊕  이다. 여기서 은 차 단위행렬이다. 

 가 원시다항식일 때 에 대응하는 CA는 최대

주기수열을 생성한다. 

차 기약다항식 에 대하여 가 의 

인수가 되는 의 최솟값이  일 때 를 원시

다항식(primitive polynomial)이라고 한다. 예를 들어 

  은 원시다항식이다. 표 1은 이 논문에서 사

용하는 전이규칙 90과 150의 부울식이다.  

표 1. 전이규칙 90과 150의 부울식
Table 1. Boolean expressions of transition rule 90 and 

150

Rule No. Boolean Expression

90 
 

 ⊕


150 
 

 ⊕
⊕



5-이웃 CA의 번째 셀의 상태전이함수는 식 (2)와 

같다. 


  

 
 


 

               (2)

여기서 
는 시간 에서의 번째 셀의 현재 상태, 


는 시간 에서의 번째 셀의 다음 상태, 는 

번째 셀의 조합 논리이다.   

 식 (3)은 대칭형 1차원 5-이웃 CA의 부울식이다.


 

 ⊕
 ⊕

⊕
 ⊕

          (3)

여기서 ∈이다.

-셀 5-이웃 CA의 상태전이행렬 은 식 (4)처럼 

표현할 수 있다. 

 









     ⋯   

     ⋯   

     ⋯   
⋮⋮⋮⋮⋮⋱⋮ ⋮ ⋮
     ⋯   

     ⋯   

            (4)
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이때 상태전이행렬 은 주대각성분을 이용하여 

  ⋯  로 간단히 나타낸다[10]. 

1차원 -셀 대칭 5-이웃 CA의 상태전이행렬이 

    ⋯  일 때 의 특성다항식을 ∇

이라 하면 식 (5)와 같은 식이 성립한다.

∇   , ∇  ∇ ,

∇  ∇∇∇ ,

∇  ∇∇∇∇     (5)

단 ∇   이다. 

정리 1은 1차원 -셀 대칭 5-이웃 CA를 분석하기 

위해 필요한 특성다항식을 구하는 점화식이다[10]. 

<정리 1> 1차원 -셀 대칭 5-이웃 CA의 상태전이

행렬이     ⋯  일 때 의 특성다항식

을 ∇이라 하면 식 (6)과 같은 점화식이 성립한다.

∇ ∇∇ ∇
       ∇ ≥  .                    (6)

단 ∇∇∇ ∇   이다.  

Maiti et al. [11]은 1차원 -셀 5-이웃 CA의 특성

다항식 ∇이 주어졌을 때 다항식 나눗셈 알고리즘을 

이용하여 ∇∇∇이 주어졌다는 전제하에 

1차원 -셀 대칭 5-이웃 CA를 구하는 알고리즘을 제

안하였다. Maiti et al. 의 이런 방법은 이전 특성다항

식들을 사용해야 하는 비효율적인 방법이므로 이 논문

에서는 Krylov 행렬을 이용하는 대수적인 방법과 [6]에

서 제안된 1차원 90/150 CA의 합성 알고리즘을 이용

하여 1차원 -셀 대칭 5-이웃 CA를 구하는 효율적인 

방법을 제안하고자 한다.

Ⅲ. 5-이웃 CA를 구하는 방법

정사각행렬 에 대하여    를 만족하

는 가역행렬 가 존재할 때 는 와 닮음(similar) 

행렬이라고 한다. 닮음 행렬의 특성다항식은 같다. 그

리고 특성다항식이 동일한 기약다항식인 두 행렬은 닮

음 행렬이다[12]. 특성다항식이 인 -셀 90/150 

CA의 상태전이행렬 가 주어졌을 때 특성다항식이 

인 -셀 5-이웃 CA의 상태전이행렬 는 와 

닮음 행렬이므로 가 성립하는 가역행렬 가 

존재한다. 직교행렬 에 대하여   를 만족하

는 5-이웃 CA에 대응하는 를 찾고자 한다. 예를 들

어 원시다항식    에 대응하는 3-이웃 

90/150 CA에 대응하는 는  이다. 이때 

    이고 











   
   
   
   

는   를 만

족한다. 이 경우 가 성립한다. 

주어진 차원 열벡터 와 차 정사각행렬 에 대

하여

   ⋯           (7)  
                                                  

를 Krylov 행렬(Krylov matrix)이라고 한다[13].

 ⋯  (는 의 번째 열벡터)라 하면  

  와   에 대하여 을 식 

(8)과 같이 구할 수 있다. 여기서   ⋯ 
  이다.

 
 

   
  

    
     (8)

  
⋮

이와 같이 계속하면 식 (9)가 성립한다.

 

  ⋯ 
 

    ⋯ 
 

     ⋯ 
               (9)

       .     

따라서  이다. 
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Step 2. Using  , we get the Krylov matrix 
  . 

Step 3. Take  〈 ⋯ 〉 such that 
   and     . Take  such 
that    ⋯   (or   ⋯
  ) if the coefficient of the st 
term of the polynomial  is 1 (or 0).

Step 4. Using  , we get the equation 
      ⋯      
     , where ⋯∈ and  

예제 1> 원시다항식       에 대응하

는 3-이웃 90/150 CA에 대응하는 를 [6]에서 제안된 

합성 알고리즘을 이용하여 구하면   이다. 

 을 이용하여 에 대응하는 1차원 대칭 5-

이웃 CA의 전이행렬 를 식 (10)과 같이 구한다. 

 

 



 

    











    
    
    
    
    

           (10)

을 풀면      
이다. 

  라 두면 













        

          
          

          

        

 (11)  

  

 의 1열과 2열은 식 (12)와 같다.











  
  

 
  

   

, 











  








 




 

  

  

        (12)

또한  의 1열과 2열은 식 (13)과 같다.











   

    

    

       
    

,











  

   
     

   
        

  (13)

주어진 에 대하여 를 얻기 위해 방정식

    
을 풀어야 한다. 방

정식의 해가 있으면 주어진 의 특성다항식 을 

구한다. 

을 만족하는 가 에 대한 필요충

분조건이 아니므로, 구한 에 대응하는 에 대하여 

  인지 확인해야 한다. 

만약,  ≠ 이면 또 다른 에 대하여 위의 

과정을 반복한다. 그러므로 를 만족하는 

을 구하는 것이 매우 어렵다. 실제로 위 방법을 통해 

해를 구하면    이다. 

를 구할 때 조건    과     을 이

용하면 구하는 시간이 짧아진다. 표 2는 주어진 차 

원시다항식    
⋯   에 

대하여 을 이용하여 5-이웃 CA 를 구하는 

알고리즘이다. 

표 2. 주어진 원시다항식에 대응하는 1차원 5-이웃 

CA의 전이행렬 의 합성 알고리즘

Table 2. Synthesis algorithm for an 1-D 
5-neighborhood CA   corresponding to a given 

primitive polynomial  

5-neighborhood 90/150 CA generation method 

Step 1. Using the algorithm of [6], find the 
   ⋯   corresponding to the 
3-neighborhood 90/150 CA corresponding to 
to the given  . 
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  corresponding to a given primitive polynomial  

deg
primit ive 

polynomial


6

1,4,5 <000010>

2,3,5 <001011>

1,2,5 <010110>

5 <100101>

7

1 <0010001>

3 <0000101>

4 <0000011>

1,2,5 <0101110>

1,3,6 <1000101>

2,4,6 <0001011>

4,5,6 <0101111>

1,2,3,4,5 <0010111>

1,2,3,5,6 <0011111>

2,3,4,5,6 <0111011>

8 3,5,6

<00111010>

<01101001>

<10100011>

9
3,5,6,7,8 <000000100>

4,5,8 <000011100>

1,2,3,5,6 <000100010>

1,2,3,4,5,6,8 <000100011>

5,6,8 <000110010> <001010010>

1,2,4,5,7 <000110101>

3,5,6,7,8 <001000000>

3,4,5,6,7 <001001011> <001100110>

1,5,8 <001001100>

1,3,4,5,8 <001010001>

2,7,8 <001011011> <100110011>

⋮ ⋮

10

2,3,4,5,6,7,9 <0000001011>

1,6,9 <0000001101>

1,2,6,7,8 <0000101011>

2,3,4,5,8 <0000101101>

5,7,8 <0000111010> <0011000110>

2,3,8 <0000111100>

1,5,6,8,9 <0001100111> <0010101011>

3,4,5,6,7,8,9 <0001101101>

5,8,9 <0010001111>
4,5,8 <0010011100>

2,3,4,8,9 <0010011110>

2,3,7,8,9 <0011011100>

2,3,5 <0011011101>

2,3,4,5,6,8,9 <0011100110>

⋮ ⋮

 ⋯
. Find the solution  of the 

system of equations    . If the sum 
of the components of the column of  is 1, 
then the characteristic polynomial  of 
 is calculated.

Step 5. If   , then given  is the 
5-neighborhood 90/150 CA we want to find. 
If ≠  , go back to step 3 and 
examine repeatedly until   satisfies 
  .

표 3은 주어진 알고리즘을 이용하여 Maple 2019를 

이용하여 6차부터 10차까지 원시다항식에 대한 1차원 

5-이웃 CA 를 구한 것이다. 표 3의 8차 원시다항식

에서 3, 5, 6은    을 나타낸다.

표 3. 주어진 원시다항식에 대응하는 1차원 5-이웃 

CA 

Table 3. A 1-D 5-neighborhood CA   corresponding 
to a given primitive polynomial  

Ⅳ. 결론

본 논문에서는 Krylov 행렬을 이용하는 대수적인 

방법과 Cho et al. [6]의 알고리즘을 이용하여 -셀 대

칭 1차원 5-이웃 CA를 구하는 효율적인 방법을 연구

하였다. 이 알고리즘의 수행시간을 향상시키는 한 방안

으로 를 구하는 시간복잡도를 개선하기 위하여 비선

형방정식을 선형방정식으로 바꾸어 방정식의 해를 구

하는 방법을 연구할 필요가 있다.

본 논문은 2019학년도 인제대학교 학술연구조성

비 보조에 의한 것임.
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