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서  론1. 

동적인 구조물을 설계하는데 있어서 부재의 형상 물, 

성치 경계조건 외력 등 다양한 설계 인자가 존재하게 , , 

된다 일반적으로 최적의 동적인 거동을 목표로 질량 감. , 

쇠 강성의 값을 변경함으로써 고유진동수의 민감도가 변, 

화하는 과정을 관찰하는 것이다 하지만 설계 변수의 변. 

화에 따라서 정적 또는 동적 거동의 민감도를 우선적으

로 관찰하는 것이 설계의 목표를 효과적으로 달성할 수 

있는 방법이라고 말할 수 있다[1,2].

구조물에 외력이 작용할 때 발생하는 동적 거동은 피

로나 공진현상으로 안정성 측면에서 내구성의 저하를 야

기할 수 있는 요인이 된다 설계 변수에 대한 동적 반응. 
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ABSTRACT

In this study, a sensitivity formulation was applied to analyze the dynamic response due to the effect of 

the excitation force for the undamped vibration of the cantilever beam. The theoretically fundamental 

formulations were derived considering an eigenvalue problem and its modal analysis to govern the second 

order algebraic differential equation in terms of the change in the modal coordinate with respect to the 

design parameters. A representative physical quantity pertaining to the dynamic response, that is, the rate of 

change in the dynamic displacement, was observed by changing the design variables, such as the 

cross-sectional area of the beam. The numerical results were obtained at various locations, considering the 

application of the external forces and observation of the dynamic displacement. When the detection position 

was closer to the free end of the cantilever beam, the sensitivity of the dynamic displacement was higher, as 

predicted through the oscillating motion of the beam. The presented findings can provide guidance to compute 

the dynamic sensitivity for a flexibly connected structure under dynamic excitations.
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의 미분치를 계산하는 것을 설계 민감도 분석(design 

이라고 하며 이로부터 도출되는 민감 sensitivity analysis) , 

계수 는 재설계된 시스템의 반응 변(sensitivity coefficient)

화를 수월하게 예측할 수 있다 또한 구조물의 거동에 미. 

치는 인자들의 불확실성을 규명하게 할 수 있으며 특히 , 

많은 설계변수를 가진 대규모의 구조물은 재해석하는데 

있어 많은 계산 시간을 요구할 수 있어 동적 반응의 민

감도를 평가하는 것이 바람직한 방법이라고 할 수 있다
[3].

근래까지 민감도 분석에 대한 연구는 대표적으로 세 

가지로 분류할 수 있다 첫째 수치해석 과정을 이식하기 . , 

용이한 유한 차분 근사법 을 (finite difference approximation)

사용한다 이는 설계 변수가 많고 계산 시간이 비교적 많. 

이 소요되고 정확한 해를 구할 수 있으며 축약된 알고리

듬을 적용함으로써 계산 시간을 감소시킬 수 있다 둘째. , 

정확한 해를 구하고자 해석적인 방법을 사용하는데 형상 

최적화와 같은 문제는 해석 과정을 이식하기가 어렵다. 

셋째 전자의 두 가지 방법을 혼용한 유사적인 해석방법, 

으로서 알고리듬을 이식하기 쉽지(semi-analytical method)

만 다소 부정확한 결과 값을 초래할 수 있다 이러한 방. 

법들 중에서 계산의 정밀도 계산 시간 알고리듬 이식화, , 

의 용이성에 따라서 민감도 해석을 수행하게 된다 각각. 

의 장단점을 서로 고려하여 설계 목표에 적합한 것을 선

택하여 동적 응답의 변화를 관찰하게 된다[4,5].

본 연구에서는 고유치 해석 이론을 바탕으로 외력을 

적용시킨 진동을 다룰 것이다 유한요소 분할을 적용하여 . 

다자유도를 가진 차원 오일러베르누이 외팔보에 대하1 -

여 살펴볼 것이다 외력의 위치와 동적 변위의 검출 위치. 

를 다양하게 설정하여 동적 응답의 변화율을 관찰할 것

이다 설계 변수인 외팔보의 단면적을 변화시켜 운동방정. 

식인 미분대수방정식을 변화시킴으로서 검출 위치에서 

동적 응답의 변화율을 살펴 볼 것이다 모달 해석으로부. 

터 비연성된 변화율을 표현하는 미분방정식을 (uncoupled) 

제시할 것이다 모드 형상과 고유치를 나타내는 모달 쌍. 

의 설계 변수에 대한 변화율의 계산은 유한 (modal pair)

차분법을 적용하였다 즉 외팔보의 강제 진동에서 설계 . , 

변수의 변화에 따른 질량과 강성의 변화에 의한 동적 응

답의 거동을 정식화하고 정량적인 동적 변화율을 계산하

는 일련의 알고리듬을 제시하였다.   

이론 및 해석2. 

강제진동의 모달 정식화2.1 

감쇠가 없고  자유도계를 가진 동적 시스템의 외력

에 의한 강제진동에 대한 운동방정식은 다음과 같다.

                                    (1)

여기서 은 질량 행렬, 는 강성 행렬, 는 외력 벡터, 

는 구하고자 하는 변위 벡터이고  는 시간 에 대한 

미분을 나타낸다. 

선형 시스템으로 가정했을 때 모드의 중첩을 고려하, 

여 실제적으로 물리적인 변위 를 일반화된 변위 로 

다음과 같이 표현된다.

                                           (2)

여기서 는 개의 고유 벡터 또는 모달 벡터 

  ⋯로 구성하는 모달 행렬이고 다음과 같이 정

규화 된다.

  











⋱


                              (3)

고유치  또는 원주고유진동수의 제곱인 
를 사용

하면 다음과 같이 고유치 문제로 표현할 수 있다.

                                   (4)

식 를 식 에 대입하고 (2) (1)  를 식의 앞에 곱하면 운

동방정식은 다음과 같이 일반화된 좌표 에 대하여 표

현된다.

                                     (5)

여기서 고유치  은 다음과 같다.

   















⋱




                         (6)  

식 을 식 에 대입하면 (6) (5) 개의 비연성된 운동방정식
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이 도출된다.


      ⋯                      (7)

여기서 우변의 외력에 대한 항은 다음과 같다.

 
  




                                 (8)

설계변경에 의한 동적거동 변화2.2 

시스템의 설계 변수   ⋯를 변화시켰을 때 

동적 반응 즉 변위가 얼마나 변하는지를 정량화할 수 있, 

는 지를 파악해야 한다 이를 위하여 식 를 설계 변수 . (2)

에 대하여 미분하면 변위의 변화율을 다음 식과 같이 

얻을 수 있다.




 

  






 


                       (9)

여기서 우변 첫 번째 항의 미분식은 설계 변수에 대한 

모달 벡터의 변화율로서 기준 벡터와 변경된 벡터와의 

차이를 분자로 하고 기준 설계 변수  와 변경된 설계 

변수와의 차이 를 분모로 하여 계산될 수 있다 즉 유. 

한 차분법을 활용한 모달 벡터와 고유치의 변화율은 다

음의 식으로 표현될 수 있다.






  
                     (10)






  
                   (11)

우변 두 번째 항의 미분식은 식 를 설계 변수 (5) 에 대

하여 미분하면 다음과 같은 미분방정식을 도출할 수 있다. 


















                   (12)

또한 다음의 매개 미분식 를 도입하고 식 을 이(13.a,b) (8)

용하면 식 가 도출된다(14) .

 


 


                       (13.a, b)


 














              (14)

이러한 변화율에 대한 미분방정식의 정식화에서 주목할 

점은 식 와 에서 좌변은 동일한 형태를 가지나 우(5) (14)

변은 서로 상이하다는 것이다 설계 변수의 변화가 발생. 

하기 전   에서    이라는 초기조건을 가진다. 

설계 인자의 변경으로 인한 변위의 변화율을 구하는 

해석 절차를 정리하여 해석 흐름도를 에 나타냈다Fig. 1 . 

먼저 모달 해석의 식 에서 고유치 (4) 와 모달 벡터 

를 구하고 식 과 에서 설계 변수에 대한 모달 벡(10) (11)

터와 고유치의 변화율 와 를 각각 계산

한다 비연성 모달 방정식 에서 . (7) 를 구하고 식 의 (14)

우변항을 계산하여 변화율에 대한 미분방정식에서 를 

산정한다 이 때 미분방정식들의 해인 . 와 의 형태는 

가해지는 외력의 형태에 따라서 매우 상이하게 표현된다. 

이로부터 최종적으로 식 의 우변에 있는 항들을 계산(9)

함으로써 동적 응답의 변화율을 계산할 수 있다.

Fig. 1 A flow chart for algorithm for predictions on 

the rate of change of dynamic displacement
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Fig. 2 A finite element model for the cantilever  

beam

수치해석2.3 

본 연구에서는 보의 전체 길이    유한요소 , 

길이    재료의 밀도 ,    재료, 

의 탄성계수   ×을 사용하였다 에. Fig. 2

서 보는 바와 같이 외팔보를 개의 유한요소로 분할하

였고 절점의 번호를 부터 까지 부여하였다 외팔보의 . 

유한요소 절점 와 위치에서 다음과 같은 외력을 가15 19

하였다.

     ≤  ≤ 초
     초

                 (15)

설계 변수의 변화는 외팔의 단면적을 선택하고자 한다. 

기준 단면적은 폭 ×두께가  ×이고 

첫 번째는 단면적의 변화가  ×로 하고 절

점 에 외력을 가하는 경우이다 두 번째는 단면적의 변19 . 

화가  ×로 하고 절점 에 외력을 가하는 15

경우이다.  

식 에서 상기의 직사각형 외력을 적용하면 동적 변(5)

위 는 컨볼류션 적분 에 의하여 (convolution integral)

다음과 같이 구해진다.

  





cos                        (16)

식 의 첫 번째 항에서 단면적 변화에 의한 모드 형상(14)

의 변화는 없는 것으로 파악되었다 이는 모드를 정규화. 

한 모달 벡터가 일관성 있게 유지되었음을 의미한다 두 . 

번째 항에서 외력은 두 경우 모두 단면적 변화는 외력에 

무관하므로 그 영향은 존재하지 않는다 그러므로 식 . 

는 세 번째 항만 존재하게 되어 미분방정식의 해 (14) 

는 또 다른 컨볼류션 적분을 통하여 다음과 같이 구해 

질 수 있다.

 











cos
                   (17)

이와 함께 식 을 식 에 최종적으로 대입하여 동적 (10) (9)

변위의 변화율을 구할 수 있다.

는 외팔보의 단면적이 Fig. 3 5  × 로 변

하였고 절점 에서 19 을 초 동안 가했을 때 절점 

에서 동적 변위의 변화율을 6, 11, 19 초 동안 관찰한 그

래프이다 각 절점에서 변화율의 형상은 유사하지만 절점. 

이 자유단에 가까울수록 변위의 변화율이 순차적으로 커

짐을 관찰할 수 있다 최대치와 최소치는 항상  . 일정한 

Fig. 3 The rate of change of dynamic displacement 

at node 6 by applying 100N at node 19 and 

by changing cross-sectional area to 

 × 

Fig. 4 The rate of change of dynamic displacement 

at node 11 by applying 100N at node 19 

and by changing cross-sectional area to 

 × 
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Fig. 5 The rate of change of dynamic displacement 

at node 19 by applying 100N at node 19 

and by changing cross-sectional area to 

 × 

Fig. 6 The rate of change of dynamic displacement 

at node 6 by applying 100N at node 15 and 

by changing cross-sectional area to 

 × 

Fig. 7 The rate of change of dynamic displacement 

at node 11 by applying 100N at node 15 

and by changing cross-sectional area to 

 × 

Fig. 6 The rate of change of dynamic displacement 

at node 19 by applying 100N at node 15 

and by changing cross-sectional area to

 × 

범위에서  거동하며 이는 강성이 더욱 커져서 거동이 음

의 변화율로 나타남을 알 수 있다 은 단면적이 . Fig. 6 8

 ×로 변하였고 절점 에서 15 을 가했

을 때 절점 에서 동적 변위의 변화율을 관찰한 6, 11, 19

그래프이다 마찬가지로 변화율의 형상은 유사하지만 절. 

점이 자유단에 가까울수록 변위의 변화율이 순차적으로 

커지며 절점 에서 외력을 가했을 때 보다 변화율이 훨19

씬 크게 관찰되었다.

결 론3. 

본 연구에서는 외팔보에 대하여 비감쇠 강제진동의 경

우 설계 변수를 변화시킴으로써 동적 응답의 변화율을 

예측할 수 있도록 정식화하고 이를 해석하여 다음과 같

은 결론을 얻었다.

단면적의 변화를 통하여 질량 및 강성 민감도를 고  (1) 

려하여 동적 변위의 변화율을 표현하는 차 미분

대수방정식을 도출하였다 이에 따른 변위의 민감. 

도를 파악할 수 있는 알고리듬을 작성하였다.

외력이 가진되는 위치와 동적 변위의 검출 위치를   (2) 

달리하여 동적 변위의 변화율을 관찰하였고 검출 

위치가 자유단에 가까울수록 변화율이 커짐을 확인

하였다.

향후 결합 구조물에서 결합부분의 강성 변화와 다  (3) 

양한 외력의 영향으로 구조물의 원하는 위치에서 
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동적 반응의 민감도를 파악할 수 있는 기반을 마련

하였다.
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