
1. 

본 연 에 는 아래    같  다  택 낭 

 하고   해  찾는 해

 시하고  한다. 다  택  동 한 집단에 

 원들  동시에 택 거나 동시에 는 

것  미하는  집단 간  상   측 치가 

목함수 태  나타나는 상  다루고  한다.

(1)  비  약식   약식  변 하  

는  낭 약식 하에  목함수 

  뀐다. 0-1 수 계 [1-4], 

 고 비용 [5], 략  계  [6], 목 
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함수 비 치 [7]등 많  용한 들  러

한   연 어 다. 

min 

  
 



 ≤  

  ∏∈
    

   or     

   ×
  

볼 함수   해  해집합에   

(local optimum)  찾는 차  볼 수 다.  

해가 체 해(global optimum)  다. 하지

만 목 함수가 목  경우에는   해

 보   수 없다. 그러므  목함수  해  

볼 함수  해  용하여   들  찾

, 들  비 하여 해  하는 열거  태  

어날 수 없는 것 다. 실   목함수 

  해  열거   지-한계  안에  

만들어  다.[8-11]. 

지 략  가능해 집합  할(partition) 에 

한다. 할 란 가능해 역  여러 개   크

 역  나누는 것  말하는  어 한 할 단

(element)  채택할 것 지에 라 할  특징 지

워진다.  직원뿔[12], 평행다 체[3], 다 체

[6], 단체[13-15] 등  할 단  시 었다. 

Tui[16]는 직원뿔(cone)  Kalantari & Rosen[17]  

평행다 체(parallelpiped)  할 단  채택하 다. 

단체(simplex)가 할 단  사용  경우는 Benson[12], 

Falk & Hoffman[6], Horst[14] 등  연 에  찾아볼 

수 다.

가능해 집합  할  한계 략과도 한 계

 갖는다. 할 단 에 라 한계연산  핵심  

 목 함수 태가 결  다. 볼 계다 체 

상에  목함수  하한 하는 볼 함수  태  

Tui[16]는 단순한  단식(cut) , Falk & Hoffman[6]

  식(piecewise linear) , 그리고 Kalantari 

& Rosen[17]  2차식  시하 다. 특 , Benson[12]

 볼 계다 체가 단체(simplex)  목 함수에 가

 가  하한 하는 볼 함수가 차식  하

고 도  연립 식  어  하한 함수  

하 다. 

본 연 에   지-한계 해  개  과  산 

건  시 다.    비  건

식  산 건  변 한 다  산 건   

등식  시키  볼 계다 체 상에  목

함수     얻는다.    해

는 어도 볼 계다 체  들 에  견

다. 한계연산 과 에  러한 들  드러나도  

 목 함수  1차식 하한 함수  채택하

다. 한편 단체(simplex)상에 만 하한 함수가 

식  하게 결 는 사실  용하  해 

볼 계다 체  포함하는 단체  도 하여 함

수  하게 다. 라  한계연산 과 에  견  

  목 함수 값  상·하한  수 하는  

용 다. , 수해    해 고 지끝  어나

  목 함수값  상한 값  수 다. 수해

가 아니    해는 아니지만 재   

생 는 하  들  목 함수 값  하한 값  

계산하는  용 다. 처  도  단체  가능

해  누락시키지 않고 단체 태  할하는  

지 략  핵심 다.   해집합  담고 는 

후보 단체   개  평 에 사시키  1차원 낮

  개  단체가 생 고 후보단체가 담고 는 

  해들  들  단체에 나뉘어  담 게 

다. 차원  낮아진다는 것  하  생 수  

 크 가 차 아짐  미한다. 하  단체는  

단체  택  지 변수  0  1  고 시킴

 비  용 하게 얻  수 다. 

비  약 건  식  시키는 과 과 

지 략  2 에  술하 다. 3 에 는 택  단체

상에   목 함수가 어떻게 해지고 한계 연산

 루어지는지  하 다. 4  해  차  

술하고 수치  통해 해  타당  하 다. 

마지막  결 과 후 연  향에 하여 언 하 다.

2.  변 과  생  

2.1  변  

아래  약식 (2)는  에  각 집단  

원들  동시에 택 거나 는 건  나타낸

다. 
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  ∏∈
    or for    

가 1  에 한  째 원  포함 는 것

 미하고 택   째 집단  체 용량  만

큼 식한다. 라   는 식(3)


∈

     

용하여   재  할 수 다.

min 

  
  



 ≤  

   or     

   ×

2.2  생 ( subproblem generation )

지 략     가능해 집합  재귀

 할(partition)하는 차  미한다. 본 연 에  

  해들  단체(simplex) 안에 담겨 할 다. 

게 단체 단  할  한계연산 과 에  

 목 함수가 식  하게 결  수 

다. 

해  개  과  리  하게 하  

해 다    사용한다.

: 집단  집합

:  째 집단  원 집합

: 후보 단체(candidate simplex) 목  집합

∈: 후보 단체

:    (subproblem)

:    목 함수 값

: k 째  연산 후 갱신  

       목 함수 값  상한 

: 에  하  단체  생 하  해 택

    지변수  첨


:   해

: 에  0  고  변수 집합

: 에  1  고  변수 집합

 1[12]: 
  

공간에  (n+1)

개  독립  (affinly independent points) 라 할 

 들  볼  차결합(convex linear 

combination)  나타낼 수 는 들  집합  n차원 

단체(simplex)라 하고 
 단체  

(vertice) 라 한다.

  산 건  시키    다.

min 

  
  



 ≤  

 ≤  ≤    

    가능해는 다 과 같다.

  ∈ 
  



 ≤  ≤  ≤    

다  집합    단체  아 보   단체

는   포함한다.  

  ∈ 
  



 ≤   ≥    

는 다시 다 과 같  (n+1)개  독립  들  

 
 볼  차결합(convex linear 

combination)  나타낼 수 다.

  ∈  
  






  



   ≥ ∀
     

    


        

한계 연산  해  택  단체(simplex)  식과 

같  독립  들  차결합  규 해야 하는  

동 한 해공간에  동 한 차원  단체  할  하  

한계 연산에 도 동 한 개수  들  해야하  

에 계산상  담  지 다. 그러나 단체  평

에 사시키는 식  할하  할  결과  생  
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단체들  1차원 낮  해공간에 재하게 므  들

 찾 가 비  용 하고 들  개수도  어

든다.  과 에    해집합   가 

는 , 는 들  수해가 아닌 들 고 

  들    개  집합  나뉜다. 

  할하  해  개  평  고 해보 .

   ∈   ,

   ∈   

들 평    사시키     ∩,

   ∩가 생 는 ,   해집합  들 

2개  단체 내   할(partition) 어 포함 다. 

평      변수 가 0과 1  들  집합 다. 

라    다 과 같  다.

  ∈  
  




 

  



    ≥ ∀
 

    


         


≠

  ∈  
  




 

  



    ≥ ∀
 

    


        


≠

변수   택  한계 연산 과 에   

해가 해   루어진다.  해가 

수해가 아니  0과 1사  값  갖는 변수는 한 

개 므  것  지 변수  택하  다.

지 지   탕  지 해  약하  다

과 같다.

하 단체(subsimplices) 생  차 

단계 1. 지 변수 
택

단계 2.  개  단체  생

         ∩∈ 
 

         ∩∈ 
 

단계 3.    하고 에 등

3. 한계 연산

단체 목 에  후보 단체∈가 택  한

계 연산  시 다. 한계 연산  핵심   

다. 는 독립  들  규  단체상에

 원    목함수  하한 하는 1차식  

목 함수 ,      가능해 집합  하

는 계  다. 라   해는 

  다.  수해     가능해

므      목 함수 값  상한  공

하고  상 지가 어나지 않는 지끝 상태가 

다. 수해가 아니    목 함수 값   

 지 는 하   들  하한값 

  다. 그러므    목 함수 값  

재 지 수  상한값보다 크   상 하  단체

 생 할 필 가 없게 다.  후보 단체는  

  해가 포함하지 않고  신할 수 

 다. 라  가지치 가 어난다.

후보 단체  택   우 에 는 

 재하지 않는다. 경험  다   시한다.

후보 단체 택 :

  1)      s.t   min∈

  2)   min∈dim

첫 째   하한 값 택(least-lower- 

bound-next) 다. 가  지 치가   

우  택하여 하한 치  개 하 는 도가 

내포 어 다.

 째는 가  근에 생  단체  새 운 하

 단체  생 시키게 한다. 가능한 한 빨리 원  가

능해  얻게 어  목 함수  상한값  수 할 수 

다. 

다  택  후보 단체 상에     목

함수  하한 하는 식  하는  생각해 

보 .  단체  독립  들   식

(6)에 하여 1차 연립 식  얻는다. Benson  

러한  도 한 1차 연립 식  어  

하한 함수  했다.[12]



다  택 낭 약식 하에  목 함수  75


  




       

for   



  ∈

 연립 식  해   는 다 과 같

  목 함수 계수가 다.

 
  



  

라   한계연산  한 는 다 과 같  

 다.

min

  
  



 ≤  

 ≤  ≤    

  

마찬가지  후보단체    

  다 과 같  할 수 다.

min  
∈ 



  
∈ 

 ≤  
∈

 

 ≤  ≤  ∈ 

   해 

가 수해   목

함수 값  상한  수  수 고 지 끝  다. 

수해가 아니    지 는  목 함

수 값  하한  수 다. 

 후보단체 에 한 한계연산  차

는 다 과 같다.

한계연산 (bounding operation) 차 

단계 1.  단체    

단계 2.  차연립 식    

        하고   
  

단계 3.    수해  지끝

                
 min  

 



         아니     ≤ 



  가지치

                아니  
   

                       
 



(=

)

4. 해   수치  

4.1 해  차

본 연 에  시하고  하는  (P)   해  

다 과 같다. 단체 목  집합  ∅  상·한값  

근에 갱신한 해가 다.

Iteration 0:

   0-1:     포함하는 단체  택

   0-2: 한계연산 차 수행

        

 가 수해  해

        아니  
 



 ,

 

   0-3; 지 변수  택하여 단체 할

        ,   단체 목  에 등

Iteration k:

   k-0: 택 에 해 후보 단체  택

   k-1:    하고 

        한계연산 차 수행

        

가 수해    수 하고 지끝

        보다  하한값  갖는   

 하는  사용  단체들  목 에  

거 

        지변수  택하고 단체 할 실행 

   k-2: 단체  ,  단체 목 에 등

4.2 수치   (subproblem table)

해  타당  하  하여 다   어

보 .

min    











 

 
 

 
 

 
 
 



















      


  

   ≤ 

  ∏∈
    

  or   
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  변 시키  다 과 같다.

min     











 

 
 

 
 

 
 
 



















     ≤ 

  or   

Table 1  해  할 지   한계연

산 결과  보여 다.

  해는       

 집합에 하는 원들  택  알 수 

다.

5. 결  

본 에 는 동 한 집단에  원들  동시

에 택 거나 동시에 는 상  사한 낭 

약식 하에  목함수   다루었다. 시  

지·한계 해  단체  할 단  하여 개

었다. 단체상에  목함수  하한 함수가 1차식  

하게 고 다는 사실에 근거하여  

계  가 한계연산 과 에  다루어진다. 그리고 

지 변수가 0 값  갖는 평 과 1값  갖는 평

 단체  사시킴   안에 담겨 는 해집합  

새 운 하  단체들에 나뉘어 할 게 한다. 듯 

지가 어날 마다  해공간  차원  아지  

 크 가 어 한계 연산에 필 한 계산량  감

하는  본 해  가  큰 라고 볼 수 다.  

한편 단체  크 가 수  하한 함수  목 함

수에  근 도가 아지고 결과  해   

개 다는 것  미한다. 라  단 약식  가하여 

단체  가능한 한 게 만드는 과 함께 후보단체  

택하는 에 한 연 도 다. 앞  본 연

 결과는 다  택 목함수 낭  같  사 결

   해  개 하는  용  수  것 다.

REFERENCES

[1] B. Kalantari & A. Bagchi. (1990). An Algorithm for 

Quadratic Zero-One Programs. Naval Research 

Logistics Quarterly, 37,  527-538.

[2] J. J. More & S. A. Vavasis. (1991). On the Solution of 

Concave Knapsack Problem. Math. Prog. 49, 397-411.

[3] S. H. Oh. (2018). A Branch-and-Bound Algorithm for 

Concave Minimization Problem with Upper Bounded 

Variables. International Journal of Engineering 

Technology. 7(2), Sp Is 12,  333-337.    

[4] X. L. Sun, F. L. Wang & L. Li. (2005). Exact Algorithm 

for Concave Knapsack Problems: Linear 

Underestimation and Partition Method. Journal of 

Global Optimization. 33, 15-30.

[5] T. V. Tieu. (1978). Convergent Algorithms for 

Minimizing a Concave Function. Acta Mathematica 

Vietnamica. 5, 106-113.

[6] J. E. Falk & K. R. Hoffman. (1976). A Successive 

Underestimation Method for Concave Minimization 

Problems. Math. Opns. Res. 1,  251-259. 

Table 1. the subproblem at the kth iteration

 subproblem convex envelope 
   branching var

0  


















 -207 0 

1  













 -195 -53 

2  







 


 -158.5 -53 

3  





 -53 fathomed

4  









 


 -30,3 pruned

5 



 


 -157.9 -53 

6  infeasible pruned

7 


  -137 -137 fathomed optimal

8   -24 -24 pruned



다  택 낭 약식 하에  목 함수  77

[7] R. M. Soland. (1974). Optimal Facility Location with 

Concave Costs. Opns. Res. 22, 373-382.

[8] H. P. Benson. (1996). Deterministic Algorithms for 

Constrained Concave Minimization: A Unified Critical 

Survey. Naval Research Logistics Quarterlyl. 43, 756-795.

[9] J. K. Hong. (2017). Review on Security Communication 

Environment in Intelligent Vehicle Transport System. 

Journal of Convergence for Information Technology.  

7(6), 97-102.

[10] Y. S. Jeong, Y. T. Kim & G. C. Park. (2018). User 

Privacy management model using multiple group 

factor based on Block chain.  Journal of Convergence 

for Information Technology. 8(5), 107-113.

[11] S. H. Oh & H. Dho. (2014). An Algorithm for Globally 

Minimization of a Linearly Constrained Concave 

Function over a Parallelepiped. European Journal of 

Scientific Research, 123(4), 404-411.

[12] H. P. Benson. (1985). A Finite Algorithm for Concave 

Minimization over a Polyhedron. Naval Research 

Logistics Quarterly. 32, 165-177. 

[13] M. W. Choi. (2018). A Study on the Equity of 

Regulation in Advertising, Journal of Digital 

Convergence, 16(11), 275-280.

[14] R. Horst. (1986). A General Class of Branch-and-bound

Methods in Global Optimization with Some New 

Approachs for Concave Minimization. J. Optim. 

Theory Appl.  51, 271-291.

[15] E. M. Yang, H. J. Lee & C. H. Seo. (2017). Comparison 

of Detection Performance of Intrusion Detection 

System Using Fuzzy and Artificial Neural Network. 

Journal of Digital Convergence. 15(6), 391-398.

[16] H. Tui. (1964). Concave Programming under Linear 

Constraints. Dok. Akad. Nauk SSSR 159, 32-35, 

Translated 1964 in Soviet Math. Dokl. 4, 1437-1440.

[17] B. Kalantari & J. B. Rosen. (1987). An Algorithm for 

Global Minimization of Linearly Constrained Concave 

Quadratic Functions. Math. Opns. Res. 12, 544-560.

  (Se-Ho Oh)    [ 원]

․ 1984  2월 : 울 학  울 학

원 산업공학과 (산업공학 사)

․ 1991  2월 : 울 학  울 학원 

산업공학과(산업공학 사)

․ 1986  3월 ~ 재 : 청주 학  산업

공학과 수

․ 심 야 : 계 , 리

․ E-Mail : ohsho@cju.ac.kr


