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Abstract

In this study, a new simple method for the estimation of hyperelastic material properties by indentation tests is proposed. Among 

hyperelastic material models, the Yeoh model with three material properties (  ) is adopted to describe the strain energy 

density in terms of strain invariants. Finite element simulations of the spherical indentation of hyperelastic materials of the Yeoh 

model with different material properties are performed to establish a database of indentation force-displacement curves. The 

indentation force-displacement curves are fitted by cubic polynomials, which are approximated as a product of third-order 

polynomials of (  ). A regression analysis is conducted to determine the coefficients of the equations for the indentation 

force-displacement curve approximations. A regression equation is used to estimate the hyperelastic material properties. The present 

method is verified by comparing the estimated material properties with true values.
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1. 서    론

초탄성(hyperelastic) 재료는 항공기, 자동차와 같은 기계

들의 부품을 비롯해서 각종 전자제품 등에 널리 쓰이고 

있으며, 이러한 제품들의 역학적 거동을 정확하게 해석하기 

위해서는 초탄성 재료의 물성치 평가가 필요하게 된다. 이를 

위하여 초탄성 재료의 물성치를 실험적으로 측정하여야 

하는데, 선형 탄성재료와 달리 비선형성의 응력-변위 거동을 

보이기 때문에 물성치 평가가 어렵게 된다. 초탄성 재료 

모델의 계수들을 시편 실험을 통하여 구하는 방법(James 

et al., 1975; Ogden et al., 2004; Wu et al., 2016)은 

시편 제작의 어려움이 있고 상대적으로 복잡한 실험을 진행

해야 하며 마찰계수 등에 민감하다는 문제(Kim et al., 

2003)가 있다. 탄성 재료의 물성치를 간편하게 얻는 방법에 

대한 연구로 압입시험(indedntation tests)을 통하여 재료 

물성치를 평가하는 연구들(Lee et al., 1997; 2003; 2014; 

Hyun et al., 2008)이 진행되었다. 초탄성 재료에 대하

여도 압입시험을 이용해 물성치 평가에 대한 연구들(Lee 

et al., 2004; Hwang et al., 2009; Hyun et al., 2012)

이 수행되었다. 이 연구들에서는 많은 해석 결과를 이용하여 

무차원 사상함수를 구성하였고, 사상함수에 임의의 초기 

물성치 값을 대입한 후 새로운 물성치를 구하는 반복계산을 

수행하여 물성치를 얻는 방법을 제시하였다. 본 연구에서는 

이전의 연구들을 보다 단순화하여 압입시험의 하중-변위 

곡선을 3차식으로 근사하고, 이 식의 계수값들을 초탄성 

재료 물성치의 3차항의 곱으로 이루어진 회귀식으로 표현

하였다. 이 회귀식을 사용하여 보다 쉽게 초탄성 재료 물성

치를 평가하는 방법을 제시하고자 한다.
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 CR SIU NBR

Tensile

tests

 1.08 0.68 0.61

 -0.63 -0.39 -0.28

 0.26 0.17 0.11

Table 1 Material properties of Yeoh model

(CR: chloroprene rubber, SIU: silicon rubber, 

NBR: nitrile butadiene rubber)

2. 압입시험의 유한요소 모델

2.1 초탄성 재료 모델

일반적으로 초탄성 재료의 거동 해석에서 Neo-Hookean, 

Mooney-Rivlin, Ogden 모델을 많이 사용하고 있다. Neo- 

Hookean과 Mooney-Rivlin 모델은 간단하게 거동을 표현한

다는 장점이 있지만 대변형인 경우 정확도에 한계가 있고, 

Ogden모델은 대변형에서도 정확한 표현이 가능하지만 높은 

차수를 가지기 때문에 많은 수의 물성치를 구해야 하는 단점이 

있다(Marckmann et al., 2006; Kim et al., 2012). 본 연

구에서는 두 모델의 장단점을 보완하여 비교적 간단하고 정확한 

모사가 가능한 Yeoh 모델을 사용하였고, Yeoh 모델의 일반적인 

형태는 다음과 같다.






 









 (1)

여기서, 는 단위체적당 변형률 에너지 밀도, 는 주연신률 

불변량, 는 탄성 체적비를 나타내며, 는 초탄성 물성치, 

는 체적 탄성계수를 의미한다. Horgan 등(2009)에 의하면 

고무와 같은 초탄성 재료의 거동은 일반적으로 비압축성 혹은 

약간의 압축성을 보이므로 다음과 같은 비압축성 Yeoh 모델을 

사용하였다(Yeoh, 1990; 1993). 

  
  

 (2)

2.2 유한요소해석 모델 및 경계조건

초탄성 재료 압입시험 유한요소 모델의 시편(가로=10mm, 

세로=10mm)은 Abaqus/Standard 6.14의 비압축성 축대

칭요소(CAX4H)를 사용하여 구성하였고, 구형 압입자(직경

=1.0mm)는 Analytical Surface를 사용하여 변형이 없는 

강체로 모델링하였다. 해석 모델의 크기는 압입자의 하중과 

변형에 영향이 없도록 설정하였다. 시편과 압입자가 접촉하는 

부분의 오차를 최소화하기 위해 압입자와 접촉하는 영역의 요소 

크기를 압입자 직경의 0.01 크기로 하였으며 요소 크기가 

변하는 경계는 사다리꼴 형태로 요소를 구성하였다. Yeoh 모델 

물성치 범위는 서로 크게 다른 세 가지 고무 Table 1(Hwang 

et al., 2009)의 물성치를 적용하여  0.6~1.2,  

-0.6~0.0,  0.1~0.6으로 설정하였다.

Fig. 1 Finite element model for indentation tests

경계조건은 Fig. 1과 같이 시편의 대칭축의 절점은 1축 방향 

변위를, 시편 하단 부의 절점은 2축 방향 변위를 고정하였고 

압입자는 기준 절점(reference node)의 1축 방향 변위를 

고정하고 2축 방향으로 -1.0mm의 변위를 주어 정적 해석을 

진행하였다. Hyun 등(2012)에 의하면 압입시험 시의 마찰계

수는 0.5이상에서 같은 압입자 반력-변위 곡선으로 수렴하므로 

초탄성 재료 시편과 압입자의 마찰계수는 0.5를 부여하였다.

3. 유한요소해석 결과 분석

앞에서 설정한 Yeoh 물성치 범위 내에서 각각의 계수 값을 

0.1씩 변화시키면서 총 294개의 해석을 수행하였다. 대표적인 

유한요소해석 결과를 Fig. 2에 보여주고 있다. 본 연구에서는 

재료 물성치 변화에 대한 각각의 유한요소해석 결과를 사용하여 

미지의 초탄성 재료의 압입시험에서 얻은 반력-변위 곡선으로

부터 재료 물성치를 평가하고자 한다.

3.1 초기  곡선과 물성치 의 상관관계

압입깊이 0.1mm 이하에서 물성치에 따른 압입자 반력-

변위()곡선의 변화를 살펴보면 Fig. 3과 같이 에 

대해서는 변화가 크지만 , 에 대해서는 Fig. 4, Fig. 5와 
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Fig. 2 Distributions of von-mises stress at indent 

displacements 0.1mm and 1.0mm 

=-0.3

=0.3

Fig. 3  curves with changing 

=0.9

=0.3

Fig. 4  curves with changing 

=0.9

=-0.3

Fig. 5  curves with changing 

=-0.3

=0.3

Fig. 6 -   curve

같이 변화가 적음을 확인할 수 있었다. 이와 같은 결과는 참고

문헌(Hyun et al., 2012)에서도 유사하게 보여주고 있다. 

따라서 압입 깊이가 작은 구간의 반력 는 의 영향이 지배

적이라 가정하였다. 

압입자 크기에 대한 영향을 제거하기 위하여 압입깊이를 

압입자 직경으로 나눈 값인 를 사용하여 반력 와 의 

관계를 분석하였다. 그 결과 가 0.1에서의 반력 와 

물성치 가 Fig. 6과 같이 1차 비례관계임을 확인하였고, 

이를 이용해 일차 회귀식을 구성하여 재료 물성치 을 구할 

수 있다.

   (3)

3.2 전체  곡선과 물성치의 상관관계

압입깊이 1.0mm까지의 전체 곡선과 초탄성 재료 

물성치의 상관관계를 분석하기에 앞서 먼저 의 무차원

화를 진행하였다. 압입깊이 는 압입자 직경 로 나누어 ′ 
로 무차원화하였고, 반력 는 가 0.1에서의 반력 

로 나누어 ′ 로 무차원화하였다. 무차

원화한 ′′곡선 데이터의 근사 정확도를 높이기 위하여 

다음과 같은 3차 곡선으로 근사하였다.

′ ′  ′  ′  (4)

여기서, ′ ′값은 각각 무차원화를 진행한 반력, 변위 값이고 

, , 는 각각 다항식 항의 계수를 의미한다. 기존의 

연구들(Lee et al., 2004; Hyun et al., 2012)에서는 압입

자의 곡선을 평면상에 대응시키는 무차원 사상함
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
Exact 

values

Estimated 

values

Relative

errors(%)

Case 1

 0.77 0.7773 0.95

 -0.14 -0.1387 0.93

 0.32 0.3206 0.18

Case 2

 0.84 0.8383 0.20

 -0.33 -0.3329 0.88

 0.27 0.2751 1.88

Case 3

 1.14 1.1304 0.84

 -0.53 -0.5407 2.02

 0.58 0.5973 2.98

Case 4

 1.8 1.7771 1.27

 -0.8 -0.793 0.87

 0.5 0.5032 0.64

Case 5

 2.0 2.0166 0.83

 -1.0 -0.9872 1.28

 0.4 0.3990 0.25

Table 2 Relative errors in estimating hyperelastic 

material properties

Fig. 7 Flow chart of the estimation process of 

hyperelastic material properties

수를 도입하여 다항식으로 근사하였고, 이 다항식과 임의로 

가정한 , 으로부터 곡선을 회귀해 새로운 , 

을 반복 계산하는 방법을 제안하였다. 하지만 본 연구에서

는 이와 같은 복잡한 변환 근사와 반복계산 과정없이 압입자의 

′′곡선을 직접 , , 의 근사식으로 표현하여 간단

하게 물성치를 구하는 방법을 제안하고자 한다.

위의 무차원 ′′곡선의 계수 , , 와 초탄성 물성치 

, , 사이의 관계식을 얻기 위해 회귀식을 구성하여 

계산을 수행한 결과 정확도를 위해서는 3차 이상의 곱으로 

표현된 회귀식이 필요하다고 판단하였다. 따라서 본 연구에서는 

계수 , , 에 대하여 다음과 같이 3차항의 곱으로 이루

어진 회귀식으로 구성하였다.

   















 

 
 (5)

   















 

 
 (6)

   















 

 
 (7)

여기서,   는 , , 를 변수로 가지고 각각 , 

, 를 나타내는 함수이고, , , 는 각 함수에서 

항의 계수를 의미한다.

앞에서 설명한 294개의 유한요소해석에서 얻은 전체 데이

터에 최소자승법을 사용하면 위 회귀식의 계수 , , 

를 구할 수 있고 식 (5)~(7)의 3개 근사식을 얻게 된다.

4. 초탄성 재료의 물성치 평가

4.1 물성치 평가 과정

Fig. 7은 본 연구에서 제시한 단순한 초탄성 재료 물성치 

평가 방법의 흐름도를 보여주고 있다. 먼저 가 0.1에서 반

력 를 획득한 뒤 식 (1)에 대입하여 물성치 를 계

산한다. 다음으로 가 1.0 일 때의 압입 시험 반력-변위 

데이터를 식 (4)의 ′′곡선으로 근사하여 , , 를 

결정한다. 앞에서 얻은 와 , , 를 식 (5)~(7)에 

대입하고 Newton-Raphson 방법으로 비선형 연립방정식을 

풀어서 나머지 2개의 물성치 , 를 구하게 된다.

4.2 검증 결과

임의의 초탄성 재료 물성치를 가지는 유한요소해석 모델에 

대해 압입시험의 해석을 수행하고 얻은 압입자 반력-변위로부터 

본 연구에서 제안한 방법을 사용하여 초탄성 재료 물성치를 평가

하였다. 평가된 초탄성 재료 물성치와 오차를 Table 2에 보여

주고 있다. 여기서 적용한 물성치는 Table 1의 물성치 범위 

안에 포함되는 5가지 새로운 초탄성 재료를 적용하였으며 

물성치 평가결과 모두 상대 오차 3%이내의 낮은 오차를 

보여 주었다. 본 연구에서는 Table 1의 물성치 범위 이내의 

다양한 초탄성 재료를 평가하였으며, 대부분 우수한 물성치 

평가가 수행되었다. 하지만 Table 1을 벗어나는 물성치에 대

하여는 오차가 커지는 결과를 얻었는데, 초탄성 재료 물성치 

데이터를 구축한 범위 이내에서는 본 연구에서 제시하는 방법이 

유효하다는 것을 알 수 있었다.
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5. 결    론

본 논문에서는 압입시험을 이용해 초탄성 재료 물성치를 

평가하는 단순한 방법을 개발하였고 수치적으로 검증하였다. 

일정 범위 내에서 초탄성 재료 물성치를 변화시키면서 압입

시험에 대한 유한요소해석을 수행하고 압입자 반력-변위 데이

터를 획득하였다. 여기서 구축된 데이터를 이용하여 초탄성 재료 

물성치를 예측하는 회귀식을 개발하였으며, 임의의 초탄성 

재료에 대하여 본 연구의 방법을 적용하고 오차를 계산하였다. 

초탄성 재료 물성치 평가는 압입시험 데이터를 구축하기 위하여 

적용한 물성치 범위 이내에서는 상당히 우수한 결과를 보여 

주었다. 초탄성 물성치 평가에서 데이터 구축 영역을 분리하여 

구축하고 재료 특성에 따라 다른 데이터 영역을 사용한다면 보다 

개선된 방법이 될 수 있을 것으로 기대된다.
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요  지

본 논문에서는 압입시험을 통해서 초탄성 재료 물성치를 평가하는 간단한 방법을 제시하였다. 초탄성 재료 모델 중, 3개의 

물성치(  )를 가지는 Yeoh 모델을 선택하여 주연신률로 표현되는 변형률 에너지 밀도를 적용하였다. Yeoh 물성치를 

변화시키며, 구형 압입시험 유한요소해석을 수행하여 압입자 반력-변위 곡선을 획득하였다. 압입자 반력-변위 곡선을 3차 

다항식으로 근사하였고, 이 다항식을 물성치(  )의 3차 곱으로 근사된 3차 다항식으로 표현하였다. 압입자 반력-변위 

곡선 근사를 위해 회귀분석을 진행하여 수식들의 계수를 결정하였으며, 이 회귀식을 이용하여 초탄성 재료의 물성치를 평가

하였다. 초탄성 재료 물성치 평가를 수행하고 오차를 비교하여 유효성을 보여 주었다.

핵심용어 : 압입시험, 초탄성 재료, 유한요소해석, 회귀 분석


