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Abstract

Difference equation is useful for control algorithm in the microprocessor. To approximate a derivative values from

sampled data, it is used the methods of forward, backward and central differences. The key of computing discrete

derivative values is the finite difference coefficient. The focus of this paper is a new approach method of finite difference

formula. And we apply the proposed method to the recursive least squares(RLS) algorithm.

요 약

마이크로프로세서를 이용한 제어알고리즘 구현에서 차분방정식이 매우 유용하게 사용된다. 샘플링 데이터로부터 미분 값

을 추정하기 위해 전향, 후향 및 중심 차분 방식이 사용되어왔다. 차분 값을 계산하기 위해서는 차분계수가 매우 중요하다.

본 논문에서는 유한 차분 계수를 계산하기 위한 새로운 방식을 제시하고자 한다. 제안된 방식의 유효성을 입증하기 위해

RLS 알고리즘을 적용한 파라미터 추정에 대하여 적용하였다.
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Ⅰ. 서론

마이크로 컨트롤러의 사용이 보편화되고 고성능

화됨에 따라 새롭고 지능적인 제어 전략을 개발 및

구현할 수 있게 되었다. 마이크로 컨트롤러를 사용

하는 제어는 AD변환, 제어 알고리즘, PWM 등의

과정으로 구성된다.

디지털 제어에서는 A/D를 사용하며 연속시간 데

이터를 이산시간으로 변환된다. 또한 미분방정식을

이산시간에 적용하기 위해 차분방정식으로 변환한

다. 변환 방법은 전향, 후향 및 중앙 방식 등이 사

용된다. 이러한 변환 과정은 오차를 수반하며, 오차

를 감소시키기 위해서 A/D 샘플링 주파수를 높이

는 방법이 일반적으로 적용된다. 하지만 고속 샘플

링은 전 값과 현재 값의 차분 값이 줄어들게 된다.

이는 제한된 A/D 분해능을 고려할 때 양자화 오차

가 차분 값에 주는 영향이 커지게 되므로 적절한

샘플링 주기가 선정되어야 한다.

제어 알고리즘에서 미분값을 필요로 하는 경우

A/D 샘플링 데이터에서 차분 값을 계산하는 방법

으로 근사하여 사용한다. 차분 값의 계산방법은 전

향, 후향 및 중앙 방식에 많이 사용되고 있으며, 사

용되는 데이터 수, 미분 차수 및 적용방식에 따른

각각의 변환 계수가 제공되고 있다[1][2]][3].
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본 논문에서는 변환계수를 쉽게 유도할 수 있는

방법을 제시하고, 1차 차분값을 이용하여 고차 차

분값을 계산하는 방법 및 결과를 제시한다.

파라미터 추정 알고리즘으로 RLS(recursive least

squares) 기법이 많이 사용된다[4][5]. RLS 알고리즘

에서 시스템 모델을 이산방정식으로 표현하여 많

이 적용한다. 하지만 추정 결과는 이산 모델의 파

라미터이므로 결과를 회로 설계 등에 직접 적용하

는 것은 어렵다.

본 논문에서 시스템 상태방정식의 미분값을 안다

고 가정하고, 선형 방정식을 이용하여 RLS 기법을

적용함으로써 회로의 파라미터가 직접 추정되는

것을 모의실험으로 확인하였다[5].

Ⅱ. 샘플링 데이터 개수 별 미분값 유도

1. 2차 샘플링 적용

데이터( )를 이용한 차분값은 식(1)과 같으며,

결과 값은 샘플 시간 0.5에 근접한 차분값( )이

다. 샘플시간 0.5에서 차분값( )과 미분값( )의

오차()는 식(2)와 같다.

     (1)

     (2)

2개의 샘플 데이터로는 시간 0, 1에 해당하는 미

분값(
)을 계산할 수 없다.

2. 3차 샘플링 적용

데이터(  )가 3개인 경우 차분값( 
 )

은 식(3)와 같다.

      

      

(3)

식(3)의 차분값  ,  의 변화량을 
로 정의

하고, 이는 식(4)와 같다. 식(4)는 이차 미분값이 아

니므로 샘플링 시간()을 적용하지 않는다.


     (4)

식(4)의 절반(
)을 식(3)에 대입하면  에

대한 미분 추정값은 식(5)와 같다.

≈
  


≈

  
   


≈ 



(5)

식(5)을 샘플 데이터(  )에 대해 변환하면

차분값()은 식(6)와 같다.

≈
   

≈
  

≈
   

(6)

위의 과정을 고차 샘플링 계산에 적용하기 위해

편의상 다음과 같이 치환한다. 식(3)의 차분값( ,

 )은 대문자(B, D, …)으로 치환하고, 계산의 목

적으로 하는 차분값(,
,

)은 소문자(a, c, e …)

로 치환한다.

샘플링 간격 1에 대하여 식(3)과 식(4)는 표 1과

같이 정리되고, 차분값의 변화량은 
  이다.

2차 차분값은 ≈
이고, 고차 미분값은 3장에

서 정리하였다.

샘플링 간격을 0.5라고 가정하면 이에 대한 차분

의 변화량(
 )은 표 2로 정리된다. 표 1과 2에서

차분의 변화량의 관계는 식(7)과 같다.


  

 
 (7)

Table 1. Difference value at 3 sampled data(N).

표 1. 샘플 데이터 3개의 차분값(N)

Data  
  





  
 




 
  

     






표 2와 식(7)에서 
  

 의 분배에 대한 정보가

없으며, 이를 동일 간격으로 가정하면 
≃

 ≃


이다. 3차 샘플링에서는 이에 따른 오차를 포함하

게 된다. 4차 샘플링에서는 2차 차분값의 분배에

대한 정보값으로   
 

 를 가지고 있어 오차

를 감소시킬 수 있다. 위 가정을 확장하여 샘플링

시간 에 대한 각 차분이 동일한 값을 가지고

가정하면 식(8)과 같다.
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Table 3. Difference value at 4 sampled data(N).

표 3. 샘플 데이터 4개의 차분값(N)

 
 







 
  

 
  

 
  





Table 4. Difference value at 4 sampled data(n).

표 4. 샘플 데이터 4개의 차분값(n)

 
 

  

  



   



   



   



    



    



   

 ≃ ≃ ≃ ≃ (8)

Table 2. Difference value at 3 sampled data(n).

표 2. 샘플 데이터 3개의 차분값(n)

     
  



≈ 


  

≈ 


  

≈


  

≈ 


  

≈ 

표 2와 식(8)을 이용하면 식(9)로 정리된다.

   
  
  
   

(9)

식(9)을 정리하면 식(10)과 같다. 식(10)는 식(6)

과 동일하다.

≈      

≈      
≈      

(10)

3. 4차 샘플링 적용

데이터(   )가 4개인 경우 3차 차분(
 )

까지 계산될 수 있으며, 샘플링 시간 1에 대한 해석

은 표 3과 샘플링 시간 0.5에 대한 해석은 표 4와

같다.

표 3와 표 4의 관계는 식(11)과 같다.


   (11)

표 4와 식(11)을 이용하면 식(12)와 같다.

   
  
   
   
   

(12)

식(12)를 정리하면 식(13)과 같다.

  ≈     
  ≈      
  ≈        
  ≈     

(13)

4. 4차 샘플링 차분값의 오차 보정

표 3에서 샘플 0.5에서 차분값은    로 계산

된다. 식(13)에서 계산된 차분값(,
)의 평균값

( )은 식(14)과 같다.

     
 (14)
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식(14)의 평균값( )과 표 3의 차분값(   )

의 차이는 식(15)와 같다.

       (15)

식(15)와 식(2)의 오차()는 약 1/3의 관계를 가

지고 있다. 오차 보정 값은 식(16)과 같다.

  


·  (16)

식(16)의 오차 보정값을 추정한 차분( )에 대입

하면 미분값( )을 계산할 수 있다. 이는 식(17)와

같다.

         (17)

식(17)를 확장하여 식(13)에 적용하면 식(18)과

같다.

    
   
 
    
    

(18)

식(13)를 식(18)에 대입하면 각 샘플링 시간에 대

한 미분값은 식(19)과 같다.

   
   
   
    
    
    
    

(19)

식(19)를 샘플링 데이터로 정리하면 결과는 식

(20)과 같다.

      
      

      
      

        
       
       

(20)

현재 마이크로프로세서는 12bit 내장 A/D를 많

이 사용하고 있으며, 샘플링 주파수를 증가시켜 미

분 오차를 감소시키는 방법이 많이 사용된다.

하지만 샘플링 시간이 작은 경우 차분값(   )

을 감소시키며 따라서 제한된 bit를 가진 A/D 변환

기의 양자화 오차의 영향이 매우 커지게 된다.

만일, 샘플링 시간이 큰 경우 차분값과 실제 미분

값의 계산 오차가 증가한다. 따라서 식(14)의 차분

평균값 역시 증가하게 된다. 하지만 이러한 문제는

식(16)의 오차 보정을 시행함으로써 식(17)로 계산

된 미분값의 오차는 감소하게 된다.

프로그램에서 샘플된 A/D값은 노이즈를 포함하

고 있으며 차분 또는 미분 계산시 노이즈분이 증폭

되게 된다. 따라서 이러한 결과가 제어출력에 주는

영향을 최소화하기 위해서 필터 및 최대치를 제한

하고, 물리량으로 변화하기 위해 스케일링을 수행

한다. 이러한 연산 작업은 제어 1 사이클에서 수행

되며, 차분값   …을 각각 계산하고 버퍼에

저장한다. 이후 저장된 차분값을 식(19)에 적용하

여 미분값을 계산하는 방식으로 연산량을 최적화

할 수 있다.

5. 5차 샘플링 적용

데이터(    )가 5개인 경우 4차 차분

(
 )까지 계산될 수 있으며, 샘플링 시간 1()에

대한 해석은 표 5과 샘플링 시간 0.5()에 대한 해

석은 표 6와 같다.

표 5와 표 6의 관계는 식(21)과 같다.

   (21)

Table 5. Difference value at 5 sampled data(N).

표 5. 샘플 데이터 5개의 차분값(N)
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Table 6. Difference value at 5 sampled data(n).

표 6. 샘플 데이터 5개의 차분값(n)

 
 

 
  





 

 

 

 

  

   

  

  

 

 

 

 

 





표 6과 식(21)을 이용하면 식(22)와 같다.

   
   
   
    
    
    

(22)

식(22)를 풀면 식(23)과 같다.

   
      
      
      
    

(23)

식(23)을 오차 보정을 결합하면 식(24)과 같다.

    
   
  
   
    
   
  

(24)

식(23)을 식(24)에 대입하면 식(25)와 같다.

  
    
    
     
    
       
     
      
    

(25)

식(25)를 샘플링 데이터로 정리하면 식(26)과 같다.

      
        

        

        

        
        
        
         
        

(26)

6. 6차 샘플링 적용

데이터(     )에 대한 해석은 표 7, 8

과 같다.

표 7와 표 8의 관계는 식(27)과 같다.

  
 (27)

Table 7. Difference value at 6 sampled data(N).

표 7. 샘플 데이터 6개의 차분값(N)
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표 8과 식(27)을 이용하면 식(28)와 같다.

    
    
    
      
    
   
  

(28)

Table 8. Difference value at 6 sampled data(n).

표 8. 샘플 데이터 6개의 차분값(n)

 
 

 
 

  





 

 

  

  

  

  

   

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 





식(28)를 연립하여 풀면 식(29)과 같다.

   
    
     
     
     
    

(29)

식(29)을 오차 보정을 결합하면 식(30)과 같다.

    
   
  
    
    
     
  
   
   

(30)

식(29)을 식(30)에 대입하면 식(31)와 같다.

   
  
   
     
     
     
    
    
     
    
   

(31)

식(31)를 샘플링 데이터로 정리하면 식(32)과 같다.


  











 

 
 

 
 





 


 

 
 

 



  

 
 

 
 

 



  

 
 

 
 

 



  

 
 

 
 

 



 


 

 


  


 

 
 

 



 


 

 
 

 



 







 


(32)

Ⅲ. 고차 미분값 계산 및 발생 오차

1. 고차 미분값 계산

고차 미분값을 계산하기 위해서 계산된 1차 미분

값을 다시 적용하면 고차 미분값을 계산할 수 있

다. 2절의 결과와 고차미분값을 계산하기 위한 계

수를 정리하면 표 9, 10, 11과 같다.

(822)
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Table 9. Finite difference coefficients at 4 data.

표 9. 데이터 4개 적용시 차분 변환 계수


  

 


       

 2 -9 18 -11 -1 4 -5 2

 -1 6 -3 -2 0 1 -2 1

 2 3 -6 1 1 -2 1 0

 11 -18 9 -2 2 -5 4 -1


 









Table 10. Finite difference coefficients at 5 data.

표 10. 데이터 5개 적용시 차분 변환 계수


  

  


         

 -3 16 -36 48 -25 11 -56 114 -104 35

 1 -6 18 -10 -3 -1 4 6 -20 11

 -1 8 0 -8 1 -1 16 -30 16 -1

 3 10 -18 6 -1 11 -20 6 4 -1

 25 -48 36 -16 3 35 -104 114 -56 11


 



 -3 14 -24 18 -5

 -1 6 -12 10 -3

 1 -2 0 2 -1

 3 -10 12 -6 1

 5 -18 24 -14 3


 










Table 11. Finite difference coefficients at 6 data.

표 11. 데이터 6개 적용시 차분 변환 계수


  

  


           

 19 -119 318 -478 479 -21 -10 61 -156 214 -154 45

 -5 33 -98 194 -105 -19 1 -6 14 -4 -15 10

 3 -23 94 -30 -49 5 0 -1 16 -30 16 -1

 -5 49 30 -94 23 -3 -1 16 -30 16 -1 0

 19 105 -194 98 -33 5 10 -15 -4 14 -6 1

 219 -479 478 -318 119 -19 45 -154 214 -156 61 -10


 

 
 



 7 -41 98 -118 71 -17 -2 11 -24 26 -14 3

 1 -7 22 -34 25 -7 -1 6 -14 16 -9 2

 -1 7 -14 10 -1 -1 0 1 -4 6 -4 1

 1 1 -10 14 -7 1 1 -4 6 -4 1 0

 7 -25 34 -22 7 -1 2 -9 16 -14 6 -1

 17 -71 118 -98 41 -7 3 -14 26 -24 11 -2


 












2. 발생 오차

표 9, 10, 11의 결과와 실제 미분값의 오차 검증

하기 위해서 모의실험을 진행하였다. 사용한 함수

는   sin으로  의 특징을 가진다. 정현

파 1주기의 샘플 수는 20개를 기준으로 수행하였고

양자화 오차는 무시하였다.

Fig. 1. Difference error at 3 data.

그림 1. 데이터 3개 적용시 미분오차

Fig. 2. Difference error at 4 data.

그림 2. 데이터 4개 적용시 미분오차

Fig. 3. Difference error at 5 data.

그림 3. 데이터 5개 적용시 미분오차

Fig. 4. Difference error at 6 data.

그림 4. 데이터 6개 적용시 미분오차
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Table 12. Max error of finite difference[±%].

표 12. 차분 변환 계수 적용시 최대 오차

     

3
 3.2 1.6 3.2

 30.6 0.8 30.6

4

 0.77 0.25

 8.9 0.8 0.8 8.9

 1.21

5

 0.19 0.05 0.03 0.05 0.19

 2.5 0.25 0.01 0.25 2.5

 16.8 2.5 2.44 2.5 16.8

 1.63

6

 0.05 0.01 0.005 0.005 0.01 0.05

 0.73 0.07 0.011 0.011 0.07 0.73

 5.7 0.38 0.38 0.38 0.38 5.7

 27.1 8.08 1.63 1.63 8.08 27.1

 2.0

그림 1, 2, 3, 4 및 표 12에서 샘플 데이터 시작

및 끝에 해당하는 차분값은 가장 큰 오차가 발생하

고 있다. 이는 전향 및 후향 차분 방식에 해당하므

로 정밀한 수치를 요구하는 응용분야에서는 이를

고려하여야 한다. 데이터 4개를 사용한 차분값은

오차 보정이 적용된 결과이므로 데이터 3개를 이용

한 결과에 비해 크게 감소하게 된다.

Ⅳ. RLS 알고리즘

파라미터 추정 알고리즘 RLS은 식(33)과 같다.

RLS 알고리즘은 선형방정식에 적용될 수 있으나,

데이터 셈플링 과정에서 정확한 미분값을 알 수 없

으므로 선형방정식을 이산 방정식으로 변환하여

많이 적용된다[4].[5]. 하지만 이산치 추정 결과가 도

출되므로 회로 설계에 활용하기 어려운 단점을 가

진다.

  

 
  

 


   



  


(33)

본 논문에서는 식(33)에 미분값을 안다고 가정하

고 미분값을 직접 적용하는 경우 추정된 파라미터

가 시스템 방정식의 파라미터로 출력됨을 모의 실

험을 통해 확인하였다. 적용한 시스템은 Buck컨버

터이며 그림 5와 같다.

Fig. 5. Buck Converter circuit.

그림 5. 벅 컨버터 회로

그림 5에서 벅 컨버터가 인덕터 연속 구간에서

동작한다고 가정하고, 출력 필터부분을 파라미터

추정하고자 한다. 벅 컨버터의 상태방정식은 식(34)

와 같다.




 





















  












 




















∈ (34)

식(34)를 식(33)에 적용하면 식(35)와 같다.
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,   
 (35)

모의실험에서 사용한 파라미터는   ,   

Ω,   ,   Ω,   이다.

Fig. 6. Simulation result of RLS.

그림 6. RLS 알고리즘 적용 모의실험 결과

(824)



New approach method of finite difference formulas for control algorithm 75

그림 6의 모의 실험 통하여 시스템 파라미터()가

추정되고 있음을 보여준다. 추정된 시스템 파라미

터를 이용하여 회로 소자 값을 예측할 수 있다.

Ⅴ. 결론

본 논문에서 샘플링 데이터를 이용하여 미분 값

을 추정하는 방법에 대하여 제시하였다. 1차 미분

값의 경우 데이터 수가 3～5개 까지 전향, 후향, 중

앙 차분방정식과 동일한 결과를 가지며, 6개는 유

사한 결과를 가졌다. 고차 미분값의 추정을 위한

변환 계수에 대한 결과를 표 12에 제시하였다. 고

차 미분값의 변환 계수는 기존에 알려져 있는 값과

유사하였다.

본 논문에서는 전향, 후향, 중앙 방식에서 제공하

는 변환 계수 외에도 각 샘플링 데이터 및 중간값

()에 대한 변환계수를 계산하고 결과를 제시하

였다.

RLS 알고리즘의 적용시 선형방정식을 적용하는

경우 회로 파라미터를 직접 추정할 수 있는 장점이

있음을 보였다[4].
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