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Abstract

We present a time-frequency analysis algorithm based on the multitaper method and the state-space frameworks. In

general, time-frequency representations have a trade-off between the time duration and the spectral bandwidth by the

uncertainty principle. To optimize the trade-off problems, the short-time Fourier transform and wavelet based algorithms

have been developed. Alternatively, the authors proposed the state-space frameworks based on the multitaper method in

the previous work. In this paper, we develop a real-time algorithm to estimate variances and spectrum using the

state-space framework. We test our algorithm in spectral analysis of simulated data.

요 약

본 연구에서는 multitaper 기반의 스펙트럼 추정기법과 상태-공간 모델링 기반의 변수 추정 기법을 통합한 시간-주파수

분석 알고리즘을 제안한다. 일반적으로 시간-주파수 분석에는 불확실성 원리에 의해 시간 해상도와 주파수 해상도 사이에

트레이드오프 문제가 발생한다. 트레이드오프 문제를 최적화하기 위해서 short-time Fourier transform(STFT)와 wavelet

기반의 알고리즘들이 제안되었다. 본 논문의 저자는 다른 대안으로 상태-공간 프레임워크를 기반으로 한 새로운 multitaper

스펙트럼 추정 방법을 제안하였다. 그러나 기존의 방법은 스펙트럼이 시간에 따라 변하지 않는 경우에 잘 동작하지만,

dynamic하게 변할 경우 제대로 추정하지 못하는 문제점이 있다. 그래서 본 논문에서는 상태-공간 모델에 사용되는 상태 노

이즈와 관찰 노이즈를 주기적으로 업데이트 하는 방법을 제안하고자 한다. 우리는 제안 알고리즘을 시뮬레이션 데이터를 사

용하여 테스트 하였고, 시간에 따라 변하는 스펙트럼에 대해서도 잘 동작하는 것을 확인하였다.
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Ⅰ. 서론

스펙트럼 분석은 시계열(time series) 데이터로부터

의미 있는 정보를 추출하기 위한 매우 중요한 기술

이다. 특히 뇌파(electroencephalogram, EEG)는 비

침습적으로 획득할 수 있는 뇌신호로서, 뇌의 발달

과 기능에 대한 중요한 정보를 제공하기 때문에 뇌

과학 및 뇌공학 분야에서 활발하게 연구에 이용되

고 있다[1]. 뇌파는 최근에는 마취분야에서 뇌파를

통해 마취제에 의한 뇌의 상태 변화를 분석하는 연

구가 활발하게 진행되었고, 무의식-각성을 구분하
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는 중요한 표식을 뇌파로부터 발견하는 성과를 거

두었다[2]. 뇌파 분석에는 다양한 기법이 활용되지

만, 뇌의 기능적 동작과 뇌파의 주파수 특성이 매

우 밀접한 상관관계를 가지는 것이 밝혀지고 있어

서, 뇌파의 주파수 특성인 스펙트럼 분석이 주로

사용되고 있다.

신호의 스펙트럼을 추정하는 기법은 매우 고전적

인 수학의 한 연구 분야이고, 기본적으로 신호가

정상(stationary) 상태라는 가정을 사용하고 있다.

일반적으로는 Fourier 기법을 기반으로 한 multitaper

(MT) 스펙트럼 추정 기법이 간단하면서도 잡음이

적기 때문에 스펙트럼 분석에 가장 많이 활용되고

있다[3], [4]. 그러나 우리가 사용하는 대다수의 신

호는 비정상(non-stationary) 신호이기 때문에, 스

펙트럼이 시간에 따라 매우 천천히 변한다고 가정

하고 sliding window 기법을 사용하여 스펙트럼

추정을 하고 있다. 즉, 신호를 짧은 길이를 갖는 여

러 개의 신호로 중첩되게 나누고, 각 짧은 신호는

정상상태라고 가정한 후 Fourier 및 Wavelet 기법

을 사용하여 스펙트럼을 추정하고 있고, MT 기법

을 적용하여 스펙트럼을 추정하는 것이 잡음 최소

화에 최적화 된 것으로 보고되었다[4]. 이런 방법으

로 시간에 따른 스펙트럼 변화를 분석할 수 있게

되는 것이다.

하지만, 슬라이딩 윈도우(sliding window)를 적용

하여 스펙트럼을 추정하게 되면 각 구간(window)

안에 있는 데이터들 간의 상호연관성을 무시하고

구간 내에 있는 데이터만을 사용한 독립적인 추정

결과가 도출되는 문제가 있다[5]. 이러한 문제를 해

결하기 위해 각 구간에서 추정되는 값이 서로 연관

성을 갖도록 상태-공간(state-space) 모델을 개발하

여 이를 기반으로 추정하는 기법이 제안되었다[5].

본 논문에서는 상태-공간 모델을 기반으로 스펙

트럼을 추정하는 알고리즘의 전개과정을 상세하게

소개하고, 기존 방법의 문제점을 제기하고, 성능을

개선하기 위한 새로운 방법을 제안하고자 한다. 기

존의 상태-공간 모델 기반의 알고리즘들은 칼만

필터에서의 분산 변수를 이미 알고 있다고 가정하

거나 알고리즘을 시작하기 전에 5분 정도의 데이터를

사용하여 기댓값 최대화 알고리즘(EM：expectation-

maximization)을 구동하여 미리 분산변수를 추정

하여 사용하도록 되어 있다[5]. 하지만 이렇게 되면

신호의 스펙트럼이 시간에 따라 변하는 경우 처음

에 추정한 분산 값이 더 이상 의미가 없어지게 된

다. 그래서 본 논문에서는 뇌의 상태에 따라 스펙

트럼의 특성이 크게 변하는 뇌파 신호에도 사용할

있도록 하기 위해 분산 변수를 주기적으로 업데이

트 하는 알고리즘을 개발하였다. 매 1분마다 지난

1분 동안의 데이터를 사용하여 분산을 계산하여 업

데이트 되도록 하여, 실시간으로 스펙트럼을 추정

한 결과 값을 화면에 보여주는 의료기기 시스템에

서도 사용할 수 있도록 하였다. 본론에서는 기존의

상태-공간 모델 기반의 알고리즘을 소개하고, 새롭

게 개발된 분산 추정 및 업데이트 기법을 제안한

다. 그리고 마취상태에서 획득된 뇌파 스펙트럼을

자기회귀(autoregressive, AR) 신호로 모델링하여

발생시킨 시계열 신호에 제안된 알고리즘을 적용

하였다. 실험결과를 통해 개발된 알고리즘이 시간

에 따라 변화하고 있는 뇌파의 변화를 잘 추정하는

것을 확인할 수 있었다.

Ⅱ. 본론

1. 상태-공간 모델 기반 스펙트럼 추정

먼저 연속 실수 신호를 (Hz)로 샘플링 하여 관

찰 이산 신호 를 생성하였다. 그리고 이 신호는

다음과 같이 원래 신호 에 가우시안 노이즈 가

첨가되어 생성되었다고 가정하자.

     (1)

여기서 가 원래신호이고 지역적으로 정상신호

특성을 갖는다고 가정한다. 즉, 신호의 스펙트럼이

매우 느리게 변화하는 신호이다. 는 평균이 0이고

분산 
을 갖는 가우시안 노이즈이다. t = 1,2,...,T

로 정의한다. 신호에 길이가 J인 window를 중첩

없이 적용하여 길이가 J이고 k번째 관측 벡터 를

다음과 같이 표현할 수 있다.

        (2)

여기서 는  × 행렬이고, 번째 성분을

  exp 로 정의한다. 이때,

   이고,    이다. 는  × 가우시안

노이즈 벡터이고,  × 공분산 행렬은 
을 가지는

대각 행렬 
 이다. 그리고   ′
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는  주파수에서의 주파수 성분 값을 의미하고 성

분 값은 복소수이다. 또한,    로 정의

한다. 여기서 j=1,2,...,J이고 l=1,2,...,J 이다.

식 (2)로 주어진 신호의 벡터 모델에 MT 기법을

적용하기 위해서 우리는 m 번째 Slepian 테이퍼

(taper) 함수를  로 정의한다. 총 개의 테이퍼를

사용한다고 가정하자. 식 (2)의 좌변에 테이퍼를 곱

하고 이산 푸리에 함수 ()를 적용하면, 다음의 성

질을 만족하게 된다.


  

 (3)


은 의 신호에 m번째 테이퍼를 적용한 함수

이고 여기서    이 만족된다. 식 (3)을 식 (2)

에 적용하기 위해, 이산 푸리에 변환을 식 (2) 양변

에 적용하면, 다음의 식을 얻을 수 있다.


  

  
 (4)


는 원래 신호에 m번째 테이퍼를 적용한 신호

의 주파수 성분을 의미한다. 이산 푸리에 변환을

적용한 주파수 성분에 위 첨자로 F를 표시하여 식

(4)를 다음과 같이 표현한다.


  

  
 (5)

식(5)가 상태-공간 모델의 관찰 (observation) 모

델이 된다. 여기서 
는 복소수 가우시안 랜덤 벡

터이고, 공분산 행렬은 
이고, 

  
  






의 관계가 성립한다. MT 방법의 스펙트럼은 다음

과 같이 주어진다.


   

  






 (6)

그리고 현재 주파수 성분은 이전 구간에서의 주

파수 성분과 무작위 보행(random walk) 관계를 가

진다고 가정하고 다음과 같이 정의한다.


  

  
 (7)

여기서    이고, 
는 평균이 0인 가우시

안 벡터이고  × 공분산 행렬이 
을 갖는다

고 가정한다. 이때,    이다. 식 (7)이 상태-

공간 모델의 state 모델이 된다.

식 (5)와 식 (7)을 상태-공간 모델로 두고 베이지

안 추정 기법을 사용하면 다음과 같은 칼만 필터

알고리즘을 유도할 수 있다[5]. 주어진 구간 에서

의 식은 다음과 같다.


   

  


  

  
 


   

 

 
 

  
  


  

 
 

  ,    및   로 주어지고,

Kalman gain은 다음과 같다.


  

  
 

 (9)

표기법 는 번째 window까지 관측된 이전의

모든 데이터로 번째 window의 값을 추정한 것을

나타낸다. 번째 칼만 필터 추정 값이 주어지면 

에서의 주파수 에서의 스펙트럼 추정치는 다음

과 같다.


   

  




 

 (10)

여기서 SS-MT는 state-space multitaper를 의미

한다. 기존의 MT 방법에서는 식(6)과 같이 현재의

관찰 값만 사용하는 반면에, SS-MT 기법은 기존

의 MT 기법과 달리 이전의 데이터와의 상관관계

를 고려하여 데이터의 변화 양상을 잘 반영하게 되

고, 추가적인 측정 노이즈를 획기적으로 제거하는

장점을 가진다.

이러한 차이는 Kalman gain에 의해서 발생하게

되는데, Kalman gain은 추정시스템이 현재 관찰

값과 추정 값 중에 어떤 값에 더 큰 가중치를 둘

것인지를 결정하게 된다[5]. Kalman gain이 1에 가

까워지면, 현재 관찰 값을 더 신뢰하는 것을 의미

하게 되어 관찰 값에 더 큰 가중치를 두게 된다. 반

면에, Kalman gain이 0에 가까워지면, 추정 값을

더 신뢰하고 더 큰 가중치를 두게 된다. 따라서,

MT 방법은 SS-MT 기법에서 항상 Kalman gain

이 1인 경우와 같은 결과가 된다.
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Fig 1. Pseudocode of the proposed algorithm.

그림 1. 제안 알고리즘 의사코드(pseudocode)

2. 상태 노이즈 분산 추정

기존의 SS-MT 기법에서는 식 (8b)와 식 (9)에

서 사용된 상태노이즈 분산 
과 관찰노이즈 분

산 
을 알고 있다고 가정하고 있거나, 알고리즘

을 시작하기 전에 미리 구해놓게 된다. 기존의 논

문에서는 처음 5분의 데이터를 기반으로 EM 알고

리즘을 구동하여 다음과 같이 분산 변수를 미리 계

산하였다[5].


 



  



 


(11)


 




  




  

 



 
(12)

이때, ∙은 실수를 취하는 함수이고, 각 변수

는 다음과 같이 정의된다.

      
 

    
   

  ,

   
    

 

데이터 시작 부분의 데이터를 사용하여 EM 기법

으로 계산된 식 (11)과 식 (12)가 수렴할 때까지 반

복하여 최종 분산 변수를 추정하게 된다. 이렇게

추정된 분산 값을 사용하여 SS-MT 기법을 적용

하고 스펙트럼을 계산하게 된다. 하지만 이렇게 하

면, 분산 변수가 초기에 추정된 상태로 고정되기

때문에, 뇌의 상태에 따라 다변하는 뇌파 스펙트럼

을 실시간으로 추정할 수 없는 문제가 발생한다.

이러한 문제를 개선하기 위해서, 기존의 논문에서

는 뇌파에서 변화가 발생하는 구간을 미리 설정하

고 그 구간에 대해서 따로 EM 알고리즘을 적용하

여 분산 변수를 각 구간별로 계산하는 과정을 추가

하였다[5]. 그러나 이런 방식은 이미 어떤 시점에

뇌파 데이터에 변화가 발생하는지 알고 있어야 하

기 때문에, 실시간으로 입력되는 데이터를 지연 없

이 처리하여 결과를 모니터링 하는 시스템에는 적

용할 수 없는 단점이 있다.

따라서, 본 논문에서는 실시간 데이터 처리를 위

해 분산을 현재까지 입력되고 있는 데이터만을 이

용하여 추정하고 그 변수를 사용하여 실시간으로

SS-MT 알고리즘을 구동하는 방안을 제안하고자

한다. 일반적으로 뇌파의 변화 특성을 알 수 없기

때문에 매 주기 분마다 EM 알고리즘을 사용하여

뇌파의 분산 변수를 주기적으로 추정한 후, 이를

사용하여 SS-MT 기반 스펙트럼을 계산하는 것이

기본 아이디어 이다. 그러나 한 주기 동안 입력된

데이터만으로 분산 변수를 추정하게 되면 그 이전

데이터들과의 관련성을 무시하게 되어 잡음의 유

무에 따라 추정된 값이 크게 변동하는 문제가 발생

하게 된다. 이러한 문제를 해결하기 위해서 현재의

분산 변수와 이전의 분산 변수들과의 상관관계를

만들어 주기 위해 지수이동평균(exponential moving

average)을 취하여 다음과 같이 시간에 따른 평활

(smoothing) 기법을 구현하였다.
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여기서 
과 

는 매 주기마다 EM에 의해 추

정된 값을 의미하고, 은  분씩 번째 주기를 의

미하고, 는 0과 1 사이 실수로 이전 추정 값에 가

중치를 얼마나 줄 것인지를 결정하게 된다. 가 1

에 가까울수록 이전 값에 큰 가중치를 주게 되고, 0

에 가까울수록 현재 추정 값에 더 큰 가중치를 주
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Fig. 2. Spectrogram comparisons of the proposed algorithm and original multitpaer method:

(A) Original multitaper method (B) Adaptive state-space multitaper method

그림 2. 제안 알고리즘 성능 테스트 (AR 신호 사용)

(A) 기존의 multitaper로 추정된 spectrogram (B) 제안된 방법으로 추정한 spectrogram

게 된다. 신호가 정상(stationary) 상태이면 분산의

시간 변화량은 크지 않을 것이기 때문에 일정한 값

이 작은 변동 폭을 가지고 유지될 것이다. 이런 경

우 는 1에 가까운 값으로 설정하는 것이 좋다. 반

면에, 입력 신호가 시간에 따른 변화가 큰 경우에

는 현재 추정 값이 더 중요해지기 때문에 를 감소

시킬 필요가 있다. 이를 통해 분산을 매 입력이 들

어올 때마다 추정할 수 있고, 분산에 큰 변화가 발

생할 때 마다 새로 추정된 값으로 업데이트를 하여

SS-MT 알고리즘이 스펙트럼이 시간에 따라 변하

는 경우에도 잘 동작할 수 있도록 해주게 된다.

제안 알고리즘을 이해하기 쉽게 설명하기 위해

그림 1과 같이 의사코드로 표현하였다.

3. 실험 결과

제안된 알고리즘의 성능 검증을 위해 마취 환자로

부터 측정된 EEG 데이터의 스펙트럼을 추정하는 실험

을 수행하였다. 기존 논문[6]에서 사용한 마취상태에서

획득된 뇌파 스펙트럼을 자기회귀(autoregressive,

AR) 신호로 모델링하여 발생시킨 시계열 신호를

입력 신호로 사용하였다. 사람에게 측정된 신호를

사용할 경우 윤리적 문제가 있어서 AR 기법으로

모델링한 시뮬레이션 신호를 사용하여 실험을 수

행하였다. 원래 신호는 profopol을 사용하여 전신

마취를 유지하는 동안 250 Hz에서 기록 된 30분의

뇌파로 구성된다. 우리는 테이퍼(taper)의 값인 M

을 5로 선택했는데 이것은 MT 방법에 대한 2 Hz

의 스펙트럼 분해능에 해당한다. window 크기인

w는 4초이고 J=1,000이 된다. 는 0.4를 사용하였

고, 주기 p는 1분으로 하였다. 매 1분마다 EM 알고

리즘을 통해 노이즈 변수가 추정되었고, 지수이동

평균에 의해 smoothing 되었다. 그림 2에서 제안한

SS-MT spectrogram과 기존의 MT spectrogram

을 비교하였다. 그림 2의 (A)는 기존의 multitaper

방법으로 추정한 spectrogram이고, (B)는 제안 방

법을 사용하여 추정한 결과를 나타낸다. 마취제 투

여에 따라 변화하는 뇌파의 스펙트럼을 제안된 기

법으로 잘 추정하고 있고, 잡음도 획기적으로 감소

시켰음을 확인할 수 있다. 이는 상태-공간 모델 기

반의 추정 기법의 장점인 잡음 제거 성능도 그대로

유지되고 있음을 알 수 있다.

Ⅲ. 결론

제안된 방법을 사용하면 잡음이 제거된 깨끗한

스펙트럼을 데이터 입력 시마다 실시간으로 보여

줄 수 있다. 기존의 기법은 모델 변수를 초기에 고

정하여 데이터의 모델 특성이 변해도 이를 반영할

수 없는 문제점이 있지만, 제안 기법은 매 주기마

다 모델 변수를 추정하고 이를 이전의 변수들과 연
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관성을 갖도록 smoothing하여 시간에 따른 변화를

잘 추정할 수 있도록 하였다. 제안된 기법을 활용

하면 마취뿐만 아니라 손쉽게 수면 상태의 변화에

따른 스펙트럼 변화도 관찰할 수 있을 것으로 기대

가 되고, 잡음이 제거된 고해상도 스펙트럼 데이터

를 기계학습 알고리즘에 사용하여 학습에 활용하

면 스펙트럼 분석을 통하여 자동으로 수면의 상태

를 판별할 수 있는 알고리즘을 개발할 수 있을 것

이다.
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