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요  약 

히스토그램 는 가장 왼쪽 수직 에지와 가장 오른쪽 수직 에지를 연결하는 기저라고 불리는 하나의 수평 에지를 

가진 -단조 직교 다각형이다. 여기서 직교 다각형은 수평과 수직 에지들만을 가진 다각형이고, -단조 다각형 는 

-축에 수직인 모든 직선이 와 많아야 두 번 교차하는 성질을 만족하는 다각형이다. 히스토그램 의 테두리 선을 

따라 반시계방향으로 움직이면, 꼭짓점에서 왼쪽 회전과 오른쪽 회전의 수열을 얻는다. 역으로, 꼭짓점에서의 회전

들로 이루어진 수열이 히스토그램에 의해서 구현될 수 있다. 이 논문에서 우리는 주어진 회전 수열을 구현하는 히스

토그램을 찾는 문제를 다룬다. 특별히 면적을 최소화하는 히스토그램과 구속 상자를 최소화하는 히스토그램을 찾을 

것이다. 두 문제 모두 선형 시간 알고리즘들에 의해 풀리는 것을 보일 것이다. 

ABSTRACT 

Histogram  is an -monotone rectilinear polygon with a horizontal edge, called by a base, connecting the leftmost 
vertical edge and the rightmost vertical edge. Here the rectilinear polygon is a polygon with only horizontal and vertical 
edges and the - monotone polygon  is a polygon in which every line orthogonal to the -axis intersects  at most 
twice. Walking counterclockwise on the boundary of a histogram  yields a sequence of left turns and right turns at its 
vertices. Conversely, a given sequence of the turns at the vertices can be realized by a histogram. In this paper, we 
consider the problem of finding a histogram to realize a given turn sequence. Particularly, we will find the histograms to 
minimize its area and its bounding box. It will be shown that both of the problems can be solved by linear time 
algorithms. 
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Ⅰ. 서  론

(직교) 회전 수열 (rectilinear turn sequence) 는 각각 

왼쪽과 오른쪽을 나타내는 문자 L과 R로 이루어진 수열

이다. 다시 말해서,   ⋯ ∈, 여기서, 
은 수열 의 길이이다. 

수평, 수직 에지만을 가진 직교 다각형 에 대해서, 
의 에지들을 따라서 반시계방향으로 움직이면서 꼭짓

점에서의 회전들을 나열했을 때, 회전 수열 와 일치하

면, 다각형 가 회전 수열 을 구현한다 라고 말한다. 
다각형 의 꼭짓점 의 내각이 90도이면 에서의 회전

은 왼쪽(L)이고, 의 내각이 270도이면 에서의 회전은 

오른쪽(R)이다. 

Fig. 1 Polygon realizing a turn sequence 

위의 그림 1에서 다각형 의 제일 왼쪽 변의 위쪽 끝

점에서 시작해서 반시계 방향으로 이동하면서 꼭짓점

에서의 회전들을 나열하면 수열   = LLRLLRRLLRR 
LLLRLLRRLLR을 얻을 수 있고 따라서 다각형 는 수

열 를 구현한다. 

다각형 가 주어지면 위와 같이 유일한 회전 수열 

를 얻을 수 있다. 하지만 역으로 회전 수열 가 주어지

면, 를 구현하는 다각형은 무수히 많을 수 있다. 또한 

다각형 의 회전 수열 의 길이가 이면,  임
을 알 수 있다. 여기서, 은 오른쪽 회전들의 수이다. 이 

식은 다각형에서 오른쪽 회전들의 수는 정확히 왼쪽 회

전들의 수보다 4만큼 작다는 것을 말한다. 

Fig. 2 Area of a polygon

다각형 의 각 에지의 길이를 정수로 가정하면, 각 에

지의 길이가 1인 정사각형을 생각해서 다각형 안에 놓

일 수 있는 이 정사각형들의 개수를 의 면적(area)으로 

정의한다. 예를 들어, 그림 2의 다각형의 면적은 14이다. 
또한 의 구속 상자(bounding box)란 를 포함하는 가장 

작은 수직과 수평 에지를 가진 사각형을 말한다(그림 2).
 

직교 다각형 에 대해서, 임의의 수직선 이 의 수

평 에지와 많아야 2번 교차하면, 는 -단조(-monotone)
라고 한다. 위 그림 2의 다각형은 -단조이다. 본 논문에

서 직교 다각형 중에서 특별히 히스토그램에 대해서 다

룰 것이다. 히스토그램 는 가장 왼쪽 수직 에지와 가장 

오른쪽 수직 에지가 단지 하나의 수평 에지(기저(base))
로 연결되는 -단조 직교 다각형이다(그림 3). 

Fig. 3 Histogram

Ⅱ. 관련 연구

본 연구와 관련된 주제로 그래프 드로잉(graph drawing)이 
있다. 이 분야에서는 추상적인 그래프를 다양한 최적화 기
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준에 따라서 평면상에 나타내는 문제들을 연구한다[1-4]. 
 

[5]에서는 그래프의 직교 드로잉(orthogonal drawging)
에 대해서 연구하였다. 여기서 드로잉의 과정은 3단계

로 구분된다. 첫 번째 단계는 주어진 그래프를 평면상에 

간선의 교차를 최소화하면서 그리는 단계이다. 두 번째 

단계는 각 간선이 수직, 수평 선분이 되도록 그리는 단

계이다. 마지막 세 번째 단계는 위의 결과로 나온 그래

프를 구속 상자가 최소화하도록 압축(compaction)하는 

단계이다. [5]에서 저자는 마지막 압축 단계의 구속 상

자의 크기를 최소화하는 등의 문제가 NP-hard 임을 증

명했다. 본 연구는 주어진 그래프가 사이클(cycle)만으

로 이루어진 특별한 그래프에 대해서 위의 세 번째 단계

를 푸는 경우에 해당하고 이 경우는 다항시간 알고리즘

이 존재함을 보일 것이다. 
 

[6]에서는 직교 다각형을 구현하는 회전 수열에 대하

여 다룬다. 특별히 직교 다각형의 면적이 최소 또는 최대

가 되는 회전 수열을 구하는 문제를 연구한다. 구체적으

로 이 주어질 때, 길이 인 회전 수열을 구현하는 직교 

다각형의 최소 면적을  , 최대 면적을 이라고 

하자. [6]의 저자는 ≡ mod  이면,    
이고 그 외의 경우에   임을 보였다. 또한 

≥ 이면,   임을 보였다. 따
라서 임의의 길이 인 회전 수열은 많아야 

의 면적을 가진 직교 다각형에 의해서 

구현될 수 있음을 알 수 있다. 
 

부분적인 기하 정보들로부터 단순 다각형을 재구축

(reconstruction)하는 연구들이 있었다. [7]에서는 각 꼭

짓점에서 보이는(visible) 꼭짓점에서 측정된 각도들로

부터 단순 다각형을 시간에 재구축하는 연구를 

수행했다. [8]에서는 레이저 측정 장치들로부터의 정보

를 이용해서 다각형을 재구축하는 연구를 수행했다.
 

[9]에서는 주어진 회전 수열을 구현하는 -단조와 

-단조 직교 다각형에 대해서 연구하였다. 저자들은 

-단조 직교 다각형에 대해서 최소 면적, 최소 구속 상

자, 최소 지름에 대한 시간 알고리즘을 제안하였

다. 또한 -단조 직교 다각형에 대해서, 최소 면적과 최

소 구속 상자에 대한 각각 과 시간 알고리

즘을 제안하였다. 

Ⅲ. 최소 히스토그램

각각 왼쪽과 오른쪽을 나타내는 문자 L과 R로 이루

어진 직교 회전 수열 가 주어진다. 그러면 우리는 를 

구현하는 히스토그램을 찾고 싶다. 특별히 면적과 구속 

상자의 크기가 최소가 되는 히스토그램을 찾을 것이다. 
 

주어지는 회전 수열 에 대해서, 항상 를 구현하는 

적어도 하나의 히스토그램이 존재한다고 가정한다. 우
리는 우선 그러한 히스토그램 중에서 면적이 최소인 히

스토그램을 찾는 문제를 생각한다. 주어지는 길이 의 

회전 수열   ⋯에 대해서, 를 구현하는 히스

토그램을 라고 할 때, 각 가 의 꼭짓점 에서의 

회전을 나타낸다고 하자. 에서 첫 번째 문자 은 항상 

히스토그램의 가장 왼쪽 에지의 위쪽 꼭짓점에서의 회

전을 나타낸다고 가정한다. 따라서 은 항상 L임을 알 

수 있다. 또한 회전 수열 는 히스토그램 를 반시계 방

향으로 움직이면서 얻은 회전들로 이루어진다고 가정

한다.

Fig. 4 Top and bottom edges

회전 수열 가 히스토그램 를 반시계 방향으로 이

동하면서 얻는 꼭짓점에서의 회전 방향을 나타냄으로 

는 항상 부분 문자열 LLLL로 시작함을 알 수 있다. 이것

은 히스토그램 의 가장 왼쪽 에지, 기저, 가장 오른쪽 

에지를 나타낸다. 시작 부분 문자열 LLLL을 제외하고 

에서 부분 문자열 LL이 나오면 이것은 히스토그램 

의 수평 에지들 중에서 특별히 탑 에지(top edge)라고 부

른다. 와 이 LL인 경우도 탑 에지이다. 이 경우

는 탑 에지가 각각 가장 왼쪽, 가장 오른쪽 에지와 꼭짓

점에서 만나는 경우이다. 또한 에서 부분 문자열 RR이 

나오면 히스토그램 의 수평 에지들 중에서 바닥 에지

(bottom edge)라고 부른다(그림 4). 
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회전 수열 에서 탑 에지와 바닥 에지 사이의 에지들

은   에 속하는 문자열로 나타나고 바닥 에지

와 탑 에지 사이의 에지들은   에 속하는 문자

열로 나타난다. 특별히 가장 왼쪽, 가장 오른쪽 에지와 

탑 에지 사이에 에지들이 존재하는 경우에 이 에지들은 

에 속하는 문자열로 나타난다(그림 5). 

Fig. 5 Chains → and →

회전 수열   를 구현하는 히스토그램 에서 탑 에지

와 바닥 에지 사이의 에지들의 집합을 탑 에지 와 바닥 

에지 를 연결하는 체인이라 하고 →로 표기한다. 또

한 바닥 에지와 탑 에지 사이의 에지들의 집합을 바닥 

에지 와 탑 에지 를 연결하는 체인이라 하고 →로 

표기한다. 그러면 체인 →은 회전 수열 에서 

에 속하는 문자열을 구현하고 체인 →는 

에 속하는 문자열을 구현함을 알 수 있다. 특
별히 탑 에지와 가장 왼쪽 에지  , 가장 오른쪽 에지  사
이를 연결하는 체인을 각각 →와 →로 표기하고 두 

체인은 에 속하는 문자열을 구현함을 알 수 있

다 (그림 5). 
그러면 체인 의 길이 는 체인 에 속하는 L과 

R의 개수의 최솟값으로 정의한다. 다시 말해서, 체인에 

속하는 회전 L과 R에 해당하는 꼭짓점들의 개수의 최솟

값이다. 
 

탑 에지 에 대해서, 에 왼쪽에서 연결되는 체인 


와 오른쪽에서 연결되는 체인 
을 생각할 수 있다. 


은 어떤 바닥 에지 에 대해 와 를 연결하는 체인 

→이거나 와 가장 왼쪽 에지 을 연결하는 체인 →

이다. 또한 
은 어떤 바닥 에지 에 대해 와 를 연결

하는 체인 →이거나 와 가장 오른쪽 에지 을 연결

하는 체인 →임을 알 수 있다. 물론 탑 에지 가 가장 

왼쪽 에지와 꼭짓점에 만나는 경우에 
은 존재하지 

않고, 가 가장 오른쪽 에지와 꼭짓점에 만나는 경우에 


은 존재하지 않는다. 

 
탑 에지 에 대해서, 의 높이 는 두 체인 

과 


의 길이의 최댓값으로 정의한다. 다시 말해서, 

 max
 

 . (1)

이제 우리는 길이 의 회전 수열 를 구현하는 면적

이 가장 작은 히스토그램을   시간에 찾는 방법을 

보일 것이다. 
 

정리 3. 1 길이 의 회전 수열 가 주어질 때, 를 구

현하는 히스토그램 중 최소 면적을 가지는 히스토그램

을 찾고 그 면적을 계산하는 시간 알고리즘이 존

재한다. 
 

증명. 회전 수열 를 구현하는 면적이 가장 작은 히스

토그램 를 구하기 위해서 모든 바닥 에지는 길이 1을 

가지고 기저 에지로부터 수직 길이 1인 위치에 그린다. 
 

탑 에지 에 대해서, 의 길이는 1이고 인접한 바닥 에

지로부터 수직 길이 의 위치에 그린다(그림 6). 에 

연결되는 두 체인 
과 

에 대해서, 를 결정하

는 체인을 라고 할 때, 체인 의 모든 에지는 길이 1로 

그린다. 나머지 체인 에 대해서는 에 접한 에지 를 

제외하고 모든 에지가 길이 1을 가진다. 에지 의 경우

에 길이를 다음과 같이 결정한다:

     . (2)

Fig. 6 Area 



한국정보통신학회논문지 Vol. 23, No. 9: 1146~1151, Sep. 2019

1150

그림 6에서 탑 에지 의 높이 는 4이고 이 높이를 

결정하는 체인은 오른쪽 체인 
이다. 따라서 체인 



의 모든 에지는 길이 1로 그린다. 왼쪽 체인 
의 경우

는 에 접한 에지를 제외하고 모든 에지가 길이 1이고, 

에 접한 에지의 길이는 
 

  = 1 + (4 - 

2) = 3이다. 

탑 에지 에 인접한 두 체인 
과 

에 접한 히스토

그램의 영역을 로 나타내자 (그림 6). 그러면 영역 

의 면적을 구할 수 있다. 의 높이 를 결정하는 

체인을 라 하고 나머지 체인을 라고 할 때, 면적 

는 다음과 같은 식으로 주어진다:

  ⋯

⋯
(3)

그림 6에서 의 높이 가 4이고 체인 의 길이 

가 2이므로 영역 의 면적은 (1+2+…+4)+(1
+…+(2-1)) = 10 + 1 = 11 이다. 

히스토그램 에서 모든 탑 에지와 바닥 에지의 길이

는 1이고 각 체인의 모든 수평 에지들은 길이가 1이다. 
따라서 에서 기저 에지를 제외한 모든 수평 에지의 길

이는 1로 그린다. 그리고 기저 에지의 길이는 나머지 모

든 수평 에지들의 총 개수와 같게 그린다. 기저 에지의 

길이를 로 표기한다. 

회전 수열 는 항상 문자열 LLLL로 시작한다. 여기

서 네 번째 문자 L과 마지막 문자 사이에 나타나는 문자 

L의 개수가 가능한 모든 수평 에지들의 개수와 같다. 다
시 말해서, 이것이 기저 에지의 길이 와 같다. 

종합적으로, 회전 수열 에서 나타나는 모든 탑 에지

들을 , , ..., 이라고 할 때, 최소 면적의 히스토그램

의 면적 는 다음과 같이 주어진다:

 
  



    . (4)

회전 수열 를 순서대로 스캔하면서 탑 에지, 바닥 에

지를 찾을 수 있고, 각 탑 에지 에 대한 왼쪽 체인과 오

른쪽 체인의 길이를 계산할 수 있다. 따라서 의 높이 

를 계산할 수 있고, 네 번째 문자 L과 마지막 문자 

사이에 나타나는 문자 L의 개수를 셀 수 있어서 를 

구할 수 있다. 따라서 최소 면적 히스토그램 의 면적 

를 시간에 계산할 수 있다. 

다음으로 회전 수열 를 구현하는 히스토그램 중 최

소 면적 구속 상자 를 가지는 히스토그램을 찾는 

문제를 생각한다. 

정리 3. 2 길이 의 회전 수열 가 주어질 때, 를 구

현하는 히스토그램 중 최소 면적 구속 상자를 가지는 히

스토그램을 찾고 그 구속 상자의 면적을 계산하는 

시간 알고리즘이 존재한다. 

증명. 정리 3.2의 면적이 최소인 히스토그램을 찾는 

알고리즘과 비슷하게 히스토그램 를 찾는데, 최소 면

적의 구속 상자 의 수평 에지의 길이와 수직 에지

의 길이를 각각 과 라고 하자. 위의 히스토그램 의 

수평 에지들은 모두 길이 1이기 때문에  이다. 
회전 수열 에서 나타나는 모든 탑 에지들을 , , 

..., 이라고 할 때, 이 에지들의 높이들의 최댓값을 생

각한다. 그러면  max 이다. 따라서 와 

는 모두 시간에 계산할 수 있다. 

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 길이 인 회전 수열이 주어질 때, 이를 

구현하는 최소 면적의 히스토그램과 최소 면적 구속 상

자를 가지는 히스토그램을 찾는   시간 알고리즘을 

제안한다. [9]에서는 회전 수열을 구현하는 최소 면적 

또는 최소 면적 구속 상자를 가지는  -단조 다각형을 각

각 과 시간에 푸는 알고리즘을 제안하였

다. 이 경우에 시간 복잡도를 줄이는 연구를 수행할 수 

있을 것이다. 또한 향후에 회전 수열을 구현하는 일반 

다각형(general polygon)에 대한 연구를 수행할 수 있을 

것이다. 
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