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한국, 일본, 미국의 초등학교 수학교과서에서 범자연수 곱셈의 연산

성질을 지도하는 방안에 대한 비교·분석1)

선 우 진 (영덕초등학교 교사)

범자연수의 곱셈을 개념적으로 의미 있게 이해하기 위

해서는 곱셈의 연산 성질에 대한 이해가 뒷받침되어야 한

다. 이러한 필요성에 따라, 본 논문은 한국, 일본, 미국의

초등학교 수학교과서에서 범자연수 곱셈의 연산 성질을

어떻게 지도하는지 비교·분석하였다. 구체적으로 곱셈의

교환법칙, 결합법칙, 분배법칙을 처음 도입하는 맥락, 연산

성질을 활용하는 맥락, 연산 성질을 일반화하는 맥락으로

나누어 분석하였으며, 각각의 지도 맥락에서 어떠한 시각

적 모델을 사용하는지도 함께 분석하였다. 분석 결과, 세

나라는 (한 자리 수)×(한 자리 수)의 지도 맥락에서 곱셈

의 연산 성질을 처음 도입한다는 점, 곱셈의 연산 성질을

지도할 때 세 나라가 모두 유사한 시각적 모델을 사용한

다는 점 등에서 공통적인 경향성을 확인하였다. 그러나 두

자리 수 이상의 곱셈에서 곱셈의 연산 성질을 활용하거나

일반화하는 맥락에서는 나라별로 지도 방안의 측면에서

미묘한 차이가 있었다. 연구 결과를 토대로 국내의 초등학

교 수학 교육에서 범자연수 곱셈의 연산 성질을 지도하는

방안에 관한 시사점을 논의하였다.

I. 서론

곱셈은 비례 추론, 약수와 배수, 넓이와 부피 등 여

러 수학 내용과 긴밀하게 연결되는 개념이자 사칙계산

의 기본 연산 중 하나로서 그 자체로 중요한 개념이다

(Otto, Caldwell, Lubinski, & Hancock, 2011). 이에 초

등학생에게 곱셈을 언제, 어떻게 지도하느냐는 매우

신중하게 접근해야 할 문제이다.

곱셈은 자연수의 위치적 기수법과 더불어 덧셈, 곱

셈의 교환법칙과 결합법칙, 덧셈에 대한 곱셈의 분배

* 접수일(2019년 6월 18일), 심사(수정)일(2019년 7월 12일),

게재확정일(2019년 7월 25일)

* ZDM분류 : U22

* MSC2000분류 : 97U20

* 주제어 : 초등 수학교과서, 국제 비교, 곱셈의 교환법칙, 곱

셈의 결합법칙, 덧셈에 대한 곱셈의 분배법칙

법칙(이하, 분배법칙)과 같은 대수적인 성질로 설명된

다(정연준, 조영미, 2012). 이에 곱셈을 개념적으로 의

미 있게 학습하기 위해서는 곱셈의 의미와 함께 연산

의 작동 원리에 대한 이해가 두루 요구된다(Reys,

Lindquist, Lambdin, & Smith, 2015). 이는 곱셈을 지

도할 때 곱셈의 연산 성질에 대한 지도가 병행될 필요

가 있다는 점을 시사한다. 그러나 곱셈의 지도 방안에

대한 국내 연구를 살펴보면, 곱셈의 연산 성질에 초점

을 둔 연구는 별반 없다. 비교적 분배법칙에 초점을

둔 연구들을 확인할 수 있는데, 예를 들어 김미환, 이

수은, 김수미(2017), 변희현(2011) 등이 분배법칙에 초

점을 두어 초등학교 수학교과서를 분석한 연구이다.

그 외에 곱셈의 교환법칙, 결합법칙에 초점을 둔 연구

는 더욱 드물다.

한편 우리나라의 초등학교 수학교과서를 살펴보면,

범자연수의 곱셈을 지도할 때 연산 성질에 기반 한 곱

셈의 계산 원리보다 곱셈의 절차적인 알고리즘을 반복

적으로 지도하는 경향이 있다(정연준, 조영미, 2012).

이러한 경향성은 학생들이 곱셈을 능숙하게 계산할 수

있도록 돕는 데 효과적일 수 있다. 그러나 Larson과

Kanold(2016)에 따르면, 학생들이 곱셈의 표준 알고리

즘을 단계적으로 차근차근 수행할 수 있더라도 학생들

이 곱셈의 계산 원리를 개념적으로 이해하는 것은 아

니다. 이와 관련하여 김수미(2012)의 연구를 살펴볼 수

있다. 김수미(2012)는 초등학교 3, 4, 5, 6학년 580명을

대상으로 사칙계산을 수행할 때의 오류를 분석하였다.

그 결과 학생들은 곱셈 계산을 수행할 때 ‘알고리즘의

오류’에 대한 빈도가 가장 높았는데, 이는 학생들이 잘

못된 세로셈 알고리즘의 절차에 따라 곱셈을 계산하는

경우가 많다는 결과를 나타낸다. 이는 초등학생들이

약 3, 4년에 걸쳐 곱셈을 배우더라도 곱셈의 계산 알

고리즘에 대해 정확하게 이해하기는 어렵다는 것을 보

여주는 실제적인 근거이다.
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곱셈의 연산 성질에 대한 이해는 곱셈의 계산 원리

를 이해하는 데에 도움을 줄 뿐 아니라 곱셈의 다양한

계산 절차를 정당화할 수 있는 근거를 제공함으로써

학생의 수학적 사고를 신장하는 데 기여한다(Otto et

al., 2011). 그리고 곱셈 뿐 아니라 이후 범자연수의 사

칙계산을 유연하게 수행할 수 있는 연산 감각을 신장

할 수 있다는 측면에서도 중요하다(Otto et al., 2011).

이에 본 연구에서는 초등학교에서 범자연수 곱셈의 연

산 성질을 지도하는 방안에 초점을 두어 우리나라의

초등학교 수학교과서를 일본과 미국의 초등학교 수학

교과서와 비교·분석하였다. 이처럼 국가별 교과서에 제

시된 지도 방안의 차이와 장단점 등을 비교·분석하는

과정을 통하여 우리나라의 초등 수학 교육에 유의미한

시사점을 도출할 수 있을 것이라 기대되기 때문이다

(이대현, 2018). 연구 결과를 토대로 국내 초등학교 수

학에서 범자연수 곱셈의 연산 성질을 의미 있게 지도

할 수 있는 구체적인 시사점에 대해 논의하고자 한다.

II. 이론적 배경

1. 곱셈의 연산 성질 지도와 관련된 교과서 분석

연구

수학교과서에서 곱셈의 연산 성질을 지도하는 방안

과 관련된 국내 연구는 크게 곱셈의 연산 성질을 분석

하는 데 초점을 둔 연구와 범자연수의 연산 성질 전반

에 대해 분석한 연구로 분류할 수 있다. 전자의 경우

로는 김미환 외(2017), 변희현(2011), 정연준과 조영미

(2012) 등을 살펴볼 수 있는데, 이중 김미환 외(2017)

와 변희현(2011)은 분배법칙의 지도에 초점을 두어 교

과서를 분석하였다. 먼저 김미환 외(2017)는 2009 개정

수학과 교육과정에 따른 초등학교 수학교과서와 익힘

책에 제시된 분배법칙의 지도 방안을 분석하였다. 구

체적으로 지도 시기와 분량, 제시의 명확성(명시적-암

묵적), 분배법칙이 표현되는 양상, 분배법칙의 다양성,

내용의 연결성 측면에서 수학교과서와 익힘책을 분석

하였는데, 그 중 내용의 연결성은 분배법칙의 적용범

위가 자연수, 분수, 소수 등으로 확장될 때 내용 간의

연결을 돕는 발문이나 내용이 제시되는지 여부를 분석

한 것이다. 분석 결과, 분배법칙은 대개 암묵적(87%)으

로 다루며, 특히 초등학교 전(全) 과정 중 2, 3학년에

집중적으로 다루는 경향이 있다고 주장하였다.

다음으로 변희현(2011)은 2007 개정 수학교과서에

제시된 분배법칙의 지도 방안을 일본의 수학교과서와

비교하였다는 점, 분배법칙의 지도 범위를 범자연수의

곱셈, 자연수와 대분수의 곱셈이라는 두 부분으로 나

누어 비교한 점이 김미환 외(2017)와 다르다. 분석 결

과, 우리나라는 두 자리 수 이상의 곱셈을 지도할 때

주로 수 모형을 사용하여 분배법칙의 원리를 직관적으

로 파악하도록 지도하였다. 그리고 수 모형을 통하여

파악한 분배법칙의 원리를 곱셈의 세로셈 알고리즘과

연결하여 지도하는데, 그 연결성은 일본 교과서와 비

교하여 명시적이지 않다고 비판하였다.

마지막으로 정연준과 조영미(2012)는 우리나라, 미

국, 싱가포르, 일본의 초등학교 수학교과서에서 자연수

곱셈의 지도 방법을 비교한 결과, 네 나라는 공통적으

로 자연수의 자릿값이 확장됨에 따라 곱셈의 계산을

반복하여 지도하는 경향이 있다고 보고하였다. 반면에,

세 수의 곱셈, ‘×10’의 지도, ‘×(몇십)’의 지도 등에서는

나라별로 차이를 보인다고 분석하였다. 그중 우리나라

는 곱셈을 지도할 때 주로 기수법적 구조에 따른 부분

곱의 합을 세로셈 알고리즘으로 도출하고 이를 익히는

과정을 반복적으로 지도한다고 주장하였다.

한편 범자연수의 연산 성질 전반에 주목한 경우는

방정숙과 최지영(2011), 장혜원(2017) 등이 있다. 그 중

방정숙과 최지영(2011)은 대수적 사고(algebraic

thinking)를 강조하는 관점에서 2007 개정 수학교과서

를 범자연수의 연산 성질의 도입 방법, 연산 성질 기

술의 일관성, 일반화의 기회, 연산 성질의 활용 기회

등의 측면에서 분석하였다. 분석 결과, 우리나라 수학

교과서에서는 전반적으로 연산 성질을 암묵적으로 제

시하는 경우가 많으며, 특정 학년에서 집중적으로 다

룬 후에는 이후의 학년과 지속적으로 연결하여 다루지

는 않는다는 점을 비판하였다. 구체적으로 곱셈의 연

산 성질 중 곱셈의 교환법칙, 결합법칙, 분배법칙은 비

교적 직·간접적으로 다루고 있으며, 곱셈의 연산 성질

을 일반화하거나 곱셈의 연산 성질을 활용하여 문제를

해결할 수 있는 활동은 부족한 편이라고 주장하였다.

장혜원(2017)은 우리나라에서 연산 성질을 지도하는

방안에 대해 1차 교육과정부터 2009 개정 교육과정에

이르는 초등학교 수학교과서를 분석한 결과, 2009 개
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[표 1] 한국, 일본, 미국의 교육과정 비교 분석

[Table 1] Comparative analysis of curriculum in Korea, Japan, and US

국가

학년
한국 일본 미국

2

 곱셈
[2수01-10] 곱셈이 이루어지는
실생활 상황을 통하여 곱셈의
의미를 이해한다.
[2수01-11] 곱셈구구를 이해하
고, 한 자리 수의 곱셈을 할
수 있다.

A(1) 수의 구성 및 표현
-하나의 수를 다른 두 수의
곱으로 나타내기
A(3) 곱셈
1. 지식과 기능 신장 측면
-곱셈의 의미를 이해하고 언
제 사용되는지 알기
-곱셈이 사용되는 장면을 나
타내기
-곱셈의 쉬운 성질을 이해하기
-곱셈의 계산 방법을 알고,
한 자리 수의 곱셈을 하기
-간단한 (두 자리 수)×(한 자
리 수)의 계산 방법을 알기

<연산과 대수적 사고>
·곱셈의 기초를 형성하기 위해
사물을 똑같은 묶음으로 나타
내는 활동하기

3

 곱셈
[4수01-05] 곱하는 수가 한 자
리 수 또는 두 자리 수인 곱
셈의 계산 원리를 이해하고
그 계산을 할 수 있다.
[4수01-06] 곱하는 수가 한 자
리 수 또는 두 자리 수인 곱
셈에서 계산 결과를 어림할
수 있다.

<교수·학습 방법 및 유의 사항>
곱셈은 (두 자리 수)×(한 자리 수),
(세 자리 수)×(한 자리 수),
(두 자리 수)×(두 자리 수),
(세 자리 수)×(두 자리 수)를
포함한다.
한 가지 상황을 곱셈식과 나
눗셈식으로 나타내는 활동을
통하여 곱셈과 나눗셈의 관계를
이해하게 한다.

3(A) 곱셈
1. 지식과 기능 신장 측면
-곱셈구구를 바탕으로 기본적
인 곱셈 계산을 하고, 그 필산
방법을 익히기
-곱셈을 계산하고 적절히 사
용하기
-곱셈의 연산 성질 이해하기

<연산과 대수적 사고>
·곱셈과 나눗셈이 포함된 문
제를 표현하고 해결하기
·곱셈의 성질, 곱셈과 나눗셈의
관계를 이해하기
·100이내의 곱셈과 나눗셈하기
·사칙계산이 포함된 문제 해결
하기, 산술에서 패턴(규칙)을
확인하고 설명하기

4

A(7) 사칙 계산의 성질
1. 지식과 기능 신장 측면
사칙 계산에 성립하는 성질을
깊이 있게 이해하기

<연산과 대수적 사고>
·문제 해결을 위해 범자연수에
대한 사칙계산을 사용하기

<십진기수에서의 수와 연산>
·다자릿수의 산술을 수행하기
위해 자릿값과 연산의 성질
이해하기

정 수학교과서는 이전 교과서와 비교하여 연산 성질의

명시적인 지도나 적용 측면이 비교적 약화되었다고 주

장하였다. 그중 곱셈의 연산 성질과 관련하여 분석한

결과를 간단히 살펴보면, 곱셈의 교환법칙은 저학년부

터 고학년까지 전반적으로 두루 지도되는 반면에 결합

법칙과 분배법칙은 주로 고학년에서 지도된다는 점을

비판하였다. 이는 앞서 김미환 외(2017), 방정숙과 최

지영(2011)이 연산 성질이 특정 학년에서 집중적으로

다루어진다는 주장과 일맥상통한다. 지도 방법의 측면

에서는 특히 시각적 모델에 초점을 두어 분석하였는데,

그 결과 교환법칙과 분배법칙은 주로 사각 배열 모델

을 사용하며, 결합법칙은 시각적 모델 대신 계산 순서

에 대한 설명, 묶음 그림이나 도식 등을 주로 사용한

다고 보고하였다.

정리하면, 이상의 연구들은 각각 분석 대상이나 방

법적 측면에서 다소 차이를 보이긴 했으나, 공통적으

로 이전의 국내 수학교과서에서는 곱셈의 연산 성질을

암묵적이거나 직관적인 형태로 다루는 경향이 있다는

점을 비판하였다. 그리고 교과서를 분석할 때에는 지

도 시기, 지도 맥락, 구체적인 지도 방안 등을 기준으

로 분석하였으며, 이때 어떤 시각적 모델을 사용하는

지도 주목하였다. 이에 본 연구에서는 2015 개정 수학
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과 교육과정에 따른 수학교과서에 제시된 곱셈의 연산

성질의 지도 방안을 일본과 미국의 수학교과서와 비

교·분석할 때, 지도 시기 및 맥락을 중심으로 면밀하게

분석하되 시각적 모델을 함께 분석하고자 한다.

2. 한국, 일본, 미국의 수학과 교육과정에 제시된

범자연수의 곱셈에 대한 성취기준 비교

한국, 일본, 미국의 초등학교 수학교과서에서 범자연

수 곱셈의 연산 성질을 어떻게 지도하는지 분석하기에

앞서 각 나라별 교육과정에서 관련 내용을 어떻게 기

술하는지 살펴볼 필요가 있다. 교육과정은 교과서의

내용과 범위를 정하는 기준이 되기 때문이다. 이에 본

절에서는 각 나라의 현행 교육과정에서 범자연수 곱셈

의 연산에 관하여 어떤 성취기준을 제시하고 있는지

비교하였다. 구체적으로 우리나라는 2015 개정 수학과

교육과정(교육부, 2015), 일본은 문부과학성에서 2017

년에 고시한 소학교학습지도요령안(文部科学省, 2017),

미국은 Core State Standards for Mathematics(이하,

CCSSM)를 분석하였다(CCSSI, 2010). 구체적인 분석

결과를 정리하면 [표 1]과 같다.

[표 1]에서 알 수 있듯이, 한국에서는 1∼2학년군과

3∼4학년군의 ‘수와 연산’ 영역, 일본은 2, 3, 4학년 성

취기준 중 ‘수와 연산’ 영역, 미국은 2, 3, 4학년의 성취

기준 중 ‘연산과 대수적 사고’ 영역에서 관련 성취기준

을 확인할 수 있다. 분석 결과, 세 나라는 초등학교 2

학년부터 4학년 사이에서 범자연수의 곱셈을 집중적으

로 지도하며, 1∼2학년에서는 곱셈의 의미와 곱셈구구,

3∼4학년에서는 두 자리 수 이상의 곱셈을 중점적으로

다룬다는 공통점을 확인할 수 있다.

한편 한국의 성취기준에서는 곱셈의 의미 및 계산

방법 이해, 계산 결과의 어림 등이 강조되고, 일본에서

는 곱셈의 표현과 곱셈의 성질 등이 강조되며, 미국에

서는 곱셈의 문제 해결, 곱셈의 성질 등이 강조된다는

차이를 확인할 수 있다. 이상에서 알 수 있듯이, 일본

과 미국에서는 교육과정 상에서도 곱셈의 성질을 언급

하고 있다는 측면에서 두 나라는 비교적 적극적으로

곱셈의 연산 성질을 지도할 것으로 기대되었다.

Ⅲ. 연구 대상 및 방법

1. 분석 대상

본 논문은 한국, 일본, 미국의 초등학교 수학교과서

에 제시된 범자연수 곱셈의 연산 성질을 지도하는 방

안을 비교·분석하는 데 목적이 있다. 이에 각 나라에서

현재 사용하고 있는 초등학교 수학교과서를 [표 2]와

같이 분석 대상으로 선정하였다.

국가 교과서명 출처

한국
수학 2-2, 3-1,
3-2, 4-1

교육부(2017,
2018a, b, c)

일본
新しい算數
2下. 3上, 3下,
4上, 4下

藤井斉亮
외(2015a, b, c,

d, e)

미국

Everyday
mathematics 4,
grade 3-1, 3-2,

4-1

Bell 외(2016a,
b), Bell
외(2016c)

[표 2] 분석 대상

[Table 2] Textbooks to be analyzed

우선 한국은 2015 개정 수학과 교육과정에 따른 수

학교과서를 선정하였다. 그리고 일본과 미국은 해당

국가의 현행 수학과 교육과정을 충실히 반영하고 있는

지, 현재 널리 채택되어 사용되고 있는지 등을 고려하

여 분석 대상을 선정하였다. 구체적으로 일본 교과서

는 東京書籍의 新しい算數(이하 일본 교과서)를 선정

하였는데1), 이 교과서는 일본의 6종 교과서 중에서도

가장 점유율이 높아 최근 여러 연구에서 활용되고 있

으며(예, 서은미, 조선미, 방정숙, 2019; 이대현, 2018),

미국의 교과서 Everyday mathematics 4(이하 미국 교

과서)는 미국에서 폭넓게 이용될 뿐 아니라(서경혜,

1) 일본교과서는 2017학년도 교과서가 아직 개발 중이라 부

득이하게 2008년 소학교학습지도요령안에 따른 교과서를

분석하였다. 그러나 2017년 소학교학습지도요령안과 2008

년 소학교학습지도요령안에 제시된 곱셈의 성취기준을 비

교한 결과 내용상에는 큰 차이가 없었다. 그리고 현행 일

본교과서 중 가장 최근에 출판된 교과서라서 점에서 일본

에서 곱셈의 연산 성질을 지도하는 방안과 그 경향성을

잘 드러낼 수 있는 교과서라고 판단하였다.
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2003), 미국의 현행 교육과정이라 할 수 있는 CCSSM

을 반영하고 있어 선정하였다. 그리고 위와 같이 분석

대상을 선정한 후에는 각 교과서에서 범자연수의 곱셈

을 다루는 주요 단원을 [표 3]과 같이 확인하였다.

한국 일본 미국

2

학

년

*2-2.

곱셈구구

2-2.

곱셈구구
-

3

학

년

3-1. 곱셈

3-1-1. 곱셈

3-1-9.

곱셈

3-1-3.

연산

3-2. 곱셈 3-2. 곱셈

3-2-5.

분수와

곱셈 전략

3-2-6.

연산의 확장

3-2-8.

곱셈과나눗셈

4

학

년

4-1. 곱셈과

나눗셈
4-1. 큰 수

4-1-2.

곱셈과 기하

4-1-4.

다자릿수의

곱셈

-
4-2. 계산의

약속
-

* 학년-학기. 단, 동일한 학기나 단원 내에 학습 내용이

서로 분리된 경우는 필요에 따라 ‘학년-학기-단원(차시)’순

으로 제시하였음.

[표 3] 한국, 일본, 미국의 수학교과서에서 범자연수

곱셈을 지도하는 단원 정리

[Table 3] The units on multiplication for whole

numbers in mathematics textbooks of Korea, Japan,

and US.

2. 분석 기준 및 방법

본 연구에서는 각 나라별 초등학교 수학교과서에서

범자연수 곱셈의 연산 성질(교환법칙, 결합법칙, 분배

법칙)을 어떻게 지도하는지를 비교·분석하기 위해 [표

4]와 같이 분석 기준을 마련하였다. 먼저 본 연구에서

는 선행연구를 반영하여 크게 지도 시기 및 맥락 측면,

시각적 모델의 측면을 분석하였다. 구체적으로 지도

시기 및 맥락 측면에서는 교환법칙, 결합법칙, 분배법

칙을 각각 연산 성질을 도입하는 맥락, 곱셈 지도 시

연산 성질을 활용하는 맥락, 연산 성질을 일반화하는

맥락으로 구분한 후 각 맥락마다 구체적인 지도 시기

및 방안을 분석하였다. 그리고 시각적 모델은 연산 성

질을 지도하는 방안과 밀접한 관계가 있기 때문에, 각

각의 연산 성질마다 별도로 분석하기보다 연산 성질의

지도 맥락마다 어떤 모델을 어떻게 사용하는지에 초점

을 두어 함께 분석하였다.

분석 기준 내용

연산

성질

의

지도

시기

및

맥락

Ⅰ.

연산 성질

의 도입

·곱셈의 연산 성질을 언제, 어떤

맥락에서 도입하는가? 그 방

식은 어떠한가?

Ⅱ.

연산 성질

의 활용

·곱셈의 연산 성질을 언제, 어

떤 맥락에서 활용하는가? 그

방식은 어떠한가?

Ⅲ.

연산 성질

의 일반화

·곱셈의 연산 성질을 언제, 어떤

맥락에서 일반화하는가? 그

방식은 어떠한가?

연산 성질을

지도하기 위한

시각적 모델

·곱셈의 연산 성질을 지도하기

위해 어떤 시각적 모델을 어

떻게 사용하는가?

[표 4] 분석 기준 및 내용

[Table 4] Criteria of analysis

한편 연산 성질을 일반화하는 맥락을 분석할 때 각

교과서마다 일반화를 요구하는 정도에 차이가 있다는

점을 확인하였다. 이에 교과서에서 연산 성질의 일반

화를 요구하는 정도에 따라 간접적인 요구와 직접적인

요구로 나누어 추가 분석을 하였다. 구체적으로 ‘간접

적인 요구’는 교과서에서 곱셈의 연산 성질을 명시적

으로 일반화하지는 않지만, 학생들이 활동을 통해 연

산 성질에 대한 규칙, 전략 등을 인식할 수 있도록 그

림, 발문 등이 제시된 경우를 이르며, ‘직접적인 요구’

는 교과서에서 곱셈의 연산 성질을 말, 기호, 수식 등

으로 일반화하여 제시했거나 학생에게 직접 표현해보

도록 지시하는 경우이다.
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[표 5] 교환법칙의 도입

[Table 5] Introduction for commutative property of multiplication

한국 일본 미국

도입 시기 2-2. 곱셈구구 2-2. 곱셈구구 3-1-3(10). 곱셈의 교환법칙

지도 맥락

· 곱셈구구를 모두 학습한 후

곱셈구구표를 탐구하는 과정

에서 교환법칙의 안내함

· 곱셈의 의미와 곱셈식을 배

우는 과정에서 하나의 예로

도입함

· 이후 곱셈구구를 학습하는

과정에서 6, 7, 8, 9의 단에

서 두 수를 바꾸어도 답이

같은 경우를 확인함

· 곱셈의 의미와 곱셈식의 표

현을 배우는 과정에서 교환

법칙을 명시적으로 안내함

시각적 모델 곱셈구구표, 배열 모델 묶음 모델, 수식, 곱셈구구표 배열 모델, 곱셈구구표

시각적

모델의 예

(교육부, 2017, p. 51) (藤井斉亮 외, 2015a, p. 41) (Bell et al., 2016a, p. 283)

Ⅳ. 분석 결과

1. 교환법칙의 지도 방안

가. 연산 성질의 도입

본 절에서는 한국, 일본, 미국의 수학교과서에서 곱

셈의 교환법칙을 언제, 어떻게 도입하는지 비교하였다.

먼저 도입 시기를 살펴보면, 한국과 일본은 곱셈의 교

환법칙을 2학년 2학기에, 미국에서는 3학년 1학기에

도입하였다([표 5] 참조). 각 나라별 지도 방안을 자세

히 살펴보면, 먼저 한국에서는 2학년 2학기에 곱셈구

구를 모두 학습한 후 곱셈구구표에서 규칙을 탐구하는

과정에서 교환법칙을 다루었다(교육부, 2017). 구체적

으로 곱셈구구표에서 곱이 같은 두 수를 찾는 활동,

구슬을 직사각형 배열로 나타낸 그림을 활용하여 구슬

의 수를 비교하는 활동을 통해 교환법칙을 직관적으로

인식할 수 있도록 지도하였다([표 5] 하단 참조).

일본은 한국과 마찬가지로 곱셈구구표와 배열 모델

을 사용하여 교환법칙을 지도하였으나, 교환법칙을 도

입하는 맥락과 지도 방식에는 차이가 있었다. 구체적

으로 일본은 곱셈의 의미와 곱셈식의 표현을 지도하는

과정에서부터 2×3과 3×2, 2×5와 5×2를 비교하게 함으

로써 교환법칙을 직관적으로 인식하게 하였다. 그리고

곱셈구구 중 6, 7, 8, 9의 단을 지도할 때에는 앞서 배

운 2, 3, 4, 5의 단을 상기시키며 두 수를 바꾸어 곱해

도 답이 같은지 비교하는 발문을 반복적으로 제시하였

다(藤井斉亮 외, 2015a). 예를 들어, 6×4를 이전에 배운

4×6과 서로 비교하게 하는 방식이다.

미국은 일본과 마찬가지로 곱셈의 의미와 곱셈식의

표현을 지도하는 과정에서 곱셈의 교환법칙을 도입하

였다. 이때 일본과의 차이점은 미국 교과서에서 곱셈

의 교환법칙을 더욱 명시적으로 지도한다는 점이다.

구체적으로 미국 교과서에서는 3학년 1학기에 ‘곱셈의

교환법칙’이라는 별도의 차시를 마련하여, 이를 집중적

으로 탐구하고, 그 규칙을 이해할 수 있도록 직사각형

배열판, 곱셈구구표 등을 사용하였다. 예를 들어, 미국

에서는 직사각형 배열을 직접 그려보고, 비교해 보는

활동을 통해 가로×세로로 세는 방법과 세로×가로로

세는 방법이 서로 동일하다는 규칙을 귀납적으로 이해

할 수 있는 활동을 구성하였다([표 5] 하단 참조). 한
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[표 6] 교환법칙의 활용

[Table 6] Application for commutative property of multiplication

한국 일본 미국

활용 시기 및

맥락

- 3-1-1. 곱셈, 3-1-9. 곱셈 -

-
·2-2에서 배운 교환법칙의

상기 및 복습
-

3-2 곱셈 3-2. 곱셈 3-2-6(7) 큰 수의 곱셈

· (몇십몇)×(몇십)의 계산 방법

을 지도하는 과정에서 교환

법칙이 활용됨

· (한 자리 수)×(두 자리 수)의

계산 방법을 배운 후 23×9와

9×23을 비교하게 함

· (한 자리 수)×(두 자리 수)를

앞서 배운 (두 자리 수)×(한

자리 수)로 바꾸어 계산할

수 있다는 점을 안내함

· (두 자리 수)×(한 자리 수)를

계산하는 다양한 전략 중 한

가지 전략으로 다룸

시각적 모델 배열 모델, 수식 수식 수식

시각적

모델의 예

(교육부, 2018b, p. 19)

3-2. 곱셈

(藤井斉亮 외, 2015c, p. 76) (Bell et al., 2016b, p. 579)

편 미국에서는 곱셈의 교환법칙이라는 형식적인 용어

대신 ‘곱셈에서 서로 교환하는 규칙(turn-around rule

for multiplication)’이라는 비형식적인 용어를 사용한다

는 점, 교환법칙을 지도할 때 유용한 손동작에 대해서

도 지도서에 [그림 1]과 같이 제안하는 점이 특징이다.

[그림 1] 교환법칙 지도 시 사용할 수 있는 손

동작(Bell et al., 2016a, p. 281)

[Fig. 1] The gesture that can be used to teach

commutative property (Bell et al., 2016a, p.

281)

정리하면, 한국에서는 곱셈구구를 모두 학습한 후에

교환법칙을 탐구하는 기회를 제공한 반면에 일본과 미

국에서는 곱셈의 의미와 곱셈식의 표현을 학습하는 과

정에서부터 곱셈의 교환법칙을 인식할 수 있도록 지도

하였다. 그리고 시각적 모델의 측면에서는 세 나라가

주로 직사각형 배열 모델과 곱셈구구표를 사용한다는

공통점을 확인하였다.

나. 연산 성질의 활용

본 절에서는 교환법칙을 도입한 후 곱셈을 지도하

는 과정 중 언제, 어떤 맥락에서 교환법칙을 활용하는

지 분석하였다([표 6] 참조). 먼저 한국에서는 3학년 2

학기 곱셈 단원에서 두 자리 수 이상의 곱셈을 지도할

때 교환법칙을 활용하였다(교육부, 2018b). 구체적으로

14×20을 계산하는 방법을 두 개의 배열 그림으로 제시

하였는데, 이를 통해 14×10×2와 14×2×10이 서로 같은

값을 가지는 이유를 이해할 수 있도록 하였다([표 6]

하단 참조). 그리고 9×23과 같은 (한 자리 수)×(두 자

리 수)의 계산 원리를 지도한 후 9×23과 23×9를 비교

해 보는 발문을 명시적으로 제시함으로써 학생들에게
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[표 7] 교환법칙의 일반화

[Table 7] Generalization for commutative property of multiplication

한국 일본 미국

시기 및 맥락 2-2 곱셈구구
2-2 곱셈구구 / 3-1 곱셈

3-1-3(10). 곱셈의 교환법칙
4-2. 계산의 약속

일반화의

요구

간접적 요구 직접적 요구 간접적 요구

· 두 수를 바꾸어 곱해도 곱

이 같다는 것을 수식에서만

확인함

· 교환법칙을 지속적으로 상

기시키며 연산에 활용하게

하며, 이후 변수를 사용하여

일반화함

· ‘turn-around rule’이라는 교

환법칙의 명칭을 안내하고,

이를 탐구할 수 있는 기회를

제공함

일반화의

표현
-

곱셈을 할 때 피승수와

승수를 바꾸어 곱해도 곱은

같다.

두 수를 바꾸어 곱해도 곱은

같다.

□×○=○×□

(한 자리 수)×(두 자리 수)를 계산할 때에는 교환법칙

을 활용할 수 있다는 점을 안내하였다.

일본에서는 두 자리 수 이상의 곱셈을 지도할 때

두 수의 곱을 계산하기 위해 교환법칙을 활용할 수 있

다는 사실을 반복적으로 상기시켰다. 구체적으로 일본

은 3학년 1학기 ‘곱셈’ 단원을 통해 2학년 2학기 때 배

운 곱셈의 교환법칙을 복습하며(藤井斉亮 외, 2015b),

3학년 2학기에는 (한 자리 수)×(두 자리 수)를 계산할

때 교환법칙을 활용하여 3×46과 46×3이 서로 같다는

점을 명시적으로 안내하였다(藤井斉亮 외, 2015c, [표

6] 하단 참조). 그리고 결합법칙과 연결하여 두 수의

곱을 세 수의 곱으로 나타내는 과정에서도 교환법칙을

활용하였다(藤井斉亮 외, 2016c). 예를 들어, 8×25를

8×25=25×8=(25×4)×2로 계산할 수 있는 전략을 소개하

였는데, 이는 단지 (한 자리 수)×(두 자리 수)를 (두

자리 수)×(한 자리 수)로 계산할 수 있다는 전략보다

더욱 적극적인 방식으로 곱셈의 연산 성질을 활용한

지도 사례라고 볼 수 있다.

한편 미국에서는 3학년 1학기에 두 자리 수 이상의

곱셈을 지도하는 과정에서 두 수의 곱을 다양하게 계

산해 보게 하였다. 이때 미국에서는 두 수의 곱을 다

양하게 계산하는 전략 중 하나로써 교환법칙을 언급할

뿐 한국과 일본에서만큼 명시적이고 직접적인 방식으

로 교환법칙을 활용하는 활동은 드물었다(Bell et al.,

2016b). 예를 들어, 12×5는 5×12와 같다는 성질을 활용

하여 문제를 해결할 수 있다는 전략을 안내하는 정도

이다([표 6] 하단 참조).

정리하면, 한국과 일본은 주로 (한 자리 수)×(두 자

리 수)의 계산에서 교환법칙을 명시적으로 활용하며,

이때에는 그림 형태의 시각적 모델보다 수식 자체를

활용한다는 유사성을 확인하였다.

다. 연산 성질의 일반화

곱셈의 교환법칙을 일반화하는 맥락을 중심으로 세

나라의 교과서를 비교·분석한 결과를 정리하면 [표 7]

과 같다. 먼저 전반적인 경향성을 살펴보면, 한국과 미

국은 교환법칙의 일반화를 간접적으로 요구하는 반면

일본은 일반화를 직접적으로 요구한다는 것을 알 수

있다. 이에 대한 구체적인 내용은 다음과 같다.

먼저 한국에서는 교환법칙을 지칭하는 용어나 성질

에 대하여 명시적으로 언급하거나 기술하지는 않지만,

2학년 2학기 교과서에는 두 수를 바꾸어 곱했을 때의

결과를 비교해 보는 발문을 제시하여 규칙을 직관적/

경험적으로 인식할 수 있도록 안내하였다(교육부,

2017). 다음으로 미국에서는 3학년 1학기에 교환법칙을

‘turn-around rule’이라는 비형식적 용어로 지칭하며

학생들이 교환법칙을 직접적으로 인식할 수 있도록 돕

고 있으나(Bell et al., 2016a), 이에 대하여 성질을 명

시적으로 일반화하는 활동은 제시되지 않아 간접적인

요구로 보았다.

한편 일본은 세 나라 중 가장 명시적으로 교환법칙

을 일반화하였다. 구체적으로 일본은 2학년 2학기에
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[표 8] 결합법칙의 도입

[Table 8] Introduction for associative property of multiplication

한국 일본 미국

도입 시기 2-2. 곱셈구구 3-1-9. 곱셈 3-2-5. 분수와 곱셈 전략

지도 맥락
· 곱셈구구를 다양하게 계산하

는 방법 중 하나로써 안내함

· (몇십)×(몇), (몇백)×(몇)의

계산 원리를 설명하는 과정

에서 도입함

· 두 수의 곱을 ‘두 배하기’전

략으로 구하는 과정에서 안

내함

시각적 모델 배열 모델 묶음 모델(동전), 수식
직사각형 넓이 모델,

곱셈구구표

시각적

모델의 예

(교육부, 2017, p. 56) (藤井斉亮 외, 2015b, p. 96)
(Bell et al., 2016b, p. 475)

곱셈구구를 지도하는 과정에서 두 수의 곱이 같은 경

우를 지속적으로 탐색하게 하였으며, 이후에는 곱셈구

구표에서 7×8과 8×7의 곱이 같다는 사실을 바탕으로

곱셈에서 피승수와 승수를 바꾸어 곱해도 두 수의 곱

은 항상 같다는 성질을 약속하기의 형태로 제시하였다

(藤井斉亮 외, 2015a). 이후 3학년 1학기에는 13×3과

같이 (두 자리 수)×(한 자리 수)를 계산하는 방법을 지

도하기 전에, 13×3은 3×13과 같으므로, 3의 단을 3×9

이후까지 생각하여 답을 구하는 아이디어로 제시하였

고(藤井斉亮 외, 2015b), 4학년 2학기에는 ‘계산의 약

속’이라는 단원에서 곱셈의 교환법칙을 ○, □와 같은

변수(variable)를 사용하여 일반화한 점이 특징이다(藤

井斉亮 외, 2015e).

2. 결합법칙의 지도 방안

가. 연산 성질의 도입

한국, 일본, 미국 교과서에서 곱셈의 결합법칙을 도

입하는 맥락을 비교한 결과, 한국과 미국은 공통적으

로 (한 자리 수)×(한 자리 수)의 맥락에서 결합법칙을

도입하는 반면에 일본은 (몇십)×(몇), (몇백)×(몇)의 계

산에서 결합법칙을 도입한다는 차이를 확인하였다([표

8] 참조). 구체적인 내용은 다음과 같다.

먼저 한국에서는 2학년 2학기에 곱셈구구를 모두

학습한 후 (한 자리 수)×(한 자리 수)를 다양하게 계산

하기 위한 방법 중 하나로써 결합법칙의 가능성을 제

시하였다([표 8] 하단 참조). 구체적으로 사탕이 2×6

배열로 그려진 그림과 함께 “2×6은 2×3을 두 번 더했

다”라는 말풍선을 제시하였는데(교육부, 2017, p. 56),

이때 “2×6은 2×3을 두 번 더했다”는 표현이 같은 수를

두 번 더했다는 의미로서 2×6=(2×3)×2로 표현될 수 있

기 때문에 결합법칙이 처음 사용된 예로 보았다.

미국에서는 3학년 2학기에 (한 자리 수)×(한 자리

수)를 계산하는 다양한 전략을 지도하는 과정에서 ‘두

배하기(doubling)’ 전략을 소개하였다(Bell et al.,

2016b). 예를 들어 9×4를 구할 때 9×2를 두 배하는 것

과 같이 두 수의 곱을 구할 때 이미 알고 있는 두 수

의 곱을 두 배하는 것이다([표 8] 하단 참조). 이때 두

배를 구하기 쉽게 도와주는 두 인수를 ‘helper facts’라

고 지칭하며, 곱셈을 계산할 때 적극적으로 이 두 인

수를 찾아서 활용하게끔 지도하였다. 예를 들어 8×6을

해결하기 위해서는 8×3 또는 4×6을 helper facts로 활

용하여 두 배할 수 있다는 것을 지도하는 것이다. 그

리고 이를 나타내기 위하여 직사각형 넓이 모델을 사

용하거나 곱셈구구표를 사용하여 어떤 두 수의 곱이

서로 두 배 관계있는지 비교하기도 하였다(Bell et al.,
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[표 9] 결합법칙의 활용

[Table 9] Application for associative property of multiplication

한국 일본 미국

활용 시기 및

맥락

3-1. 곱셈 3-1-1. 곱셈, 3-1-9. 곱셈 -

(몇십)×(몇)의 계산 방법

지도
세 수의 곱셈 지도 -

3-2. 곱셈 3-2. 곱셈 3-2-8(2). 확장된 인수

(몇십)×(몇십)의 계산 방법

지도

(몇십)×(몇십)의 계산 방법

지도

(몇십)×(몇), (몇백)×(몇)의

계산 방법 지도

4-1 곱셈과 나눗셈 4-1. 큰 수 -

(세 자리 수)×(몇십)의 계산

방법 지도
(세 자리 수) 이상의 곱셈 -

시각적 모델
묶음 모델(수 모형), 수식,

배열 모델
묶음×배열 모델, 수식 묶음 모델(수 모형), 수식

시각적

모델의 예

3-2. 곱셈

(교육부, 2018b, p. 16)

3-2. 곱셈

(藤井斉亮 외, 2015c, p. 70)

3-2-8(3). 확장된 인수

(Bell et al., 2016b, p. 741)

2016b, p. 482).

한편 일본에서는 3학년 1학기에 두 자리 수 이상의

곱셈 중 (몇십)×(몇), (몇백)×(몇)의 계산 원리를 설명

하는 과정에서 결합법칙을 비형식적으로 도입하였다

(藤井斉亮 외, 2015b). 예를 들어 2×3=6이라는 사실을

바탕으로 10엔, 100엔짜리의 동전 그림을 활용하여

20×3, 200×3은 각각 두 수의 곱이 10배, 100배 증가한

다는 규칙을 지도하는 것이다([표 8] 하단 참조)2).

정리하면, 한국, 일본, 미국에서는 공통적으로 결합

법칙을 처음 도입할 때 암묵적이고 직관적인 방법으로

제시하며, 주로 배열 모델과 묶음 모델 등을 사용하였

다. 한편 한국과 미국에서는 (한 자리 수)×(한 자리

수)의 맥락에서 결합법칙을 처음 도입한 것과 달리 일

본에서는 ‘×10’, ‘×100’과 같은 십의 배수를 곱하는 맥

2) 참고로 일본에서는 (몇십몇)×(몇)과 같은 두 자리 수 이상

의 곱셈 알고리즘을 지도하기 전에 곱셈구구를 바탕으로

(몇십)×(몇), (몇백)×(몇)을 먼저 지도한다(藤井斉亮 외,

2015b).

락에서 결합법칙을 도입한다는 차이를 확인하였다.

나. 연산 성질의 활용

세 나라에서 곱셈의 결합법칙을 활용하는 맥락을

비교·분석한 결과는 다음과 같다([표 9] 참조). 우선 세

나라는 공통적으로 10의 배수를 곱하는 곱셈에서 결합

법칙을 활용하였다. 그러나 한국과 미국이 묶음 모델

과 수식을 활용하여 ‘×10’ 또는 ‘×100’의 규칙을 탐색하

게 하는 방식과는 달리, 일본에서는 세 수의 곱셈을

지도하며 더욱 명시적이고 적극적인 방식으로 결합법

칙을 곱셈의 연산에서 활용하였다. 이는 앞서 일본만

결합법칙을 도입하는 맥락이 달랐던 것과 연관된다.

구체적으로 한국에서는 3학년 1학기에 (몇십)×(몇),

3학년 2학기에 (몇십)×(몇십), 4학년 1학기에 (세 자리

수)×(몇십)를 지도하기 위하여 수 모형이나 그림, 수식

을 활용한 묶음 모델을 사용하였다([표 9] 참조). 이중

3학년 2학기에는 (몇십)×(몇십)을 계산할 때 20×3이라

는 두 수의 곱 자체를 10개의 묶음으로 표현한 점, (몇
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십)×(몇십)의 계산 방법을 여러 가지 수식으로 자세하

게 제시하였다는 점이 특징이다(교육부, 2018). 예를

들어, 20×30의 계산을 20×30=2×3×10×10으로 나타내기

도 하였는데([표 9] 하단 참조), 이를 통해 한국에서는

세 수의 곱셈을 교과서에서 명시적으로 지도하지는 않

지만, 암묵적으로 허용하고 있다는 것을 알 수 있다.

미국에서는 3학년 2학기에 피승수가 10배씩 커질

때마다 두 수의 곱이 어떻게 변하는지 수 모형으로 제

시하였다(Bell et al., 2016b). 예를 들어, 5×3은 일 모

형으로, 50×3은 십 모형으로, 500×3은 백 모형으로 제

시하는 것이다([표 9] 하단 참조). 이를 통해 학생들은

세 개의 곱셈식을 수 모형으로 나타낼 때에는 공통적

으로 동일한 개수의 수 모형이 필요하지만, 각 모형이

나타내는 값은 서로 다르다는 규칙을 발견할 수 있다.

한편 일본에서는 한국, 미국 두 나라와는 달리 앞서

‘×10’ 또는 ‘×100’을 다룰 때 이미 결합법칙을 도입하였

기 때문에, 이를 활용하는 맥락에서는 더욱 적극적인

방식을 취하였다. 구체적으로 일본은 3학년 1학기에

(두 자리 수)×(한 자리 수), (세 자리 수)×(한 자리 수)

를 학습한 후 세 수의 곱셈을 지도하며 결합법칙을 직

접적으로 지도하였다. 예를 들어, “1개에 75엔인 과자

가 한 상자에 5개씩 담겨있습니다. 2상자를 사면 얼마

입니까?”라는 문제를 해결하기 위하여, 한 상자의 가격

을 먼저 구하는 경우(75×5)와 과자의 수를 먼저 구하

는 경우(5×2)를 비교하는 것이다([그림 2] 참조).

[그림 2] 결합법칙을 활용하는 예(藤井斉亮 외,

2015b, p. 106)

[Fig. 2] An example using associative property

(藤井斉亮 et al., 2015b, p. 106)

이때 어떤 두 수를 먼저 곱하는 것이 각각 어떠한

문제 상황과 연결되는 것인지 구분할 수 있도록 지도

하였으며, 나아가 세 수 중 어느 두 수를 먼저 곱하는

것이 십의 배수를 만들어 더욱 쉽게 계산할 수 있을지

도 추론해 보게 하였다. 즉 결합법칙을 활용하는 것에

대한 유용성을 강조한 점이 특징이다. 이후 4학년 1학

기에는 5400×320과 같은 큰 수의 곱셈을 다루는데, 이

때 5400×320=54×32×1000으로 계산할 수 있다는 것을

식으로 나타냈다(藤井斉亮 외, 2015d). 이는 앞서 한국

과 미국에서 10의 배수를 곱할 때의 규칙을 ‘×10’의 거

듭제곱의 형태로 탐색하던 과정과 유사하다.

정리하면, 한국과 미국은 공통적으로 ‘×10’ 또는

‘×100’의 계산 방법을 지도하는 맥락에서 결합법칙을

사용하지만, 결합법칙에 대한 명확한 성질을 탐구하거

나 규정하지 않았다. 이는 미국에서 교환법칙을

‘turn-around rule’로 지칭하여 명시적으로 다룬 경우

와 대비된다. 또한 한국과 미국에서는 계산 원리를 이

해하고, 관련 규칙을 찾는 데 초점을 두고 있어, 피승

수와 승수가 문제 맥락에서 어떠한 의미를 지니는지에

대해서는 다루지 않는다. 반면에 일본에서는 세 수의

곱셈을 통해 결합법칙을 명시적으로 지도하며, 결합법

칙의 유용성을 경험할 수 있는 활동을 강조하였다.

다. 연산 성질의 일반화

한국, 일본, 미국에서 곱셈의 결합법칙을 일반화하는

맥락을 비교한 결과는 다음과 같다. 먼저 한국과 미국

은 결합법칙을 활용하여 ‘×10’ 또는 ‘×100’을 곱할 때의

계산 규칙을 정리하는 수준에서 연산 성질에 대한 일

반화를 간접적으로 요구하였다([표 10] 참조). 반면에

일본은 3학년 1학기에 ‘×10’ 또는 ‘×100’을 계산하는

방법을 ‘곱하는 수가 10배/100배일 때에는 답에 10배

/100배를 하면 된다.’라는 약속하기의 형태로 정리하였

고, 세 수의 곱셈에서는 계산 규칙을 ‘세 수의 곱에서

처음 두 수를 먼저 곱하거나 나머지 두 수를 먼저 곱

해도 답은 동일하다.’라고 정리하였다(藤井斉亮 외,

2015c). 그리고 이후 4학년 2학기에 ○, □ 등의 변수

를 사용하여 결합법칙을 일반화하였다(藤井斉亮 외,

2015e). 즉 한국과 미국에서는 십의 배수를 곱하는 계

산 원리 및 그 규칙을 이해하는 수준에서 결합법칙의

일반화를 간접적으로 지도하는 반면에 일본에서는 곱

셈의 결합법칙이라는 성질 자체를 명시적이고 직접적

인 형태로 일반화한다는 것을 알 수 있다.
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[표 10] 결합법칙의 일반화

[Table 10] Generalization for associative property of multiplication

한국 일본 미국

시기 및 맥락
3-1. 곱셈/ 3-2. 곱셈 3-1-9. 곱셈 / 3-2-16. 곱셈

3-2-8(2). 확장된 인수
4-1 곱셈과 나눗셈 4-2-1. 계산의 약속

일반화의

요구

간접적 요구 직접적 요구 간접적 요구

· (몇십)=(몇)×10의 형태로 나

타낼 수 있다는 것을 그림과

식으로 나타냄

· 몇십 또는 몇백의 곱셈을 규

칙으로 정리하여 지도함

· 세 수의 곱에서 결합법칙의

성질을 명시적으로 지도함

· (몇십)×(몇), (몇백)×(몇)은

(몇)×(몇)을 각각 10배, 100

배한 값과 같다는 규칙을 찾

게 함

일반화의

표현
-

· 곱하는 수가 10배/100배일

때에는 답에 10배/100배를

하면 된다.

· 세 수의 곱에서 처음 두 수를

먼저 곱하거나 나머지 두 수

를 먼저 곱해도 답은 같다.

-

(□×○)×△=□×(○×△)

3. 분배법칙의 지도 방안

가. 연산 성질의 도입

세 나라에서 분배법칙을 처음 도입하는 맥락을 비

교·분석한 결과, 한국, 일본, 미국은 모두 (한 자리

수)×(한 자리 수)를 지도하는 맥락에서 분배법칙을 도

입하였다([표 11] 참조). 다만 분배법칙을 도입하는 구

체적인 목적 및 지도 방안에는 다소 차이가 있었는데,

이에 대한 자세한 내용은 다음과 같다.

먼저 한국은 2학년 2학기에 곱셈구구를 지도하는데,

이때 분배법칙을 토대로 곱셈구구의 원리를 지도하였

다(교육부, 2017). 예를 들어, 6×2와 6×3을 배열 모델로

제시한 후 두 곱셈식을 비교하며 승수가 1커지면 두

수의 곱이 어떻게 변하는지 관찰하게 하는 것이다([표

10] 하단 참조). 우리나라에서는 이러한 방식을 모든

곱셈구구를 다루는 차시에서 일괄적으로 적용한다는

점이 특징이다. 그리고 곱셈구구를 모두 배운 후에는

탐구수학이라는 특화 차시를 통해 두 수의 곱을 배열

그림으로 제시한 후 이를 다양하게 분해하여 계산할

수 있는 방법을 탐구하게 하였다(교육부, 2017).

일본도 한국과 마찬가지로 2학년 2학기에 곱셈구구

를 지도하는 맥락에서 분배법칙을 도입하였다. 그리고

곱셈구구의 원리와 더불어 곱셈을 다양하게 계산하는

방법으로써 분배법칙을 탐구해 보게 한다는 공통점이

있다(藤井斉亮 외, 2015a, p. 28). 예를 들어, [표 11]과

같이 9×9는 6×9와 3×9의 합과 같다는 점을 배열 그림

과 함께 지도하는 것이다.

미국은 3학년 1학기에 (한 자리 수)×(한 자리 수)를

계산하는 원리를 지도할 때 분배법칙을 도입하였다

(Bell et al., 2016a). 즉 도입 시기만 다를 뿐 분배법칙

을 도입하는 맥락은 한국, 일본, 미국이 모두 유사하다

는 것을 알 수 있다. 구체적으로 미국에서는 두 수의

곱을 구할 때 피승수를 한번 더하거나 빼는 전략을 지

도하며 (한 자리 수)×(한 자리 수)의 계산 원리를 지도

하였다. 예를 들어, [표 11]의 하단 그림과 같이 ‘한 묶

음을 더하는 전략(adding a group)’을 지도할 때에는

배열 모델로 3×5를 나타낸 후 3개씩 한 줄을 더 추가

하여 3×63)을 계산할 수 있다는 원리를 지도하는 것이

다. 이때에도 결합법칙에서 언급했던 ‘helper facts’를

활용하여, 두 수의 곱을 구하기 위하여 어떠한 ‘helper

3) 우리나라에서는 6×3을 6개씩 3줄로 이해하는 반면에 미국

에서는 6×3을 3개씩 6줄(6 rows of 3)로 읽는다. 이에 본

논문에서는 두 수의 곱을 표기하고 해석하는 데 발생할

수 있는 혼돈을 피하기 위하여 미국 교과서에 표기된 곱

셈식을 한국에서 이해하는 방식으로 수정하여 표기하였음

을 밝힌다.
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[표 11] 분배법칙의 도입

[Table 11] Introduction for distributive property of multiplication

한국 일본 미국

도입 시기 2-2. 곱셈구구 2-2. 곱셈구구
3-1-3(11). 한 묶음을 더하기

3-1-3(12). 한 묶음을 빼기

지도 맥락

· 곱셈구구의 원리를 지도함

· 곱셈구구를 이용하여 다양

한 계산 방법을 탐구함

· 곱셈구구의 원리를 지도함

· 곱셈구구를 이용하여 다양

한 계산 방법을 탐구함

· (한 자리 수)×(한 자리 수)

의 맥락에서 승수의 변화

이해하도록 지도함

시각적 모델 배열 모델, 수식 배열 모델, 수식 배열 모델, 수식

시각적

모델의 예

(교육부, 2017, p. 36)
(藤井斉亮 외, 2015a, p. 36)

(Bell et al. 2016a, p. 289)

facts’를 활용하면 좋을지 모색해 보게 하는 점이 특징

이다. 미국 교과서의 이러한 지도 방식은 사실상 한국

과 일본에서 곱셈구구의 원리를 지도하는 방식과 거의

유사하다. 다만 미국에서는 분배법칙을 두 수의 곱을

다양하게 계산할 수 있는 여러 ‘전략’ 중 하나로서 구

체화하고, ‘adding a group’과 같은 특정한 용어로 지

칭하여 다룬다는 차이가 있다.

정리하면, 세 나라에서는 공통적으로 (한 자리

수)×(한 자리 수)의 맥락에서 분배법칙을 도입하고, 이

때에는 주로 배열 모델을 사용한다는 공통점이 있다.

그러나 한국과 일본에서는 곱셈구구의 원리를 지도하

는 데 초점을 두어 분배법칙을 지도하는 반면에 미국

에서는 (한 자리 수)×(한 자리 수)를 계산하는 원리와

더불어 두 수의 곱을 다양하게 계산하는 전략 중 하나

로서 분배법칙을 다룬다는 초점의 차이를 확인할 수

있다.

나. 연산 성질의 활용

한국, 일본, 미국의 교과서를 분배법칙의 활용 측면

에서 비교·분석한 결과는 다음과 같다([표 11 참조]).

우선 세 교과서는 두 자리 수 이상의 곱셈을 지도하는

과정에서 분배법칙을 적극적으로 활용한다는 공통점이

있으나, 각 나라마다 주로 사용하는 시각적 모델과 구

체적인 지도 방법에는 미묘한 차이가 있었다. 구체적

인 내용은 다음과 같다.

먼저 한국은 (두 자리 수)×(한 자리 수), (세 자리

수)×(한 자리 수)에서 수 모형(묶음 모델)을 사용하여

분배법칙을 시각적으로 제시했다([표 12] 하단 참조).

구체적으로 피승수의 각 자릿수를 승수와 곱하는 과정

을 수 모형을 사용하고, 이러한 조작 활동의 과정을

세로셈 알고리즘과 연결하는 것이다(교육부, 2018a

2018b). 한국에서는 이러한 방식을 3학년 1, 2학기 동

안 일괄적으로 사용하는데, 예외적으로 3학년 2학기에

다루는 (몇)×(몇십몇), (몇십몇)×(몇십몇)의 계산에서만

수 모형 대신 직사각형 넓이 모델을 사용하였다([표

12] 하단 참조). 나아가 4학년 1학기에는 (세 자리

수)×(두 자리 수)의 계산 방법을 지도하는 과정에서

분배법칙을 제시하는데, 이때에는 이전 차시에서 다룬

(세 자리 수)×(몇십)의 계산 방법과 연결하여 동일한

묶음 모델 형태의 그림을 사용한 점이 특징이다(교육

부, 2018c). 구체적으로 [그림 3]과 같이 묶음 모델을

활용하여 한 사람이 하루에 282L의 물을 사용할 때 24

명이 하루에 사용하는 물의 양을 구하는 문제에서

282×24를 282×20과 282×4의 합으로 나타냈다.
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[표 12] 분배법칙의 활용

[Table 12] Application for distributive property of multiplication

한국 일본 미국

활용 시기 및

맥락

3-1 곱셈 3-1-1. 곱셈, 3-1-9. 곱셈 -

(두 자리 수)×(한 자리 수)

의 계산 원리를 지도한 후

세로셈과 연결함

(두 자리 수)×(한 자리 수)

의 계산 방법을 추론함

(두 자리 수)×(한 자리 수),

(세 자리 수)×(한 자리 수)

의 세로셈과 연결함

-

3-2 곱셈 3-2. 곱셈
3-2-5. 분수와 곱셈 전략

3-2-6(7) 큰 수의 곱셈

(세 자리 수)×(한 자리 수),

(몇십몇)×(몇십몇)의 계산

원리를 지도한 후 세로셈과

연결함

(두 자리 수)×(두 자리 수),

(세 자리 수)×(두 자리 수)

의 계산 원리를 지도한 후

세로셈과 연결함

(한 자리 수)×(한 자리 수)

의 다양한 계산 전략를 탐

구함

(몇)×(몇십몇), (몇십몇)×(몇

십몇)의 다양한 계산 원리

를 탐구함

4-1 곱셈과 나눗셈 4-1. 큰 수 4-1. 다자릿수의 곱셈

(세 자리 수)×(두 자리 수)

의 계산 원리를 지도한 후

세로셈과 연결함

(세 자리 수)×(세 자리 수),

(네 자리 수)×(세 자리 수)

의 계산 원리를 지도한 후

세로셈과 연결함

(두 자리 수)×(두 자리 수),

(세 자리 수)×(한 자리 수)

의 계산 원리를 지도한 후

세로셈과 연결함

시각적 모델
묶음 모델(수 모형), 수식,

직사각형 넓이 모델

배열 모델, 수식, 묶음 모델,

묶음×배열 모델

배열 모델, 직사각형 넓이

모델

시각적

모델의 예

3-1. 곱셈

(교육부, 2018a, p. 76)

3-1-9. 곱셈

(藤井斉亮 외, 2015b, p. 99)

3-2-5. 분수와 곱셈 전략

(Bell et al., 2016b, p. 517)

3-2 곱셈

(교육부, 2018b, p. 18)

3-2-16. 곱셈

(藤井斉亮 외, 2015c, p. 72)

4-1. 다자릿수의 곱셈

(Bell et al., 2016c, p. 379)
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[그림 3] 분배법칙을활용하는예(교육부, 2018c, p. 64)

[Fig. 3] An example using distributive property

(Ministry of Education, 2018c, p. 64)

일본은 3학년 1학기에 2학년에서 학습했던 분배법

칙을 복습하는데(藤井斉亮 외, 2015b), 이때 (한 자리

수)×(한 자리 수)를 계산할 때 활용했던 분배법칙의

원리를 그대로 적용하여 12×4, 14×3과 같은 (두 자리

수)×(한 자리 수)의 계산 원리를 비형식적으로 탐구해

보게 하는 특징이 있다([그림 4] 참조). 구체적으로 [그

림 4]를 살펴보면, (두 자리 수)×(한 자리 수)를 해결

하는 세로셈 알고리즘을 배우기 전에 곱셈구구에서 사

용했던 분배법칙을 그대로 적용하여 12×4를 10×4와

2×4로 분해한 후 합하여 답을 구할 수 있다는 원리를

추론하게 하는 것이다. 이후 3학년 1학기 두 번째 단

원에서도 [그림 4]와 같은 배열 그림과 수식을 그대로

사용하여 (두 자리 수)×(한 자리 수), (세 자리 수)×(한

자리 수)의 계산 원리를 지도하였다. 이러한 측면에서

일본은 곱셈구구부터 지속적으로 사용했던 분배법칙의

전략과 시각적 모델을 일관되게 활용하여 학생들로 하

여금 분배법칙의 원리를 충분히 탐색하게 한 후에 이

를 곱셈의 세로셈 알고리즘과 연결한다는 것을 알 수

있다.

[그림 4] (두 자리 수)×(한 자리 수)를 지도하는

활동의 예(藤井斉亮 외, 2015b, pp. 18-19)

[Fig. 4] An example teaching the (two digits) x

(one digit) (藤井斉亮 et al., 2015b, pp. 18-19)

3학년 2학기에는 분배법칙을 적용하여 (두 자리

수)×(두 자리 수), (세 자리 수)×(두 자리 수)를 계산하

는 원리를 지도하는데(藤井斉亮 외, 2015c), 이때부터

는 시각적 모델의 수는 많이 줄이고, 주로 수식을 사

용하였다. 예를 들어, 12×23=(12×20)+(12×3)과 같이 승

수를 십의 자리 수와 일의 자리 수로 분해한 후 각각

의 부분곱을 곱셈의 세로셈 알고리즘과 연결하는 것이

다. 그리고 이와 동일한 방법으로 (세 자리 수)×(두 자

리 수), 더 큰 수의 곱셈을 지도하였다.

한편 미국에서는 3학년 2학기까지 (한 자리 수)×(한

자리 수)를 다양하게 계산하는 전략을 적극적으로 지

도하였다(Bell et al., 2016a, 2016b). 구체적으로 ‘한 묶

음을 더하거나 빼는 전략’, ‘break-apart 전략(직사각형

넓이 모델을 분해하여 각 부분곱을 시각적으로 나타내

는 전략)’과 같은 분배법칙을 활용한 다양한 전략을 지

도하며, 이러한 전략을 다룰 때에는 주로 직사각형 넓

이 모델을 일관되게 사용하였다. 그리고 승수에 대한

분배와 피승수에 대한 분배를 균형 있게 함께 다루고

그 과정과 결과를 식으로도 나타내게 한다는 특징이

있다([표 12] 하단 참조). 구체적으로 미국에서는 3학

년 2학기에 ‘큰 수의 곱셈’ 단원을 통해 (두 자리

수)×(한 자리 수)를 지도하는데, 이때에는 이전에 지도

했던 ‘두 배하기 전략’과 ‘break-apart 전략’ 등을 활용

하게 하였다(Bell et al., 2016b). 그리고 3학년 2학기

마지막 단원에서 (몇십몇)×(몇)을 지도할 때에도 직사

각형 넓이 모델을 지속적으로 사용하여 분배법칙에 따

른 계산 원리를 이해하게 하는 데 초점을 두었다. 이

후 4학년 1학기에는 (세 자리 수)×(한 자리 수), (두

자리 수)×(두 자리 수)를 다루는데, 이때 처음에는 직

사각형 넓이 모델로 분배하여 계산해 보는 과정을 반

복한 후 부분곱에 대한 알고리즘을 곱셈의 세로셈 알

고리즘과 처음으로 연결하였다(Bell et al., 2016c).

정리하면, 한국은 수 모형을 활용한 조작 활동을 통

해 (두 자리 수)×(한 자리 수)의 계산 원리를 지도한

후 그 과정을 세로셈 알고리즘과 연결하는 과정을 강

조하였다. 반면에 일본과 미국은 공통적으로 두 자리

수 이상의 곱셈을 세로셈 알고리즘으로 형식화하기 전

에 (한 자리 수)×(한 자리 수)를 계산할 때 사용했던

다양한 분배 전략과 시각적 모델을 거의 그대로 일관

되게 활용하여 (두 자리 수)×(한 자리 수)의 계산 원리

를 비형식적으로 탐구해 보게 하는 과정을 포함하였다.
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[표 13] 분배법칙의 일반화

[Table 13] Generalization for distributive property of multiplication

한국 일본 미국

시기 및 맥락

2-2 곱셈구구 2-2 곱셈 / 3-1 곱셈

3-2-5. 분수와 곱셈 전략3-1. 곱셈 / 3-2. 곱셈,

4-1. 곱셈과 나눗셈
4-2-1. 계산의 약속

일반화의

요구

간접적 요구 직접적 요구 간접적 요구

· 곱셈구구에서 승수가 1씩 증

가함에 따라 두 수의 곱이

피승수만큼 증가한다는 규칙

을 이해하게 함

· 두 자리 수 이상의 곱셈에서

피승수와 승수를 자릿값에

따라 분해한 후 부분곱의 합

을 계산하는 원리를 지도함

· 곱셈에서 승수와 피승수의

변화에 따른 곱의 변화를 명

시적으로 약속함

· 분배법칙을 명시적으로 지도

하고 변수를 사용하여 일반

화함

· 곱셈구구표에서 규칙을 찾을

때 승수 또는 피승수의 변화

에 따라 곱이 어떻게 달라지

는지 규칙을 찾아보게 함

· 두 자리 수 이상의 곱셈에서

피승수와 승수를 자릿값에

따라 분해한 후 부분곱의 합

을 계산하는 원리를 지도함

· 분배법칙을 활용한 다양한

분배전략을 구체화하여 다룸

일반화의

표현
-

곱셈에서 승수가 1 증가하면

두 수의 곱은 피숭수만큼 증

가한다. 또한 승수가 1 감소

하면, 두 수의 곱은 피승수만

큼 줄어든다.

곱셈에서 피승수 또는 승수

를 분해하여 계산해도 답은

동일하다.

곱셈에서, 승수가 1 증가하

면 두 수의 곱은 피숭수만큼

증가한다. 또한 승수가 1 감

소하면, 두 수의 곱은 피승수

만큼 줄어든다.

한 묶음을 더하거나 빼는 전

략, break-apart 전략 등

(藤井斉亮 외, 2015e, p. 7)

다. 연산 성질의 일반화

한국, 일본, 미국에서 분배법칙을 일반화하는 맥락을

비교한 결과는 다음과 같다([표 13] 참조). 세 나라는

공통적으로 (한 자리 수)×(한 자리 수)의 맥락에서 분

배법칙을 도입한 후 두 자리 수 이상의 곱셈을 지도하

는 맥락에서 분배법칙을 적극 활용하였다. 그러나 이

를 하나의 규칙이나 성질로서 일반화하고 표현하는 수

준에는 차이가 있었다. 먼저 한국과 미국에서는 분배

법칙에 대한 일반화를 간접적으로 요구하는 경향을 보

였다. 구체적으로 한국에서는 두 자리 수 이상의 곱셈

을 계산할 때 10의 배수를 중심으로 부분곱을 구한 후

합하는 과정을 지속적으로 수 모형과 직사각형 넓이

모델로 지도하였으나, 이를 하나의 규칙이나 성질로서

정리하거나 표현하지는 않았다.

미국은 3학년 2학기에 (한 자리 수)×(한 자리 수)를

여러 가지 방법으로 계산하는 전략을 지도한 후 곱셈

구구표를 활용하여 피승수가 1씩 커짐에 따라 곱이 피

승수만큼 더해진다는 규칙을 발견하고 이를 표현하게

하였다. 그리고 분배법칙을 활용한 다양한 전략을 구

체화하여 각각의 전략에 이름을 붙여 학생들이 분배법

칙을 활용한 전략을 명시적으로 인식할 수 있도록 하

였다. 이러한 측면에서 미국은 한국보다 비교적 명시

적인 수준에서 분배법칙을 일반화하여 다룬다고 볼 수

있다. 그러나 미국도 한국과 마찬가지로 분배법칙 자

체를 명시적으로 약속하거나 표현하지는 않았다.

반면에 일본에서는 2학년에 곱셈구구를 배우는 과

정에서 분배법칙의 원리를 지속적으로 학습한 이후 곱

셈구구 단원을 마무리할 때에는 ‘곱셈에서 두 수의 곱
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[표 14] 한국, 일본, 미국의 주요 시사점 비교

[Table 14] Comparative analysis of main implications in Korea, Japan, and USA

한국 일본 미국

교환법칙의

지도 측면

· 곱셈구구를 모두 배운 후

명시적으로 지도함

· 곱셈구구를 지도할 때 교환

법칙을 반복적으로 상기시킴

· 교환법칙을 명시적으로 약

속하고, 변수식을 사용하여

일반화함

· ‘곱셈에서 서로 교환하는 규

칙(turn-around rule for

multiplication)’이라는 규칙

으로서 명시적으로 지도함

결합법칙의

지도 측면

· 3-2에서 별도의 지도 없이

두 수의 곱을 세 수 이상의

곱으로 나타냄

· 세 수의 곱을 별도로 지도함

· 결합법칙을 명시적으로 약속

하고, 이를 활용할 수 있는

문제를 다룸

· 변수식을 사용하여 일반화함

· 두 수의 곱을 계산하는 다

양한 전략 중 ‘두 배하기

(doubling)’전략을 활용하여

지도함

분배법칙의

지도 측면

· 곱셈구구의 원리에서 분배

법칙을 일관되게 지도함

· 3-1부터 세로셈을 일관되게

지도함

· 학년이 증가함에 따라 주로

사용하는 모델이 달라짐

· 배열 모델과 수식을 일관되게

사용함

· 세로셈을 지도하기 전에 두

수의 곱을 두 부분곱의 합으

로 나타내는 과정을 반복적

으로 지도함

· 변수식을 사용하여 일반화함

· 직사각형 넓이 모델과 수식을

일관되게 사용함

· 분배법칙을 활용한 다양한

전략(예, 한 묶음을 더하거나

빼는 전략, break-apart 전

략)을 지도함

· 세로셈을 지도하기 전에 두

수의 곱을 두 부분곱의 합으

로 나타내는 과정을 반복적

으로 지도함

에서 곱하는 수가 1증가하면 곱은 곱해지는 수만큼 증

가한다.’라는 규칙을 정리하였다(藤井斉亮 외, 2015a).

그리고 4학년 2학기에는 □, △ 등의 변수를 사용하여

분배법칙을 하나의 약속으로서 일반화하고 표현하였다

(藤井斉亮 외, 2015e).

정리하면, 한국에서는 분배법칙을 지속적으로 지도

하지만 그 원리를 하나의 규칙이나 성질로서 약속하여

정리하지는 않았다. 미국도 한국과 마찬가지로 분배법

칙을 명시적으로 일반화하지는 않지만, 분배법칙을 활

용한 다양한 전략을 구체화한 후 이를 특정한 용어로

지칭한다는 측면에서 학생들이 분배법칙의 원리를 비

교적 명시적으로 인식할 수 있는 기회를 제공하였다.

마지막으로 일본에서는 곱셈의 교환법칙, 결합법칙과

마찬가지로 분배법칙을 하나의 성질로서 명확히 약속

하고 이후에는 변수식으로 일반화하여 표현하였다.

4. 한국, 일본, 미국의 초등학교 수학교과서에 제

시된 지도 방안의 주요 시사점 비교

한국, 일본, 미국의 초등학교 수학교과서에 제시된

범자연수의 연산 성질에 대한 지도 방안을 비교한 결

과, 세 국가의 지도 방안은 각각 저마다의 시사점이

있었다. 이에 본 절에서는 앞서 분석한 결과를 토대로

세 국가의 수학교과서에서 드러난 주요 시사점을 비교

하며 [표 14]와 같이 정리한 후 우리나라 수학교과서

에서 보완해야 할 측면을 도출하였다.

첫째, 한국은 두 자리 수 이상의 곱셈을 지도할 때

세로셈 알고리즘을 반복적으로 지도하는 경향이 있으

며, 연산 성질을 활용한 다양한 전략은 별반 다루지

않는다. 구체적으로 한국에서는 곱셈구구를 지도할 때

를 제외하고는 곱셈의 연산 성질을 활용하여 두 수의

곱을 다양하게 계산해 볼 수 있는 기회가 거의 제공되

지 않으며, 주로 매차시마다 세로셈을 반복적으로 지

도하는 편이다. 반면에 일본과 미국에서는 세로셈을

도입하기 전까지 두 수의 곱을 다양한 부분곱으로 분

해하고 그 과정과 결과를 수식으로 나타내어 보게 하

였으며, 이후에도 곱셈의 연산 성질을 유용하게 활용

할 수 있는 과제를 지속적으로 제공하였다.

둘째, 한국에서는 곱셈의 교환법칙은 비교적 명시적

으로 언급하는 반면에 결합법칙과 분배법칙은 암묵적
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으로 다루었다. 특히 곱셈의 결합법칙과 분배법칙은

주로 두 수의 곱을 계산하는 방법을 설명하기 위한 과

정에서 수식과 그림의 혼합 형태로 제시되는 경향이

있었다. 즉 결합법칙과 분배법칙을 계산 방법으로서

다루는 경향이 있으며 하나의 성질이나 규칙으로서 언

급하거나 탐구하지는 않는다. 반면에 일본에서는 결합

법칙과 분배법칙을 명시적으로 약속한 후 이를 변수식

으로 일반화하여 제시하였다. 특히 일본은 세 수의 곱

을 활용하여 결합법칙을 명시적으로 지도한 후 두 수

의 곱을 계산할 때 두 수의 곱을 필요에 따라 세 수의

곱으로 분배하여 효율적으로 계산하는 방법을 탐구하

기도 하였다.

셋째, 한국에서는 두 수의 곱셈을 지도하기 위하여

학년마다 서로 다른 시각적 모델을 사용하는 경향이

있다. 예를 들어, 2학년에서 곱셈구구를 다룰 때에는

배열 모델을 주로 사용하고, 3학년에서 두 자리 수 이

상의 곱셈을 다룰 때에는 수 모형을 사용한 묶음 모델

을 주로 사용하며, 4학년에서는 주로 수식에 의존하는

것이다. 반면에 일본과 미국에서는 각각 주로 사용하

는 시각적 모델을 여러 학년에 걸쳐 일관되게 사용하

였다. 예를 들어, 미국은 직사각형 넓이 모델을 일관되

게 사용함으로써 학생들이 세로셈을 학습하기 전까지

스스로 두 수의 곱을 계산하기 위하여 분배법칙을 활

용할 수 있도록 하였고, 이후에는 세로셈을 계산하는

원리와 연결하였다.

위와 같이 우리나라 수학교과서에서 곱셈의 연산

성질을 지도하는 방안에 대한 보완점을 확인하였다.

이에 그와 관한 구체적인 대안을 다음 장에서 논의하

고자 한다.

Ⅴ. 결론

범자연수의 곱셈을 개념적으로 의미 있게 이해하기

위해서는 곱셈의 연산 성질에 대한 이해가 뒷받침되어

야 한다. 이에 본 논문은 한국, 일본, 미국의 초등학교

수학교과서에서 범자연수 곱셈의 연산 성질을 어떻게

지도하는지 비교·분석하였다. 분석 결과, 세 나라는

(한 자리 수)×(한 자리 수)의 지도 맥락에서 곱셈의 연

산 성질을 처음 도입한다는 점, 곱셈의 연산 성질을

지도할 때 세 나라가 모두 유사한 시각적 모델을 사용

한다는 점 등에서 공통적인 경향성을 확인할 수 있었

다. 그러나 두 자리 수 이상의 곱셈에서 연산 성질을

활용하거나 일반화하는 맥락에서는 나라별로 미묘한

차이를 확인하였다. 이러한 결과를 토대로 우리나라에

서 범자연수 곱셈의 연산 성질을 지도하는 구체적인

방안에 대해 논의하면 다음과 같다.

첫째, 곱셈을 지도할 때 곱셈의 연산 성질을 활용하

여 곱셈을 다양하게 계산하는 전략을 탐구할 필요가

있다. 연구 결과, 우리나라에서는 2학년 2학기 곱셈구

구의 맥락에서는 곱셈의 교환법칙, 분배법칙 등을 활

용하여 다양하게 계산하는 방법에 대하여 탐구할 수

있는 기회를 제공하는 반면에 3학년에서 두 자리 수

이상의 곱셈을 다룰 때부터는 세로셈 알고리즘의 지도

에 초점을 두는 경향을 확인할 수 있다. 물론 세로셈

알고리즘은 분배법칙에 바탕을 둔 효율적인 방법이지

만, 그만큼 가장 형식적으로 간결하게 정선된 방법이

라는 점에서 그 원리와 과정을 충분히 이해하지 못한

경우에는 다양한 오류를 양산할 수 있다. 예를 들어

김수미(2012)의 연구를 통해 알 수 있듯이, 범자연수의

곱셈 계산을 모두 배운 초등학교 4학년 학생들 중에도

분배법칙 및 자릿값에 대한 개념적인 이해가 부족한

경우가 많았기 때문이다.

이와 관련하여 일본과 미국의 교과서를 살펴본 결

과, 일본과 미국에서는 공통적으로 세로셈 알고리즘을

배우기 전에 (한 자리 수)×(한 자리 수)를 계산할 때

활용했던 분배법칙, 교환법칙 등을 지속적으로 사용하

며 (두 자리 수)×(한 자리 수)의 계산 원리를 비형식적

으로 탐구하였다. 즉 한 자리 수끼리의 곱셈 맥락에서

활용했던 곱셈의 연산 성질을 그대로 활용하여 두 자

리 수 이상의 곱셈을 계산하는 방법을 탐구하게 하는

것이다. 이는 새로운 학습 내용을 추가하는 것이 아니

라 학생들이 이미 배운 지식을 연결 및 확장할 수 있

는 기회를 제공한다는 점에서 의미가 있다. 그리고 나

아가 일본에서는 곱셈의 세로셈 알고리즘을 배운 이후

에 다시 곱셈의 연산 성질을 활용하여 표준적인 알고

리즘보다 더욱 효율적인 계산 방법을 탐구하기도 하였

다. 이는 곱셈의 연산 성질을 활용하여 곱셈 연산에

대해 추론해 볼 수 있는 대안적인 방향성을 제시하는

사례이다.

둘째, 곱셈을 지도하기 위한 일관된 시각적 모델의

사용을 고민할 필요가 있다. 현재 우리나라 수학교과
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서에서는 곱셈을 지도하기 위한 시각적 모델이 각 학

년마다 다양하게 혼재되어 있다. 구체적으로 두 자리

수 이상의 곱셈과 관련하여, 3학년에서는 주로 수 모

형을 사용한 묶음 모델을 사용하지만, 예외적으로 (한

자리 수)×(두 자리 수), (두 자리 수)×(두 자리 수)에서

는 직사각형 넓이 모델을 사용한다. 그리고 이후 4학

년에서는 수식에 의존하는 경향을 보인다. 이는 일본

과 미국에서 분배법칙을 다룰 때 배열 모델 및 직사각

형 넓이 모델을 일관되게 사용하는 경향과 대비된다.

특히 3학년 2학기에 사용하는 직사각형 넓이 모델

에 주목할 필요가 있는데, 그 이유는 초등학교 3학년

학생들이 이 두 차시만으로 직사각형 넓이 모델에서

부분곱과 분배법칙을 이해하기는 쉽지 않기 때문이다.

이와 관련하여 미국에서는 직사각형 넓이 모델을 (한

자리 수)×(한 자리 수)부터 반복적이고 지속적으로 지

도했다는 점을 상기할 필요가 있다. 그리고 김정원과

방정숙(2017)의 연구를 살펴볼 필요가 있는데, 위 연구

에서는 초등학교 3학년 학생들에게 모눈종이를 사용하

여 (두 자리 수)×(한 자리 수)의 계산 원리를 탐구할

수 있도록 지도하였다. 이 과정에서 연구자들은 3학년

학생들이 직사각형 넓이 모델을 이해하고 활용할 수

있도록 (한 자리 수)×(한 자리 수)를 모눈종이에 나타

내어 보는 활동, 이후 두 자리 수 이상의 곱을 모눈종

이로 나타내고 이를 분할해 보는 활동을 지속적으로

지도하였다. 즉 김정원과 방정숙(2017)의 연구는 초등

학교 3학년 학생들도 직사각형 넓이 모델을 활용하여

(두 자리 수)×(한 자리 수)의 계산 원리를 이해하고 나

아가 다양한 분배전략을 활용할 수 있다는 가능성을

제시함과 동시에 이를 위해서는 충분한 안내와 지도가

뒷받침되어야 한다는 점을 보여준다. 이러한 측면에서

3학년 2학기에 (두 자리 수)×(두 자리 수)를 지도하기

위해 직사각형 넓이 모델을 다룰 경우에는 그 이전부

터 그와 유사한 모델을 지속적으로 다룰 필요가 있다

고 생각된다.

현재 우리나라에서는 직사각형 넓이의 개념을 초등

학교 5∼6학년군에서 다룬다는 점에서(교육부, 2015), 5

학년 이전에 직사각형 넓이 모델을 자유롭게 사용하는

데 제약이 있을 수 있다. 그러나 이미 초등학교 3학년

에서 (한 자리 수)×(두 자리 수), (두 자리 수)×(두 자

리 수)의 계산 원리를 설명하기 위하여 직사각형 넓이

모델을 사용하고 있기 때문에, 어린 학생들이 직사각

형 넓이 모델을 보다 의미 있게 이해하고 활용할 수

있는 방안을 모색해볼 필요가 있다. 나아가 수학적 연

결성의 측면에서도 이러한 일관된 시각적 모델의 사용

은 학생이 곱셈 연산에 대한 이해를 더욱 큰 범위로

확장하는 데 기여할 것으로 기대된다.

셋째, 곱셈의 연산 성질을 드러낼 수 있는 구체적인

식 표현을 지도할 필요가 있다. 현재 우리나라에서는

혼합계산 및 괄호의 사용을 초등학교 5∼6학년군에서

다룬다(교육부, 2015). 그러나 범자연수의 곱셈은 3∼4

학년의 성취기준에 포함되어 있기 때문에(교육부,

2015), 분배법칙 및 결합법칙의 과정을 구체적인 식으

로 표현하는 데 제한이 있다. 그러나 이러한 교육과정

상의 제약이 수학적으로 의미 있고 자연스러운 과정인

지에 대해서는 재고의 여지가 있다.

이와 관련하여 본 논문의 결과를 살펴보면, 일본과

미국에서는 괄호를 포함한 혼합계산식을 저학년부터

지도하였으며, 그에 따라 초등학교 3, 4학년 학생들도

자신이 문제를 해결한 과정을 분배법칙과 결합법칙이

반영된 구체적인 혼합계산식으로 표현하였다. 학생들

은 위와 같이 초등학교에서 계산의 과정을 구체적인

식으로 나타내어 보는 경험을 통해 연산의 성질을 명

시적으로 이해할 수 있으며, 이후 중학교에서 문자로

일반화되는 연산 성질을 보다 쉽게 이해할 수 있다(백

대현, 2017). 그리고 백대현(2017)에 의하면, 괄호는 연

산의 성질을 분명하게 표현하는 데 필수적인 기호이기

때문에 저학년부터 사용하도록 지도할 필요가 있다.

더불어 우리나라 수학교과서는 곱셈의 결합법칙과

관련하여, 두 수의 곱을 세 수의 곱으로 나타내어 보

는 과정을 보다 명시적으로 다룰 필요가 있다. 앞서

살펴보았듯이, 현재 3학년 2학기에는 20×30과 같은

(몇십)×(몇십)의 계산 원리를 설명하기 위하여

20×30=20×3×10, 20×30=2×3×10×10과 같은 식을 사용한다(교

육부, 2018b, p. 16). 이러한 식의 표현은 (몇십)×(몇십)

의 계산 원리를 이해하는 데 효과적이지만, 해당 내용

을 학습하는 초등학교 3학년 학생들은 이전에 30을

‘3×10’과 같이 나타내어 보거나, 세 수 이상의 곱셈식

을 다루어 본 경험이 공식적으로는 없기 때문에 이러

한 구체적인 식의 표현을 충분히 이해하기 어려울 것

으로 사료된다. 이에 ‘×(몇십)’과 같이 결합법칙을 통하

여 원리를 설명하는 차시에 앞서 두 수의 곱을 세 수

의 곱으로 나타내어 보는 경험이 선행되거나, 또는 해
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당 차시에서라도 왜 20×30을 20×3×10, 또는

2×3×10×10로 나타낼 수 있는지 연산 성질과 관련하여

충분한 논의가 진행될 수 있도록 지도서 상의 안내가

필요할 것이다.

넷째, 연산 성질을 하나의 규칙으로서 명시적으로

인식할 수 있는 기회를 제공할 필요가 있다. 최근 국

내에서는 연산 성질을 암묵적으로 다루는 것에 대한

우려와 비판의 목소리가 높아지고 있는데(예, 김미환

외, 2017, 백대현, 2017; 장혜원, 2017), 그에 대한 공통

된 주장 중 하나는 수학적 성질의 일관성과 관련이 있

다. 구체적으로 현행 교과서에서는 연산 성질을 암묵

적이고 직관적인 수준에서 다루다보니, 하나의 성질로

일관되게 설명할 수 있는 연산이 각각 개별적인 계산

방법으로 다루어진다는 것이다. 예를 들어, 분수의 곱

셈 중 (대분수)×(자연수)의 계산은 분배법칙의 원리로

설명할 수 있으나, 현재에는 자연수의 곱셈과는 다른

별도의 계산으로 다루어지고 있다.

연산의 기본 성질은 자연수, 분수, 소수로 확장될 뿐

아니라 이후 대수의 구조와도 연결된다(Blanton, Levi,

Crites, & Dougherty, 2011). 이는 연산 성질을 각각의

개별적인 사례에서 다룰 것이 아니라, 수학적인 구조

로써 일관되게 다룰 필요성을 시사한다. 이에 초등학

교 수학에서도 학생이 연산의 성질을 하나의 명확한

규칙으로서 인식하고, 이를 나름의 방식으로 표현해

볼 수 있는 기회를 제공하는 것이 필요하다. 이는 미

국에서 곱셈의 교환법칙을 지칭하기 위해 ‘turn-around

rule’이라는 비형식적인 용어를 사용하고, 다양한 분배

전략을 활용하게 한 후 그 ‘규칙(rule)’을 말로 표현해

보게 하는 지도 방안과도 일맥상통한다. 다시 말해, 초

등학교 수학에서도 학생이 연산 성질을 명시적으로 인

식할 수 있도록 지도함으로써 초등 수준에서도 대수의

구조를 음미할 수 있는 기회가 주어지기를 기대한다.

초등학교 수학에서 곱셈의 연산 성질을 다루는 것

은 현행 교육과정의 범위를 넘어서는 별도의 내용을

추가하는 것이 아니라, 이미 교육과정에서 다루는 내

용을 보다 수학적으로 의미 있게 탐구할 수 있는 기회

를 제공하는 것이다. 본 연구가 곱셈을 깊이 있게 이

해할 수 있는 교육과정 및 지도 방안을 구현하는 데

조금이나마 보탬이 되기를 바란다.
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A Comparative Analysis of Instructional Methods 
on the Properties of Multiplication in Elementary Mathematics Textbooks of 

Korea, Japan, and the US4)
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Even though the properties of operations in multiplication serve a fundamental basis of conceptual 
understanding the multiplication with whole numbers for elementary students, there has been lack of 
research in this field. Given this, the purpose of this study was to analyze instructional methods related 
to the properties of operations in multiplication (i.e., commutative property of multiplication, associative 
property of multiplication, distributive property of multiplication over addition) in a series of 
mathematics textbooks of Korea, Japan, and the US. The overall analysis was conducted in the 
following two aspects: (a) when and how to deal with the properties of multiplication in three 
instructional context (i.e., introduction, application, generalization), and (b) what models use to represent 
the properties of multiplication. The results of this showed that overall similarities in introducing the 
properties of multiplication .in (one digit) x (one digit) as well as emphasizing the divers representation. 
However, subtle but meaningful differences were analyzed in applying and generalizing the properties of 
multiplication. Based on these results, this paper closes with some implications on how to teach the 
properties of operations in multiplication properties in elementary mathematics.
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