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두 대응관계를 연결한 과제에 대하여 역함수 존재 여부에 대한
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A study on the student's question about the existence of the inverse

function for the task that connects the two correspondence relations
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초록
본 연구에서는 특정한 학생의 질문에서 시작된 고민을 다루고 있으며, 교과서 분석을 통하여 해당 질문이 충분히 제

기 가능한 질문임을 확인하였다. 또한 면담을 거쳐 두 대응관계가 연결된 새로운 대응관계에서 학생들이 합성함수 여

부 판정과 역함수 존재 여부 판정에서 정의역에 대한 고민이 학생들에게서 어떻게 의미 있는 수학 지식으로 재구성

되어가는 지에 대한 사례를 관찰하였다. 본 연구에서 제시된 사례들은 제한된 상황에서의 특정한 사례라는 한계가 있

기 때문에 곧바로 교수학습 상황에 적용될 수는 없으나 다른 연구자들에게 함수 학습 관련 연구에 대하여 통찰의 기

회를 제공할 수 있을 것으로 기대된다.

Abstract
This study deals with the anxieties that originated from specific student questions. Through the analysis of the

textbooks, we confirmed that the question was a sufficiently plausible question. Third interviews were also held

with three high school students. Through the interviews, we analyzed students' expressions about the new

correspondence relationship that the two correspondence relations are linked. In the determination of the composite

function and the determination of the inverse function existence,

We have observed a case of how the worries about domain are being reconstructed from students into

meaningful mathematical knowledge. Through this, we confirmed that the question will be confusing to students in

the field. In this study, we observed the transfer of domain in relation to student domain in composite function. In

particular, a present study revealed that the students involved in the interview were influenced by this domain

transfer phenomenon in determining whether the task given in the interview was a function. This was the same

in determining the existence of a inverse function. The examples presented in this study are limited to specific

cases in limited circumstances. Therefore, it can not be applied directly to teaching and learning situations.

However, it is expected that this study will provide other researchers with insight into function learning related

research.
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Ⅰ. 서론

학교수학에서 합성함수와 역함수는 그 자체로도 수학

교육 연구에서 주목받는 주제이다. Freudenthal(1983)은

‘합성하기’와 ‘역 구하기’라는 조작이 함수를 대상으로 새

로운 연산을 학습할 수 있는 기회를 제공해주며 이러한

활동이 함수 학습에 도움이 된다고 하였다. 국내 학자들

도 합성함수와 역함수를 학습하는 것이 대수적인 관점에

서 함수들 사이의 연산 구조를 학습할 수 있는 기회를

제공하여 주며, 이는 함수 학습에 도움을 준다고 하였다

(Kim et al., 2006; Kim, 2004; Kim & Chung, 2010). 그

러나 Lucas(2005)는 합성함수와 역함수에 대한 이해가 함

수 학습에서 중요함에도 불구하고 정작 함수 개념을 이

해하는 것에 도움이 되는 ‘합성함수와 역함수 학습’에 대

한 연구가 부족함을 지적하면서 관련 연구의 필요성을

주장하였다.

본 연구는 두 대응관계가 연결된 새로운 대응관계가

‘함수인지 여부’와 ‘역함수가 존재하는지 여부’에 대하여

학생에게서 나온 질문을 중심으로 교과서 분석과 혼합

연구를 진행한 결과를 소개하고 있다. 연구의 시작은 연

구자가 수업 중 학생으로부터 받은 질문에서 시작되었는

데, 당시 학생의 질문은 [Fig. 1]을 제시하면서 다음과 같

은 두 가지를 묻는 것이었다.

1) 두 대응관계를 서로 연결한 새로운 결과를 에서

로의 함수 또는 합성함수로 볼 수 있는가?

2) 두 대응관계를 서로 연결한 새로운 결과를 에서

로의 함수로 볼 수 있다면 역함수는 존재하는 것인가?

이때 두 대응관계 중 하나의 대응관계는 함수였지만

다른 하나의 대응관계는 함수가 아니었으며, [Fig. 1]은

학생이 질문한 내용을 그림으로 나타낸 대응표이다.

[Fig. 1] Correspondence relationship that a student’s question

about a function

연구자는 학생의 질문이 ‘수업 때 이용한 교과서’에 다

루어지는 내용이 아님에도 불구하고 학생 스스로 구성하

여 질문하였다는 사실에 주목하였다. 즉 학생이 이러한

질문을 하게 된 배경에 대한 호기심과 더불어서, 합성함

수와 역함수 학습 과정에서 다른 학생들도 질문한 학생

과 유사한 질문을 할 수 있는 것인지에 대하여 확인할

필요가 있다고 판단하였다. 이는 학생이 제기한 질문이

교과서의 범주를 벗어나는 질문이라 하여도 만약 다른

학생들에게서도 충분히 제기될 수 있는 질문이라면, 그

자체만으로도 수학교육분야 연구에 시사해주는 바가 있

다고 생각했기 때문이다. 또한 관련 질문이 함수 여부와

역함수 존재 여부와 같이 판단에 관한 내용이므로 학생

들의 함수, 합성함수, 일대일대응, 역함수와 같은 다양한

함수 관련 개념을 살펴볼 수 있을 것이라 생각하였다.

[Fig. 1]과 같은 학생의 질문은 몇 가지 수학적 오류를

가지고 있다. 우선 대응관계 그림에 있는 표현 중

‘ 
 ’라는 표현은 학교수학에서 가 함수라는 전제

하에 사용하는 표현이다. 그런데 해당 부분은 정의역의

원소 ‘4’가 대응이 되지 않고 있기 때문에 함수로 볼 수

없고 이러한 이유로 ‘ 
 ’와 같은 표현을 사용한

것은 학교수학에서 문제가 될 수 있다.

[Fig. 2] Modified Figure ‘Correspondence relationship that a

student’s question about a function’

다음으로 학생의 질문에서 핵심은 함수가 아닌 대응관

계와 함수를 서로 연결할 수 있는지 그리고 그러한 연결

도 합성된 것으로 볼 수 있는지에 대한 것인데, 이 역시

학교수학에서 합성은 함수를 대상으로 다루고 있기 때문

에 질문으로서의 성립 자체에 문제를 제기할 수 있다.

그러나 위와 같이 학생의 질문이 학교수학의 관점에서

몇 가지 문제점을 가지고 있음을 발견했다고 해서, 질문

을 한 학생의 의문점이 해소되었다고 볼 수 없다. 더욱이
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그러한 문제점을 지적한 수학교사의 입장에서도 학생에

게 명쾌한 도움을 주었다기보다는 학생들이 그러한 질문

을 하지 못하도록 차단하였다는 불편한 기억으로 남을

수 있다.

Cho(2005)에서도 함수와 관련된 교사의 교과 내용지식

과 교수학적 지식을 알아보기 위한 연구를 진행하면서

비슷한 장면이 소개된 바 있다. 함수의 정의에서 일가성

의 내용이 들어있는 이유를 묻는 질문에 대하여 응답자

중 한 명의 수학교사는 ‘정의는 약속하는 것인데 왜 그렇

게 되냐고 물으니 당황스럽다.’라는 답을 하였다. 해당 수

학교사의 반응은 Lee(2013)가 말한 것처럼 ‘정의는 약속

이고 약속에 의하여 유도된 결론들이 새로운 통찰을 제

공한다는 관점’을 보여준다. Lee(2013)는 이러한 장면들에

대하여 수학교사가 수학 수업을 통하여 이미 만들어진

정의를 받아들이고 그 정의를 사용하고 연습함으로써 다

시 그 개념을 알아간다는 관점이라고 하면서, 수학적 개

념을 단지 받아들여야만 하는 약속으로 가르치는 것에

대하여 주의가 필요함을 지적하였다.

한편 Lee(2019)는 교수실험을 통하여 학생들의 극한

개념을 조사하는 연구를 수행하면서, 수업에서 교사가 학

생들의 수학적 표현에 오류가 있다고 판단하기 이전에

학생의 고민이 무엇인지에 대하여 관심을 가지려는 노력

이 선행되지 않으면 고등학생들이 자신들의 생각을 감추

고 교사가 원하는 답을 내놓는 이중적인 모습을 보일 수

있으므로 주의할 필요가 있다고 하였다.

본 연구에서도 학생들의 표현에서 수학적인 오류가 있

다 하더라도 그러한 표현을 오개념으로 판단하기보다는

학생의 고민이 담긴 표현으로 보고 연구를 진행할 것이

다. 또한 앞서 논의한 바와 같이 본 연구에서는 [Fig. 1]

과 같은 질문이 다른 학생들에게서도 제기될 수 있는 것

인지를 살펴보기 위하여, 우선 학생들이 사용하는 교과서

를 분석하여 그러한 가능성을 살펴보고자 한다. 다음으로

교과서 분석을 통하여 얻은 시사점에 근거하여 합성함수

와 역함수를 학습한 경험이 있는 학생들을 대상으로 3회

의 면담을 진행하여 [Fig. 1]과 같은 질문에 대한 학생들

의 생각을 질적으로 살펴봄으로써 이해의 깊이를 더하고

자 한다. 이를 통하여 [Fig. 1]에서 제기된 문제가 교과서

범위를 벗어나는 특정 학생의 질문이 아니라 지속적으로

함수, 합성함수, 역함수 학습 관련 연구에서 관심을 가져

야할 필요가 있는 소재임을 논할 것이다.

지금까지의 논의를 바탕으로 본 연구에서는 다음과 같

은 연구문제를 설정하였다.

첫째, ‘학생이 질문한 내용은 교수·학습 과정에서 다른

학생들에게서도 제기될 수 있는 질문인가?’

둘째, 대응적 관점에서 함수 여부를 판단할 수 있는 학

생들의 ‘두 대응관계를 연결한 과제’에 대한 역함수 존재

여부 판단 과정에서의 표현은 어떠한가?

Ⅱ. 이론적 배경

학생들의 함수 개념 관련 연구

Choi, Pang(2012)은 초등학생도 함수적 사고 능력을

갖추고 있으며, 특히 해당 능력이 초기 대수 교육의 성공

요인 중 하나로 강조된다고 하였다. 그러나 초등학교에서

는 ‘함수’라는 용어를 명시적으로 사용하지는 않으며, 중

학교에서 최초로 ‘함수’라는 용어를 명시적으로 사용하게

된다.

중학교에서 함수 개념 도입은 7차 교육과정을 기준으

로 큰 변화가 있었다(Byun & Ju, 2012). 7차 교육과정 이

전에는 두 집합 사이의 일대일 대응관계로 도입하였으나

7차 교육과정에서는 비례 관계를 바탕으로 종속적인 변

화 과정으로 지도하였다. Byun, Ju(2012)는 7차 교육과정

에서 함수 개념을 비례관계로 도입하면서 동시에 ‘대응’이

라는 용어는 사용하지 않으면서 대응관점에서 사용하는

정의역, 공역, 치역 등의 개념을 함께 도입해서 학생들의

이해를 어렵게 하였다고 지적하였다. 2007 개정 수학과

교육과정(Ministry of Education Human Resources,

2007)에서는 종속 관계에 있는 두 양의 대응 관계로 도입

하는 것으로 바뀌었으며 이러한 방향은 2009 개정 수학

과 교육과정(Ministry of Education and Science

Technology, 2011)을 거쳐 2015 개정 수학과 교육과정

(Ministry of Education, 2015)에서도 동일한 흐름으로 유

지되고 있다. 2015 개정 수학과 교육과정의 내용을 예로

살펴보면, 중학교 함수 영역에 대한 ‘일반화된 지식(변화

하는 양 사이의 관계를 나타내는 함수는 대응과 종속의

의미를 포함하며, 그래프는 함수를 시각적으로 표현하는

도구이다.)’과 ‘교수 학습 방법 및 유의 사항(함수의 개념

은 다양한 상황에서 한 양이 변함에 따라 다른 양이 하
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나씩 정해지는 두 양 사이의 대응 관계를 이용하여 도입

한다.)’로 되어있음을 확인할 수 있다.

Lee, Kim, Lee, & Cho(2016)는 함수 개념 도입 방식을

두고 여러 고민을 거쳐 변화 과정을 거쳤음에도 불구하

고 중학생들의 함수 개념 학습에서 인지적 장애를 포함

하여 어려움을 겪고 있다고 하였다.

한편 Kim(as cited Lee, Kim, Lee, & Cho, 2016)은 상

위권 학생들로 제한하기는 하였지만, 고등학생들이 함수

여부를 판단할 때 대응적 관점에서의 정의를 가지고 판

단하는 경향이 있음을 언급하였는데, 이 과정에서 정의역

에 대한 임의성과 일가성이 중요한 역할을 하는 것으로

보인다. Lee(2013)는 학교수학에서 일가성을 가지는 임의

적 관계라는 대응적 관점으로 함수 개념을 도입하는 것

이 Bourbaki식의 현대적인 함수 개념이라는 것을 언급하

였다. 동시에 선행연구들에 대한 분석을 거쳐 이러한 도

입 방식이 합성함수와 역함수를 설명하기에 유용하다고

하였다.

이상의 내용을 종합해보면, 본 연구에서는 [Fig. 1]과

관련된 고등학생의 질문에서 시작하고 있으므로 학생들

이 대응적 관점에서 함수 여부를 판단할 것이라는 생각

을 할 수 있고, 이때 정의역에 대한 일가성과 임의성1)이

중요한 판단 기준이 될 것이라는 생각이 가능하다. 실제

[Fig. 1]과 관련된 학생의 질문 속에도 역함수 존재 여부

에 대한 부분은 일가성과 관련된 내용이 포함되어있다.

이에 다음 절에서는 함수 여부 판단 기준에 대한 학생들

의 정의역에 관련된 어려움을 소개한 선행연구들을 중심

으로 살펴볼 것이다.

2. 함수에서 정의역 관련 연구

Whang, Sim, Lee(1995)는 고등학생들의 함수 개념 이

해에 관한 사례연구를 수행하면서 학생들이 함수의 정의

역과 공역을 무시하는 경향이 있다고 하면서 정의역에

대한 인식의 중요성을 강조하였다.

본 연구가 논의되는 시점을 기준으로 할 때, 학교수학

에서 ‘정의역’은 2015 개정 수학과 교육과정과 2009 개정

수학과 교육과정에서 각각 개발 된 ‘수학’ 교과서와 ‘수학

1) 일가성은 정의역의 원소에 치역의 원소가 단 하나만 대응되는 조

건을 뜻하며, 임의성은 어떤 규칙이나 그래프에 의하여 묘사될

필요가 없는 경우에도 함수 관계를 정의할 수 있는 것을 뜻한다

(as cited Lee, 2013).

Ⅱ’ 교과서에서 집합 개념을 학습한 이후 함수를 정의할

때 도입하는 개념이다. 특히 정의역은 대응적 관점으로

함수를 정의할 때 도입하는 개념으로서 학교수학에서 정

의역을 도입한 이후 함수를 다룰 때는, 종속적으로는 동

일한 규칙을 가지고 있는 관계식이라 하더라도 정의역이

다르면 다른 함수로 다루어진다. 또한 함수가 되기 위한

대응규칙은 모두 정의역과 관련된다는 점에서 학생들의

함수 학습에서 정의역의 역할은 중요한 것으로 보인다.

Kim (2010)은 휴대폰 요금 문제나 저축 문제와 같이

교과서에서 제시된 일차함수 활용 단원의 과제를 이용하

여 식과 그래프로 모델링하는 과정에서 나타나는 정의역

의 중요성을 지적한 바 있다. 또한 Lee, Chang,

Lee(2018)는 함수의 연속성과 관련된 논의를 진행하면서,

학교수학에서 어느 시점 이후로는 함수를 정의할 때 정

의역을 표시하지 않고 관계식이 함수로서의 대응규칙을

만족시키는 모든 범위를 암묵적으로 정의역으로 생각하

도록 하는 점을 지적하였는데, 이를 통하여 함수를 표현

할 때 정의역을 명시적으로 밝혀줄 필요가 있음을 주장

하였다. 이와 같이 정의역은 함수 개념 관련 학습에서 학

생들의 어려움을 소개하는 연구의 소재로 다루어지기도

한다. 즉, 이차함수에서 정의역이 주어지지 않은 경우와

비교하여 주어진 경우에 학생들이 최댓값과 최솟값을 구

하는데 더 어려움을 보이는 것을 드러낸 연구(Lee &

Park, 2018)에서와 같이 함수 개념 학습에서 정의역에 대

한 주의가 필요함을 알 수 있다. 다만 본 연구에서는 교

과서 분석을 거쳐 면담을 진행할 때, 면담 대상자들이 대

응적 관점에서 함수 여부를 판정할 수 있는 학생들을 대

상으로 진행하였으므로, 정의역의 원소에 대한 일가성과

임의성에 대한 개념을 가지고 있음에도 불구하고 이러한

지식이 [Fig. 1]과 같은 질문에서 역함수 존재 여부 판정

에서 역할을 하지 못하는 부분에 대하여 관심을 가질 것

이다.

3. 합성함수와 역함수 학습 관련 연구

Lucas(2005)는 예비교사와 현직교사를 대상으로 합성

함수와 역함수에 대한 교과내용지식, 교수학적내용지식,

교육과정지식의 세 가지 구성요소 사이의 관계에 대하여

연구하였다.

특히  과  의 합성함수
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∘를 구하는 과제를 제시하였는데, 이는 합성함수를

구하는 절차를 적용할 경우

 

의 형태가 되지만 실제로는 함수 의 치역이 함수 의

정의역의 부분집합이 되지 않으므로 합성함수가 존재하

지 않는 과제이다. 이에 대하여 Lucas(2005)는 연구대상

자들의 반응에서 절차적인 방식으로 합성함수의 형태를

제시하려는 경향이 나타남을 지적하였으며, 이를 통하여

합성함수 학습에서 예비교사와 현직교사들이 절차적인

처리 과정에는 익숙하지만 개념적인 학습에 있어서 어려

움을 보이고 있음을 지적하였다. 연구자가 본 연구와 관

련하여 주목할 부분은 Lucas(2005)의 연구에 참여한 연구

대상들이 합성함수 ∘의 정의역을 인식하지 못한 채

합성에 대한 절차만으로 결과를 도출하였다고 지적한 부

분이다. 연구자는 만약 Lucas(2005)의 연구에서 연구대상

들이 정의역 조건을 ≤ ≤ ≥ 인식하였

다고 가정하였을 때 어떤 결과물을 산출할 것인지에 대

하여 의문이 들었다. 한편 Lucas(2005)는 연구대상들이

기계적으로 두 함수를 합성하는 절차적 지식을 가지고

있음을 드러내었는데, 이는 연구자로 하여금 [Fig. 1]과

관련된 학생의 질문에서 두 대응관계를 기계적으로 연결

하는 것일 수도 있음을 생각하게 해주었다.

Kim, Chung(2010)은 합성함수 ∘의 학습에서 함수

의 치역과 함수 의 정의역의 관계에 대하여 언급하였

다. Kim, Chung(2010)은 합성함수의 학습에 대한 의미를

‘복잡한 함수를 익히 알고 있는 함수들의 연산으로 분석

하여 보는 것’이라 설명하였다. 예를 들어   와

  에 대한 학습 경험이 있는 학생들이   


을 학

습할 때 이미 사전에 학습한   와   를 이용하

여 이해할 수 있다고 설명한 것이다. 이 과정에서 Kim,

Chung(2010)은 이미 알고 있는 두 함수들의 연결 과정에

서의 관계가 중요함을 언급하였다. 그런데 학교 수학에서

합성함수를 학습할 때, 함수 의 치역과 함수 의 정의

역의 관계가 불분명하다는 점을 지적하면서, 이 과정에서

학생들은 함수 의 치역과 함수 의 정의역이 같아지는

것과 같은 개념 이미지를 구성할 수 있음을 지적하였다.

이를 해결하기 위하여 학교수학에서 함수 의 치역이 함

수 의 정의역의 부분집합이 되는 것을 드러내는 방식으

로 학습할 필요가 있다고 하였다. 해당 연구에 따라 [Fig.

1]과 관련된 학생의 질문을 살펴보면, 두 대응관계를 연

결할 때 처음 연결과정에서의 결과가 두 번째 연결과정

이 시작되는 집합의 부분집합이 되어야하는 조건은 충족

한 것으로 볼 수 있다. 다만, Kim, Chung(2010)은 합성의

대상을 함수들로 한정한 반면 [Fig. 1]과 관련된 질문을

하였던 학생은 함수가 아닌 대응관계도 연결의 대상으로

생각하였다는 차이가 있다.

다음으로 본 연구와 관련된 역함수 관련 연구들을 살

펴보면 ‘역으로 되돌리는 조작’에 대한 내용들을 찾아볼

수 있다. 앞서 언급하였듯이 Freudenthal(1983)은 역함수

학습에서 역 조작에 대한 내용을 강조하였다. 이를 실험

적으로 확인한 연구도 있는데, Even(1989; 1990)은 예비

교사 162명을 대상으로 역함수에 대한 이해의 정도에 대

하여 조사하였다. 그가 역함수에 대한 지식과 이해에 관

한 문제로 제시한 것은 아래와 같이 두 문제이다.

1.       


일 때 ∘  를

구하고그이유를설명하여라.

2. 한 학생이   에 대한 역함수는 서로 다른 두

가지가 존재한다고 말했다. 하나는 무리함수이며, 다른

하나는 로그함수이다. 이 학생의 답은 옳은가? 그 이

유를 설명하여라.

Even(1989; 1990)은 예비교사들의 반응을 분석하여, 연

구대상들이 역함수 개념에서 ‘되돌림’의 의미에 주목하고

있다는 것을 밝혀내었다. 특히 제시한 과제에서 1번 과제

에 대하여는 연구대상들 중 절반에 해당하는 예비교사들

이 ∘ 가 항등함수라는 것을 고려하여 답을 하기 보

다는 기계적인 절차를 따라서 실제 함수 의 에

  를 대입하여 구한 값을 다시 함수 의 에 대

입하여 값을 구하는 모습을 보였다는 점을 지적하였다.

본 연구와 관련하여서 살펴볼 부분은 해당 연구에 참여

한 연구대상들이 실제 대입을 해서 계산을 하는 조작에

서 드러난 부분은 역으로 되돌리는 행위 결과이므로 함

수관계를 식 대신 대응관계 그림으로 제시하였을 때도

유사한 반응이 나올 것으로 생각할 수 있다는 점이다.
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Ⅲ. 연구 방법

본 연구에서는 교과서 분석을 통하여 [Fig. 1]과 관련

된 특정 학생의 질문이 다른 학생들에게서도 제기될 수

있는 문제인지 살펴보았다. 이후 특정 학생에게서 제기된

질문에 대한 연구자의 이해의 폭을 넓히기 위하여 이미

합성함수와 역함수를 학습한 경험이 있는 서울 소재 일

반계 고등학교 이과 계열 남학생 세 명을 대상으로 3차

시의 과제에 기반한 비구조화된 면담을 진행하였으며, 이

를 통하여 특정 학생에게서 제시되었던 질문에 대한 이

해의 깊이를 더함과 동시에 교수학적 시사점을 논하고자

한다.

우선 교과서 분석 과정에서 대상으로 삼은 교과서는

합성함수와 역함수의 내용을 포함한 19종의 교과서이며,

2009 개정 수학과 교육과정에서 개발된 10종의 수학Ⅱ

교과서와 2015 개정 수학과 교육과정에서 개발된 9종의

수학 교과서이다. 2009 개정 수학과 교육과정과 2015 개

정 수학과 교육과정을 고려한 것은 본 연구가 진행되는

시점이 두 교육과정이 동시에 적용되고 있는 교육과정

전환기라는 점을 고려하였으며, 또한 본 연구에서 연구대

상으로 참여한 학생들에게 적용되는 교육과정이기 때문

이다.

분석 방식은 총 19종의 교과서에서 합성함수와 역함수

내용 구성 순서와 내용을 점검하였다. 특히 내용에서 다

루고 있는 용어의 정의와 대응관계 그림 등을 중점적으

로 점검하여, [Fig. 1]과 같은 내용에 대한 질문이 제기될

수 있는 여지를 살펴보았다.

다음으로 교과서 분석에서 얻은 시사점에 근거하여 과

제를 개발하였으며, 개발된 과제에 근거하여 세 명의 학

생을 대상으로 3차시의 과제 기반 비구조화된 면담을 실

시하였다. 이를 통하여 연구자가 최초 학생의 질문에 대

한 다각적인 이해가 가능하였으며, 이를 바탕으로 교수학

적 시사점을 살펴보았다.

이에 본 장에서는 교과서 분석 이후 실시한 면담과정

에 대하여 보다 세밀하게 소개하고자 한다.

1. 면담 절차

Johnson(2002)은 면담법을 적용 가능한 연구에 대하여,

연구문제가 다음과 같은 네 가지 속성 중 하나에 해당할

때 면담법을 적용하여 연구를 진행하는 것이 가능하다고

하였다.

• 대부분의 구성원이 당연시하기 때문에 쉽게 드러나

지 않는 지식을 발견하고자 할 때

• 복합적인 정서를 동반할 때

• 개개인 혹은 집단마다 다양한 관점에서 접근하는

문제일 때

• 문제에 대한 세밀하고 깊이 있는 정보를 얻고 싶을

때

본 연구는 ‘두 대응관계가 연결된 새로운 대응관계에서

역함수 존재 여부’에 대하여 교과서에 소개되지 않은 학

생의 질문에 근거하여 논의를 진행하고 있으며, 학생의

질문에 대한 고민을 통하여 세밀하고 깊이 있는 정보를

얻고자 하는 연구이다. 따라서 Johnson(2002)이 제시한

면담법이 적용 가능한 연구문제의 속성 중 첫 번째와 네

번째에 해당하므로, 본 연구를 진행하는데 있어 면담법은

적절한 연구방법이 될 수 있다.

특히 본 연구는 면담법 중에서도 과제에 기반한 비구

조화된 면담으로 볼 수 있다. Shin(2005)에 따르면, 비구

조화된 면담에서는 연구자가 처음에 제시하는 주제나 질

문에 대하여 연구대상이 자유롭게 면담의 내용과 질서들

을 정해가며, 연구자는 연구대상의 의견을 듣는 학습자의

역할을 하게 된다. Shin(2005)은 비구조화된 면담에서 적

극적인 연구자의 참여를 인정하였는데, 비구조화된 면담

에서는 구조화된 면담에서와 달리 연구자가 상황에 따라

되묻거나 명료하게 대화를 정리하는 역할을 하기도 하지

만, 연구자의 질문들은 연구대상의 생각이나 의견을 보다

심층적으로 듣고자 하는 것에 초점을 맞추게 된다고 하

였다. 특히 연구자가 면담 과정에 구성원이기에 어느 정

도의 영향력을 가지고는 있기에 자신의 의견을 이야기할

수도 있고, 이러한 점은 연구대상이 자기표현을 하는데

도움이 될 수 있다고 하였다. 이러한 측면에 비추어볼 때

비구조화된 면담의 결과물은 연구자와 연구대상이 공동

으로 산출해낸 사회적 구성물로 보아야한다(Holstein &

Gubrium, 1995).

본 연구에서 면담은 연구자가 학생들에게 과제를 제시

한 다음 해당 과제를 중심으로 학생들의 의사소통의 흐

름을 따라 진행을 하되 연구자의 판단에 의사소통 과정

에서 의미가 불명확한 부분이 발생할 경우 연구자가 개
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입하여 불명확한 부분에 대하여 질문을 하는 방식으로

진행되었다. 다만 과제를 중심으로 면담을 진행하기는 하

였으나, 이용된 과제의 경우 연구자들의 협의하에 설정한

최초 과제를 제외한 나머지 과제들은 연구에 참여한 세

명의 학생들과의 면담 진행 과정에서 학생들로부터 제기

된 학생들의 표현과 의사소통 내용에 근거하여 연구자와

연구에 참여한 학생들 사이의 합의에 의하여 결정되었다.

따라서 본 연구에서 진행된 면담 과정은 미리 예견된 계

획에 의하여 진행하였다기보다는 과제에 대한 학생의 반

응에 따라 가변적이라는 점에서 실험적인 성격이 강하다.

한편 본 연구에서는 의사소통 과정에서 제시된 학생들

의 표현 속에 학생들의 사고가 반영되어있는 것으로 보

기 때문에 학생들의 표현에 대한 수학적인 오류 유무에

대한 판단을 하기 보다는 그 속에 담긴 학생들의 사고와

의미에 대하여 고민하였다.

면담은 2017년 7월 말 경의 방학 기간 중에 연구자2)와

연구대상이 이틀에 걸쳐 진행하였다. 하루에 1회 혹은 2

회의 만남을 통하여 교실이 아닌 별도의 공간에서 이루

어졌고, 1회 면담은 70분 내외로 진행되었다. 면담 시간은

사전에 연구자와 연구에 참여한 학생들 사이에 합의된

것은 아니었으나, 학교에서 50분을 1차시로 진행되는 것

을 고려하여 연구자가 50분 정도의 기준 시간을 암묵적

으로 정한 상태에서 진행하였다.

면담이 진행된 공간은 연구참여 학생들의 반응을 기록

으로 남길 수 있는 카메라와 오디오 녹음기가 설치되어

있는 곳이었다. 해당 공간은 연구자와 연구에 참여한 학

생들이 활동을 진행하는 장소와 연구보조교사가 대기하

면서 면담을 관찰할 수 있는 별도의 공간으로 구성된 장

소였다. 면담을 진행하는 공간과 연구보조교사가 대기하

며 면담을 관찰하는 공간은 얇은 가벽으로 분리되어있어

서 연구보조교사와 학생들은 서로 보이지는 않지만 연구

자와 학생들의 대화를 연구보조교사가 들을 수 있는 공

간이었다. [Fig. 3]은 연구가 진행된 공간을 그림으로 재

구성하여 제시한 것이다.

2) 본 연구에서 면담을 진행한 교사는 연구자를 의미한다.

[Fig. 3] Figure about spot of interview

차시별 면담의 대략적 개요는 [Table 1]과 같다.

time day Activities

1 2017.07.24.

It has time to freely express their thoughts on

mathematical terms (time, velocity, mean velocity,

function, inverse function, composite function, and

identity function) for rapport formation between

researchers and students participating in research.

2

2017.7.26.

(AM)

Based on the first interview, we have time to

express mathematically about functions, composite

functions, inverse functions, and so on. In

addition, [Task 2] and [Task 3] were presented

sequentially through the communication process

starting from the [Task 1] presented by the

researcher. Then, based on students' responses,

the students and students communicate about

[Task 4] and [Task 5].

3
2017.07.26.

(PM)

[Table 1] Sequence of interview

연구자는 면담 진행을 담당하였으며, 면담의 완성도를

높이고 진행자가 실수하는 부분에 대한 보완과 방향성을

제시하기 위하여 1명의 다른 연구보조교사가 관찰자로

참여하였다. 연구보조교사는 직접 매번 면담에 관찰자로

참석하기 보다는 주로 촬영된 영상자료를 분석한 다음

연구자와의 회의를 통하여 다음 차시 면담 과제를 정하

는데 기여하였다.

매 차시 면담 종료 이후 연구자는 이전 차시에서 보인

학생들의 사고와 행동의 의미를 연구보조교사와 공동으

로 분석하고 상호 합의에 근거하여 다음 면담을 준비하

였다. 이와 같이 연구자들의 협의를 거쳐 다음 차시에 대

한 면담이 설계되면, 연구자는 이를 반영하여 최종 투입

과제를 선정하여 다음 차시 면담을 진행하는 과정을 반

복하였다. 면담 진행은 학생들 간의 의사소통을 중심으로

진행하되 필요에 따라 연구자가 다른 학생들의 의견을
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정리하여 전체 학생들에게 다시 확인시키거나 혹은 다음

단계로 넘어가기 위한 발문 또는 연구자가 궁금한 부분

을 질문하는 정도의 수준으로 개입하기도 하였다.

2. 면담에 적용된 과제

총 3차시의 면담 중 본 연구에서는 연구주제와 관련된

2차시와 3차시의 면담 자료를 중심으로 분석하였다. 해당

면담에서 사용된 과제는 총 5개였다. [과제1], [과제2],

[과제3]은 연구자에 의하여 최초 학생들에게 제시된 과제

이었으며, 나머지 두 개의 과제인 [과제4], [과제5]는 [과

제1], [과제2], [과제3]을 시작으로 학생들과의 의사소통을

진행하는 과정에서 학생들의 표현을 보다 명확히 질문하

는 과정에서 연구자와 학생들 간의 합의 과정을 통하여

순차적으로 제시된 과제들이다.

[과제1]은 학생들이 1차시와 2차시 면담에서 함수 개념

에 대하여 자유롭게 표현하는 과정에서 대응규칙을 이용

하여 설명하는 것이 관찰됨에 따라 연구자가 학생들이

표현한 대응규칙에 근거하여 함수 여부를 판단할 수 있

는지 확인하기 위하여 제시한 과제였다. [과제2]와 [과제

3] 역시 [과제1]과 마찬가지로 학생들의 설명한 대응규칙

을 적용하여 함수 여부를 판단할 수 있는 과제이며, 이를

통하여 연구자는 학생들이 함수 여부를 판단하는 주요한

기준을 확인할 수 있었다. [과제4]는 [과제1]과 [과제2]를

연결하여 만든 새로운 대응관계에 해당하고, [과제5]는

[과제1]과 [과제3]을 연결하여 만든 새로운 대응관계에 해

당하는 과제이다. [과제4]를 제시할 수 있었던 이유는 1차

시와 2차시 면담에서 학생들이 합성함수에 대한 개념을

설명할 때 두 함수를 합성하는 것이라고 표현하였는데,

그러한 것에 대한 반례를 제시하려는 목적에서 고려한

과제였다. 또한 함수가 아닌 것과 함수인 것을 연결한 것

에 대하여는 어떻게 생각하는지 자연스럽게 확인할 수

있는 상황이 조성되었다고 연구자가 판단하였기 때문에

제시한 과제이다. [과제5]는 [과제4]를 대상으로 연구자와

학생들이 의사소통 진행 과정에서 상호 합의에 의하여

구성된 과제로서, [과제4]에서 학생들이 문제를 삼은 함수

의 정의역의 원소 ‘4’가 대응되지 않았던 점을 해결하여

제시한 과제이다. 이때 [과제2]의 대응표는 함수가 아니므

로 ‘ 
  ’와 같은 표현을 사용하면 안되지만, [Fig. 1]

에서 질문한 학생이 함수가 아닌 대응관계 그림에서도

‘ 
  ’와 같은 표현을 사용하였던 점을 고려하였다.

[Fig. 4] Tasks of interview

3. 연구 참여 학생들의 특성

연구에 참여한 학생A, 학생B, 학생C는 2017년 4월에

실시한 전국연합학력평가의 수학 성적 등급이 서로 상이

한 학생들이다. 학생A는 2등급이었고, 학생B와 학생C는

동일한 지필평가에서 각각 3등급과 6등급이었다.

Merriam(1994)은 이와 같이 수학 학업 성취 수준이 상

이한 연구대상을 의도적으로 선정하는 것에 대하여, 질적

연구에서 연구자가 더 많은 정보를 얻을 수 있다는 장점

이 있다고 하였다. 본 연구에서도 수학 학업 성취 수준이

상이한 학생들을 대상으로 면담을 진행하기는 하였지만

연구대상들의 수학 성적은 참고자료일 뿐이며, 학생들에

의하여 구성되는 수학 개념의 질적 차이와는 관련이 없

는 것으로 보고 면담을 진행하였다. 즉, 본 연구에서 학생

의 반응을 논의할 때 어느 반응이 더 우수하다는 식의

평가는 하지 않았다. 연구대상들은 서울 소재 일반계 고

등학교 2학년 이과 계열에 재학 중인 남학생들로서 1학

년 때 연구자로부터 함수와 합성함수 및 역함수에 대하

여 학습 경험이 있는 학생들이었다.

4. 자료 수집

Kwak(2014)은 사례연구를 포함한 질적 연구들은 범주

로 분류하거나 수치화하는 것에 치중하기 보다는 특별한

현상의 변수들을 그것의 맥락으로부터 분리할 수 없는

상황에서 그 자체의 맥락에서 현상을 조사하기에 적합한

연구라고 하였다. 또한 Lee(2012)는 교사와 학생의 수업

에서의 활동을 분석할 때 수업의 복합적인 맥락과 의미

를 총체적으로 분석할 필요가 있다고 하였는데, 이러한
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점을 고려하면 면담을 통하여 학생들의 활동에 대한 영

상 및 음성자료, 활동지, 회의록 등을 수합하는 사례연구

는 교사와 학생의 수업 활동을 분석할 때 적합한 연구로

볼 수 있다.

본 연구에서는 면담을 진행하고 여기서 발생하는 자료

(영상 및 음성 자료, 전사록, 학생 활동지, 회의일지)3)를

주로 수집하였다. 본 연구는 총 3차시의 교수실험 결과물

중에서 연구주제와 관련된 2차시와 3차시의 면담 자료를

집중적으로 분석한 것으로서, 비디오카메라 1대로 연구에

참여한 학생 세 명에 대한 수학적 활동을 촬영하였으며,

이 외에도 별도로 녹음된 오디오자료의 전사과정을 통하

여 분석에 활용하였다.

또한 면담 과정에서 학생들이 작성한 활동지와 연구자

들이 작성한 현장노트 및 다음 과제를 구성하기 위한 연

구자간의 회의일지를 수합하여 면담 진행 도중에 일어나

는 교수학적 결정 과정과 변화의 양상을 살펴보고, 이러

한 자료들을 기초로 면담의 진행과 분석 과정에서 발생

했던 수정과 재구성의 이유를 ‘Ⅳ. 결과분석 및 논의’ 부

분에 함께 기술하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

1. 교과서 분석

본 연구에서 논의가 되는 2019년은 학교현장에서 2009

개정 수학과 교육과정과 2015 개정 수학과 교육과정이

모두 적용되는 교육과정 변환 시기에 해당한다. 2019년에

고등학교 1, 2학년인 학생들은 2015 개정 수학과 교육과

정에 근거한 9종의 ‘수학’ 교과서를 대상으로 수업을 하거

3) 영상과 음성 자료는 각 차시마다 파일로 수합되었으며, 수합된

자료는 <영상1>, <영상2>, <영상3>과 <음성1>, <음성2>, <음

성3>으로 구분하였고 수합된 날짜는 [Table 1]에 제시하였다. 전

사록은 각 차시별로 작성하여 <전사1>, <전사2>, <전사3>의 세

개의 파일로 구분하였으며, 각 차시의 전사자료는 10분 단위의

구간으로 구분하여 자료를 기록하였다. 학생 활동지와 연구자 회

의일지는 해당 자료를 스캔하여 파일로 각각 저장하였으며, 각각

<학생1-1차>, <학생1-2차>, …, <학생3-3차>와 <회의1>, <회

의2>, <종합>으로 구분하였다. 이때 <학생1-2차>는 학생1의 2

차 면담 활동지를 뜻한다. 또한 <회의1>은 1차 면담이 종료된

이후 다음 차시 면담 과제를 위한 연구자간 회의록을 뜻하며, 3

차시 면담으로 종료되었기 때문에 <회의2>로 마무리 되었다.

<종합>은 모든 면담이 종료된 이후 연구자간 회의를 기록한 회

의록을 뜻한다.

나 경험했으며, 고등학교 3학년 학생들은 2009 개정 교육

과정에 근거한 10종의 ‘수학Ⅱ’ 교과서를 대상으로 수업을

경험하였다.

2009 개정 수학과 교육과정에서의 총 10종의 고등학교

수학Ⅱ 교과서는 함수 개념을 학습한 이후 합성함수와

역함수를 도입하는 방식으로 구성되어있다. [Fig. 5]는

2009 개정 수학과 교육과정에서의 수학Ⅱ 교과서 1종(Lee

외, 2014)의 함수단원의 학습 목차를 나타낸 그림이다.

[Fig. 5] MathematicsⅡ in the 2009 revised mathematics

curriculum, table of contents of function in textbooks

이러한 구성 방식은 2015 개정 수학과 교육과정에서의

수학 교과서들에서도 동일한 것으로 보인다. [Fig. 6]은

2015 개정 수학과 교육과정에서의 수학 교과서 1종

(Hwang 외, 2018)의 함수단원의 학습 목차를 나타낸 그

림이다.

[Fig. 6] Mathematics in the 2015 revised mathematics

curriculum, table of contents of function in textbooks

이와 같이 본 연구에서의 논의 시점이 교육과정 변환

기이기는 하지만, 학교수학에서 함수 단원의 학습 구성방

식은 2009 개정 수학과 교육과정과 2015 개정 수학과 교

육과정 사이에 큰 차이가 없었다.
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1) 합성함수

합성함수는 2009 개정 수학과 교육과정의 수학Ⅱ 교과

서(총 10종)와 2015 개정 수학과 교육과정의 수학 교과서

(총 9종)의 함수 단원에서, ‘대응관계로 표현된 두 함수 

와 를 순차적으로 연결한 새로운 함수’로 도입된다. 도

입방식은 총 19종의 교과서 모두에서 동일한 것으로 확

인되었으며, 해당 방식은 다음과 같다.

두 함수   → ,   →에 대하여 합성함수는

기호로 ∘로 나타내고 ∘  →에서

∘  인 관계를 갖는 함수이다.

또한 대부분의 교과서는 보조 설명으로 ‘함수 의 치

역이 함수 의 정의역의 부분집합일 때에만 합성함수

∘가 정의된다.’의 내용을 포함하고 있었으며, 합성 기

호에 대하여 연산 관점에서 교환법칙이 성립하지 않는다

는 것과 결합법칙이 성립하는 것을 도입하는 방식 역시

동일하였다. [Fig. 7]은 면담에 참여한 학생들이 학습한

2009 개정 수학과 교육과정에서의 수학Ⅱ 교과서의 합성

함수 도입 관련 항목별 구성 내용을 나타낸 것이다.

항목 내용 쪽

합성

함수

도입

77

상단

교환

법칙

77

하단

결합

법칙

78

상단

[Fig. 7] MathematicsⅡ in the 2009 revised mathematics

curriculum, composite function configuration method

그러나 교과서에서 두 대응관계로 제시한 함수 와 

를 연결하는 내용에서는 일부 차이가 있었다. [Table2]는

19종 교과서들의 도입부 자료에 대하여 ‘함수 의 치역과

함수 의 정의역의 포함관계’와 ‘두 함수 와 중 일대

일 함수가 아닌 함수의 포함여부’를 표로 제시한 것이

다.4) 분석 대상 교과서 명칭은 연구와 직접적인 관련이

없으므로 특정 교과서의 명칭을 구분하여 언급할 필요를

제외하고는 ‘개정 교육과정 연도’와 연구자가 임의로 정한

순서대로 알파벳을 이용하여 제시하였으며, 논의과정에서

대표적인 교과서를 제시해야할 상황에서는 연구에 참여

한 학생들이 학습하였던 교과서를 기준으로 제시하였다.

[Table 2] An analysis table of the textbook introduction

materials

한편 [Fig. 8]은 합성함수를 도입할 때 함수 의 치역

과 함수 의 정의역의 관계에 대한 차이를 제시한 것이

다.

4) 연구자는 교과서 도입부의 활동이 학생들에게 학습 과정에서 첫

인상이 될 수 있다고 판단하였다. 이에 진부분집합 혹은 동일한

집합 판단의 대상은 각 교과서의 생각열기, 생각의 싹, 개념열기,

탐구활동 등과 같은 명칭의 도입부에 소개된 내용을 대상으로

하였으며, 해당 부분에서 명확하게 자료가 소개되지 않은 경우는

그 아래 바로 이어지는 설명에 제시된 자료를 판단 대상으로 하

였다.
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<유형1> 함수 의 치역이 함수 의 정의역의 진부분

집합으로 도입한 예시 (2009 개정 교육과정의 수학Ⅱ 교과

서 10종 중 8종의 교과서에서 유사한 방식으로 도입)

<유형2> 함수 의 치역이 함수 의 정의역이 같은

집합으로 도입한 예시 (2009 개정 교육과정의 수학Ⅱ 교과

서 10종 중 2종의 교과서에서 유사한 방식으로 도입)

[Fig. 8] When introducing a composite function, the

difference between the range of the function and the

domain of the function

2009 개정 수학과 교육과정에서 10종의 수학Ⅱ 교과서

들을 예로 들어서 살펴보면, 7종([Table 2]에서 2009a, b,

e, g, h, I, j)의 교과서는 함수 의 치역이 함수 의 정의

역의 진부분집합으로 설정하여 도입하였고, 3종(2009c, d,

f)의 교과서는 함수 의 치역과 함수 의 정의역이 같은

것으로 설정하여 도입하였다.

이러한 장면은 2015 개정 수학과 교육과정에서 9종의

수학 교과서에서도 동일하게 발견된다. 3종(2015a, f, h)의

교과서는 함수 의 치역이 함수 의 정의역의 진부분집

합으로 설정하여 도입하였고, 6종(2015b, c, d, e, g, i)의

교과서는 함수 의 치역과 함수 의 정의역이 같은 것으

로 설정하여 도입하였다.

즉, 두 교육과정(2009 개정 수학과 교육과정, 2015 개

정 수학과 교육과정)에서의 19종의 교과서5)들에서 동일

하게 합성함수를 다루고 있고 도입방식에서 유사한 점이

많이 있지만 도입할 때 예로 제시하는 대응관계에서는

차이가 있음을 확인할 수 있다.

교과서에서의 구성 방식에 따르면 합성함수는 두 함수

를 연결하는 것이기 때문에 [Fig. 1]과 같은 대응관계가

5) 이후부터 2009 개정 수학과 교육과정에서의 10종의 수학Ⅱ 교과

서와 2015 개정 수학과 교육과정에서의 9종의 수학 교과서를 모

두 언급할 때는 ‘19종의 교과서’라는 표현을 사용하기로 한다.

합성함수인지에 대한 내용을 다루지 않는다. 19종의 교과

서에서 ‘두 함수의 합성’만을 소개하는 이유는 ‘함수를 학

습한 이후 함수들 사이의 연산에 해당하는 합성을 학습

하는 구조’에 비추어볼 때 자연스러운 구성 방식으로 보

인다.

2) 역함수

역함수는 19종의 교과서 모두 동일한 방식으로 도입하

고 있으며, 교과서에서의 도입방식은 다음과 같다.6)

함수    → ,   가 일대일 대응일 때, 집

합 의 임의의 원소 에   인 집합 의 원소

를 대응시키면 집합 를 정의역, 집합 를 공역으

로 하는 새로운 함수를 얻는다. 이 함수를 함수

   →의 역함수라고 하며, 이것을 기호로  와

같이 나타낸다. 즉,     →  ,     이다.

이는 앞서 Freudenthal(1983)에서 언급한 ‘역 구하기’과

정을 강조한 것으로 볼 수 있다. 또한 19종의 교과서 모

두에서는 역함수를 도입한 이후 합성함수 개념과 연결

시켜서, ‘역함수의 성질’이라는 제목으로,

∘       ∈
∘       ∈

와 같은 내용을 소개하고 있으며, 이를 통하여 ∘

는 집합 에서의 항등함수이고, ∘는 집합 에서

의 항등함수라는 것을 언급하고 있다. 이는 합성함수에서

와 마찬가지로 연산 관점에서 역함수의 의미를 설명하려

한 것으로 보인다. [Fig. 9]는 면담에 참여한 학생들이 학

습한 2009 개정 수학과 교육과정에서의 수학Ⅱ 교과서

([Table 2]의 2009h)의 역함수 도입 관련 항목별 구성 내

용을 제시한 것이다.

6) 이후 19종의 교과서 모두에서는 바로 이어서 함수 의 정의역

을 로 바꾸어서   → ,    로 정리하여 기술한

다. 즉, 교과서에는    와    라는 표현이 모두

있으므로 이 둘을 명확하게 구분하기 위하여 정의역이 무엇인지

강조할 필요가 있을 것으로 보인다.
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항목 내용 쪽

역함수

도입
79

역함수

성질
80

[Fig. 9] MathematicsⅡ in the 2009 revised mathematics

curriculum, inverse function configuration method

다만, 역함수를 소개한 19종의 교과서들은 역함수의 성

질을 소개할 때, 함수 의 역함수 가 해당 성질을 만

족하는 것이라고 소개하고 있을 뿐, 그러한 성질을 만족

하는 함수가 로 유일하다는 것을 다루고 있지는 않다.

즉,   →일 때, ∘   이고

∘  인 함수   →가 존재하면, 그러한 함

수 가 로 유일하다는 것을 다루지는 않는다.

반면 대학에서 예비수학교사를 대상으로 사용되는 교

재 중 일부에서는 학교수학에서 고등학생들에게 역함수

를 정의하는 방식과 다른 방식으로 다루기도 한다.

Shin(2009)은

함수   →에 대하여 다음 조건을 만족시키

는 함수   →가 존재할 때   →를

  →의 역함수라고 한다.

∘  이고 ∘  

와 같이 역함수를 도입하고 있는데, 이는 역함수를 정의

하고 나서 그렇게 정의된 역함수는 ‘역함수의 성질’을 만

족한다는 학교수학에서의 도입 방식과 달리, 학교수학에

서의 ‘역함수의 성질’을 이용하여 역함수를 정의하는 방식

으로 볼 수 있다. 이러한 도입 방식에서는 논리의 완전성

을 위하여 ‘역함수의 유일성’에 대한 논의를 포함하게 된

다.

이상에 따르면 학교수학에서 역함수를 도입하는 방식

외에도 저자의 관점에 따라 다른 방식으로도 역함수를

도입할 수 있음을 알 수 있다.

한편, 19종의 교과서에서는 역함수를 구하는 방식에 대

하여 모두 동일한 방식으로 도입하고 있다. [Fig. 10]은

면담에 참여한 학생들이 학습한 2009 개정 수학과 교육

과정에서의 수학Ⅱ 교과서([Table 2]의 2009h)의 역함수

구하는 절차와 관련 항목별 구성 내용을 그림으로 나타

낸 것이다.

[Fig. 10] Procedure to obtain inverse function in textbook

교과서에서는 모두 일대일 대응임을 확인하고 나서 함

수   의 관계식을 에 대하여 푼 다음 와 를

바꿔주는 절차적인 방식을 제시하고 있다.

3) 합성함수의 역함수

19종의 교과서에서는 ‘합성함수의 역함수’에 대한 내용

을 공통적으로 포함하고 있다. 즉, 두 함수   →,

  →에 대하여, 두 함수 와 에 대해서 각각 역함

수 와 가 존재할 때,

∘  ∘

가 성립함을 다루고 있다. 그런데 19종의 교과서들에서

합성함수를 도입할 때 역함수가 존재하는 함수들의 합성

으로 제한하고 있지 않기 때문에, 두 함수 와 에 대해

서 역함수 와 가 모두 존재하지 않는 경우의 합성

함수 ∘의 역함수를 구하는 방법에 대한 문제가 제기

될 수 있다. 특히 [Table 2]와 같이 2009 개정 수학과 교

육과정에서 10종의 수학Ⅱ 교과서 중 6종(2009a, b, d, e,

h, i)의 교과서와 2015 개정 수학과 교육과정에서 9종의

수학 교과서 중 5종(2015c, f, g, h, i)의 교과서는 두 함수

와  중에서 일대일 함수가 아닌 경우를 포함하고 있는

데, 이러한 합성함수에 대한 역함수 존재 여부에 대한 고

민이 학생들에게서 충분히 가능할 것으로 보인다. [Fig.

11]은 19종의 교과서 중에서 일대일 함수가 아닌 함수를

포함한 합성함수를 제시한 교과서 1종(2009g)의 사례를

재구성하여 나타낸 그림이다.
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[Fig. 11] Example of a textbook showing a composite function

including a function rather than a one-to-one function7)

2. 교과서 분석 결과

[Fig. 11]과 같은 내용이 교과서에 소개되어있다는 것

은 본 연구에 있어서 주목할 만한 부분이다. [Fig. 11]은

두 함수를 합성한 것이며 그 결과는 ∘라는 새로운

함수가 된다. 따라서 합성함수와 역함수를 이미 학습한

학생들에게 [Fig. 11]과 같은 함수에서 역함수가 존재하는

지에 대한 의문은 언제든 제기될 가능성이 있다. 그리고

학교수학에서 학생들이 이러한 질문을 제기할 수 있는

학생들이 존재한다는 것은 일면 합성함수와 역함수 학습

의 긍정적인 결과로 볼 수도 있다.

Freudenthal(1983)은 합성함수와 역함수를 각각 합성하

기와 역 구하기라는 조작적 자산으로 보았으며, 이러한

자산이 기본적인 함수로부터 새로운 함수들을 매우 풍부

하게 고안할 수 있도록 하였고, 또한 복잡한 함수를 간단

한 함수로 분해하는 것을 가능하게 하거나 가역적 조작

을 고려하게 함으로써 수학적 사고에 긍정적인 역할을

했다고 언급했다. 예를 들어 합성하기 조작은 두 변수 사

이에 새로운 변수(매개변수)를 이용하여 또 다른 표현으

로 나타내는 것(역으로 세 변수에서 매개변수를 처리하여

두 변수 사이의 관계로 나타내는 것)을 가능하게 하고,




 

 
 와 같은 Chain rule에 대한 발상과 이

해를 도울 수도 있다. 역 구하기 조작의 경우도 새로운

함수들의 등장에 영향을 주었을 뿐만 아니라 미분과 적

분의 관계 혹은 지수함수와 로그함수의 관계를 연결하여

이해하는데 도움을 줄 수 있는 조작이다.

다시 말해서 학생들이 주어진 함수들에 대하여 합성하

기와 역 구하기라는 조작을 통하여 새로운 함수가 되는

7) [Fig. 11]에서 함수 는 일대일 함수가 아니며, 이때 을 고려

할 수 없게 된다. 그렇다면 학생들은 가 존재하지 않기 때문

에 ∘ 의 역함수가 존재하지 않는다고 판단할 가능성이 있다.

지에 대하여 고민하는 것은 언제나 가능한 것으로 볼 수

있다.

그런데 [Fig. 11]에서 역함수가 존재하는지에 대한 질

문을 하는 순간 앞서 [Fig. 1]에서 학생이 질문하였던 문

제와 매우 유사한 문제점에 봉착하게 된다. 우선 함수 

와 의 역함수가 존재하지 않는 문제가 발생한다. 함수

의 역에 해당하는 대응관계에서는 집합 의 원소 ‘’가

대응이 되지 않고 있고, 함수 의 역에 해당하는 대응관

계에서는 일가성에 대한 위배가 발생한다. 다음으로 생기

는 문제는 함수가 아닌 의 역에 해당하는 대응관계와 

의 역에 해당하는 대응관계를 서로 연결하여 생각할 수

있는지에 대한 문제가 발생한다. [Fig. 12]는 [Fig. 11]에

서 역 대응관계를 그림으로 연구자가 재구성한 것이며,

역 대응관계는 함수가 되지 않으므로 함수 관계를 표현

하는 부분을 삭제하였다.

[Fig 12] Example of a textbook showing a composite function

including a function rather than a one-to-one function

한 가지 더 생각할 수 있는 문제는, 교수·학습 상황에

서 [Fig. 11]에서 역함수가 존재하는가에 대한 질문이 결

과적으로 ‘역함수가 존재하지 않는다.’와 ‘역함수가 존재한

다.’라는 두 가지 반응을 가져올 수 있다는 점이다. 즉, 앞

서 [Fig. 11]이 교과서 분석 과정에 근거하여 학생들에게

서 충분히 제기될 수 있는 문제라 가정하면, 학생들 혹은

수학교사들이 해당 문제에 대하여 어떠한 생각을 가지고

있는지에 대한 것도 살펴볼 필요가 있음을 알 수 있다.

3. 면담 분석

1) 함수, 합성함수, 역함수 용어에 대한 학생들의 표현

면담 초기에 rapport 형성을 위하여 연구자는 학생들에

게 수학적 용어들을 제시하고 이에 대하여 학생들이 서

로 자유롭게 이야기하는 시간을 가졌다. 특히 면담 초기

에 연구자는 “함수라는 용어는 언제 사용할 수 있는 거
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야?”와 같이 열린 발문을 사용하였는데, 이는 차후 면담

의 원활한 진행을 위한 것이었다. 즉, 의사소통의 주도권

이 어느 특정 학생 쪽으로 치우치지 않도록 하기 위한

연구자의 의도였다. 이러한 과정을 거치면서 1차 면담 종

료 시점 즈음에 학생들은 면담 시작 당시 보다 자신의

생각을 표현하는 것에 적극성을 가지게 되었으며, 다른

학생의 견해에 동의할 때는 동의하는 이유를 제시하게

되었고, 동의하지 않을 때는 동의하지 않는 다는 것을 말

하는 것에 한층 더 자연스러워 진 것으로 보였다.

한편 연구자는 학생들에게 함수, 합성함수, 역함수 등

의 용어에 대하여 자신들의 생각을 다른 사람에게 전달

할 수 있도록 적어보도록 하였는데, 이는 앞서 연구자가

학생들에게 하였던 초기 질문인 “함수라는 용어는 언제

사용할 수 있는 거야?”라는 질문에 기인한다. 연구자가

한 질문에 대하여 1차시 면담 후반부와 2차시 면담 전반

부에 학생들이 상호간에 답변과 질문의 과정이 활발하게

이루어졌었다. 학생A는 시간-거리 함수를 예로 들어서

‘시간을 대입하면 물체가 이동하는 거리가 나오는 관계’를

이야기할 때 함수를 사용한다고 하였으며, 더 나아가서

거리-속력의 함수는 ‘거리를 대입하면 물체의 속력이 나

오는 관계’라고 답을 하였다. 이때 학생A의 답변을 듣고

있던 학생C가 연구자와 다른 학생들을 향해서 시간-거리

함수와 거리-속력 함수를 연결해서 얻어지는 시간-속력

함수가 합성함수인지를 질문하게 되었는데, 연구자는 이

시점에 개입하여 학생들이 사용하였던 함수, 합성함수라

는 용어에다 역함수를 포함시켜서 각 용어에 대하여 자

신들이 생각하는 바를 적어보도록 요구하게 되었다.

연구에 참여한 학생들이 제시한 함수, 합성함수, 역함

수의 용어의 뜻에 대한 학생들의 표현을 각각 살펴보면

다음과 같다.

학생A는

• 함수 : 정의역의 원소가 빠짐없이 치역의 원소 하

나에만 대응되는 관계

• 합성함수 :   와 같이 어떤 함수의 함숫

값이 다른 함수의 정의역이 되는 함수

• 역함수 : 증가함수이거나 감소함수일 때,

≤≤ 에서   인 함수

라고 표현하였으며,

학생B는

• 함수 : 정의역의 원소가 빠짐없이 치역의 원소 하

나에만 대응되는 관계

• 합성함수 : 와 같이 함수 두 개를 합성한

것

• 역함수 : 함수 의 그래프가   에 대칭인

함수를 함수 의 역함수라 함

이라고 표현하였다. 마지막으로 학생C는

• 함수 : 정의역의 원소가 빠짐없이 치역의 원소 하

나에만 대응되는 관계

• 합성함수 : 와 같이 두 개 이상의 함수를

합성한 것

• 역함수 : 어떤 함수를   를 기준으로 대칭이동

한 것

이라고 표현하였다. [Table 3]은 학생들의 표현을 제시한

그림이며, 함수에 관한 것은 학생들이 교사와의 대화중에

말로 표현된 것을 기록하였고, 합성함수와 역함수는 학생

들이 남긴 기록을 제시한 것이다.

[Table 3] A table showing students' expressions about

‘function’, ‘composite function’, ‘inverse function’

학생들이 사용하였던 표현에 대하여 해당 차시 면담이

종료된 이후 연구자와 연구보조교사는 해당 차시 면담의

영상(<영상2>, 2017.07.26.)과 전사록(<전사2>,

2017.07.26)을 분석하는 과정에서 학생들의 각 용어에 대

하여 정의한 바를 비교하여 살펴보았다. 이 과정에서 각

용어들에 대한 학생들의 표현에서 상호 공통점과 차이점

을 살펴보았고, 특히 학생들의 표현에 근거하여 학생들이

각 용어에서 가지고 있는 주요 생각이 무엇인지에 대하

여 연구자들 입장에서 해석하는 기회를 가졌다.

우선 ‘함수’라는 용어에 대하여는 세 명의 학생 모두

정의역의 원소에 대한 대응규칙을 이용하여 ‘함수’를 정의

하였다. 즉, 학생들이 제시한 기준에 따르면 학생들은 정

의역이 무엇인지 확인한 다음 그 정의역의 원소들이 함
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수의 대응규칙에 맞는지를 확인하는 방식으로 함수 여부

를 판단해야한다. 연구자들은 추후 면담 과정에서 학생들

이 자신들이 제시한 정의대로 함수 여부를 판단하는지

확인할 수 있는 과제를 제시하기로 합의하였다.

‘합성함수’ 용어에 대한 학생들의 정의를 살펴보면, 공

통적으로 ‘ ’라는 표현이 관찰되었으며 함수들을

대상으로 ‘합성함수’를 만들어낸다는 표현이 관찰되었다.

특히 연구자들이 보기에 학생B와 학생C는 ‘합성함수’를

설명할 때 ‘합성’이라는 용어를 이용하여 표현하는 것이

관찰되었는데, 이때 학생들이 사용한 ‘합성’이라는 용어가

‘ ’와 연결된 용어로 보였다. 다만, 다른 두 학생과

달리 학생A는 ‘합성함수’를 정의할 때 ‘ ’라는 표

현을 사용하였지만, ‘합성’이라는 용어를 사용하지 않고,

‘함수’를 정의할 때 사용하였던 것과 유사하게 정의역이라

는 용어를 사용하여 ‘합성함수’를 정의하는 모습을 보여주

었는데, 연구자들은 이러한 차이가 ‘합성함수’ 여부를 판

단할 때 어떠한 차이를 보여줄 것인지에 대하여는 추후

확인하기로 하였다.

‘역함수’ 용어에 대한 학생들의 정의에서는 ‘학생B와

학생C의 표현’과 ‘학생A의 표현’에서 두드러진 차이가 관

찰되었다. 학생B와 학생C는 직선   에 대칭인 새로운

함수를 주어진 함수의 역함수로 정의한 반면, 학생A는

다른 두 학생과는 전혀 다른 표현을 사용하여 정의하였

다. 학생A의 표현에서 연구자들이 주목한 부분은 ‘증가함

수이거나 감소함수일 때’라는 표현과 정의역을

≤ ≤ 로 제한한 점 그리고 ‘   ’라는 표현을

사용하였다는 점이다. 2차시 면담 종료후 연구자들의 해

당차시 영상(<영상2>, 2017.07.26.)과 전사록(<영상2>,

2017.07.26.) 및 학생 활동지(<학생1-2차>, <학생2-2차>,

<학생3-2차>)를 분석한 것과 3차시까지의 면담이 종료

된 이후 전체 차시의 면담 자료를 종합적으로 분석하는

과정(<종합>)에서 학생A의 역함수에 대한 표현을 연구

자들의 관점에서 이해하는 시간을 가졌었다. 특히 학생A

의 표현을 교과서에서 역함수를 정의할 때의 표현과 비

교하여 살펴보면, ‘증가함수이거나 감소함수일 때’라는 표

현은 교과서에서의 ‘일대일 대응’이라는 표현과 연관되는

것으로 보이며,   라는 표현은 교과서에서의

  라는 표현과 연관되는 것으로 보인다. 학생A

가 역함수를 대수적으로 표현한   는 학생A가 사

용한 교과서(2009 개정 수학과 교육과정에서의 수학Ⅱ 교

과서)에서 역함수를 대수적으로 표현한   와 차

이가 있었다. 교과서에서는   의 역함수를

  로 표현하고 있으며 이 표현 속에는 함수

  의 치역이 역함수의 정의역이 된다는 의미를 포

함하고 있다. 교과서의 표현대로 역함수를 구하기 위해서

는   라는 식을 에 대하여 먼저 풀어낸 다음 

와 를 바꾸어 주어야한다(혹은 와 를 바꾸어 준 다

음 이를 에 대하여 풀어내야한다.).

예를 들어   의 역함수를 구하기 위해서는

  를   


로 바꾼 다음 와 를 바꾸어 주어서

  


를 구하게 된다. 그러나 학생A의   라는

표현은 와 를 바꾸는 것에서는 동일하지만 이후 이 식

을 에 관하여 정리하는 과정이 생략된 것으로 보인다.

학생A가 표현한 방식에 근거하여   의 역함수를 표

현해보면   가 된다.

2차시 면담 자료를 분석하는 연구자들 회의에서 연구

보조교사는 2차시 면담 영상 중 ‘학생A가 함수   

의 역함수를   로 표현하였을 때 면담을 진행하는

연구자가 당황하는 장면’을 지적하면서, 실제 당황한 것인

지 아니면 학생의 반응에서 새로운 질문거리를 고민하는

장면인지를 확인하였다. 연구보조교사의 지적과 같이 당

시 연구자는 학생A의 표현이 익숙하지 않은 표현이어서

연구자 혼자 생각으로 ‘  를 예로 들어서 점 해당 함

수의 그래프 위의 점가 학생A 방식으로 구한 역함

수   에 넣었을 때 성립하는지 학생들에게 물어보

면 어떨까?’를 고민 중이었다. 학생A의 방식으로 역함수

를 구하면   가 되는데, 다른 학생들은 역함수를 정

의할 때 ‘  에 대한 대칭’으로 정의하였기 때문에 만

약 이렇게 구한 역함수에 점을 대입하면 등식이 성

립하지 않게 되기 때문이다. 즉, 학생A의 표현에서 정의

역이 무엇인지는 매우 중요한 역할을 하게 되는데, 학생

A의 표현에서 그러한 부분을 강조한 부분은 발견되지 않

았다. 그럼에도 연구자는 학생A의 역함수의 표현을 교과

서와 비교하였을 때 교과서에서 제시하는 두 가지 표현

  →,   

  →,   
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과는 또 다른 표현이라 생각하였다. 그러나 2차시까지의

면담 자료에서는 학생A를 포함하여 다른 두 학생들까지

도 합성함수와 역함수를 표현할 때 정의역이 무엇인지

명확하게 명시하지 않았기 때문에 이러한 부분에 대하여

는 추후 합성함수 여부와 역함수 여부를 판정할 때 어떠

한 장면으로 나타날 것인지 살펴보기로 하였다.

한편 학생A의 교과서와 구분되는 또 다른 표현인 ‘정

의역을 ≤ ≤ 으로 제한’하여 표현한 것에서도 연구

자들은 해석상의 어려움을 겪었다. 이 부분에 대하여 연

구자들은 제한된 면담 자료로 해석하기에는 어려움이 있

지만, 학생A가 원래함수의 정의역을 표현하고자 했을 가

능성이 있는 것으로 판단하였다.

2) 과제별 학생들의 함수, 합성함수, 역함수 존재 여부

에 대한 생각

(1) [과제1], [과제2], [과제3]에 대한 함수 여부 판정

2차시 면담에서 ‘함수’, ‘합성함수’, ‘역함수’의 뜻에 대

한 학생들의 표현을 살펴본 이후, 연구자는 2차시 면담

자료(영상, 전사록, 학생 활동지)를 분석하는 과정에서 연

구보조교사와 논의 끝에 3차시 초기 면담 과제로 세 개

의 과제를 제시하고 함수 여부를 묻는 과제를 제시하였

다. 이는 학생들이 자신들이 정의한 ‘함수’의 정의에 따라

실제 함수 여부를 판단하는지 확인하는 것에 목적이 있

었다.

연구자가 제시한 세 개의 과제에 대하여 각각 [과제1]

과 [과제3]은 함수가 되고, [과제2]는 함수가 되지 않는다.

세 명의 학생들도 제시된 세 개의 과제에 대하여 상호

일치된 의견을 제시하였으며 함수 여부에 대한 판정도

수학적으로 옳게 판단하였다. 또한 함수가 되는 이유와

되지 않는 이유에 대하여도 동일한 방식으로 답을 하였

는데, [과제1]과 [과제3]은 정의역에 남는 원소가 없고 동

시에 하나의 원소에만 대응된다는 점을 제시하였으며 [과

제2]는 정의역의 원소 중 ‘’에 대응하는 원소가 없기 때

문에 함수가 되지 않는다고 판단하였다. 이상에서 학생들

의 함수 여부 판정에 있어 정의역의 원소 중에서 남는

것이 있는지와 하나의 원소에 대응되는지가 중요한 판정

기준임을 확인할 수 있었으며, 이는 학생들이 정의한 방

식대로 함수 여부를 판단하고 있음을 보여준다.

(2) [과제4]와 [과제5]가 합성함수인지 여부에 대한 학

생들의 생각

3차시 면담에서 연구자는 학생들에게 [과제1]과 [과제

2]를 연결해보고 [과제1]과 [과제3]을 연결하여 각각 [과

제4]와 [과제5]를 구성하여 학생들과 합성함수 여부에 대

하여 논의하였다. 특히 이 과정에서 연구자는 학생들의

합성함수 여부 판단 자체에도 관심을 가지고 살펴보았지

만, 그러한 판단에 대한 학생들의 설명 혹은 표현에 더

주목하여 의사소통을 진행하였다. 따라서 학생들의 판단

과 설명은 의사소통 과정에서 수정 혹은 보완되는 과정

을 거치게 되었으며, 본 절에서는 그러한 변화와 수정에

대한 분석에 초점을 맞추어 살펴보았다.

[과제4]와 [과제5]가 합성함수인지에 대한 학생들의 초

반 반응을 살펴보면, 학생A와 학생B는 두 과제는 합성함

수가 아니라고 답을 하였고 학생C는 잘 모르겠다는 표현

으로 답하였다. 또한 학생A는 두 과제가 합성함수가 아

니라고 판단한 이유에 대하여,

“합성함수는 치역이 정의역이 되니까 정의역은 그 범

위에서 모든 실수가 되어야만 해요. 치역도 모든 실수

가 되어야하는데, 치역에서 를 빼고   만 되니

까...”

라고 설명하였는데, 다른 두 학생들도 학생A의 설명에

동의하였다. 학생A의 설명을 살펴보면 정의역과 치역이

라는 용어를 반복적으로 사용하고 있는데 무엇의 정의역

이고 치역인지를 명시하지는 않았다. 이에 연구자가 학생

A의 표현에 대하여 생략된 표현을 재구성해보면,

‘∘  이므로 는 함수 의 정의역

이고 이는 함수 의 치역이다. 그런데 함수 의 정의역

중에서 원소 ‘’는 함수 의 치역이 아니기 때문에 두 과

제는 합성함수가 아니다.’로 표현한 것으로 보였다.

즉, 학생A는 합성함수가 되기 위해서는

∘  에서 함수 의 치역과 함수 의

정의역이 일치되어야한다고 표현한 것으로 볼 수 있으며,

다른 두 학생들도 그러한 관점에서 학생A의 표현을 받아

들인 것으로 보였다.

연구자는 학생A의 표현에서 정의역과 치역을 언급할

때 무엇의 정의역과 치역인지를 불명확하게 대답하였기

에 이를 확인할 필요가 있다고 판단하였다. 그래서 학생
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A에게 두 과제의 합성함수 여부 대해서 이야기할 때 ‘어

떤 함수의 함숫값이 어떤 함수의 정의역이 되는 함수’라

고 했었는데, 두 과제의 정의역은 무엇인지에 대하여 명

확히 표현해달라고 요구하였다. 연구자의 요구에 대하여

학생A는 별다른 고민 없이 를 두 과제의 정의역이라고

답을 하였고, 이에 연구자가 바로 이어서 합성함수를 판

단할 때는 그 판단하고자 하는 함수의 정의역을 가지고

생각해야하는 것이 아닌지에 대하여 지적하였으며, 학생

A는 연구자의 지적에 한참을 고민하는 모습을 보여주었

다. [대화]는 [과제4]와 [과제5]의 합성함수 여부에 대한

학생들과 연구자의 대화를 제시한 것이다.

[대화] : <전사3>, 2017.07.26

교사 : 이 과제([과제4])를 볼래요? 이 과제([과제4])는 함수인

가요? 그리고 이거 합성함수에요? 각자의 기준대로

봤을 때 이거 합성함수에요? 한번 각자 기준대로 판

단 해봐요?

학생A : 아니에요.

학생B : 저도 아닌 것 같아요.

학생C : 잘 모르겠어요.

교사 : 학생C는 잘 모르겠다고?

학생C : 네

교사 : 아래 있는 [과제5]는 합성함수인지 아닌지? 본인 기준

대로?

학생A : 아니에요.

학생B : 네

교사 : 이것도 합성함수가 아니에요? 그러면 아닌 이유를 좀

설명해줄래요. 왜 아니라고 생각해요?

학생A : 그 합성함수는 치역이 정의역이 되니까 정의역은 그

범위에서 모든 실수가 되어야하니까 치역도 모든 실

수가 되어야하는데 치역이 4를 빼고 1,2,3만 되니까...

교사 : 다시 해볼래요. 내가 설명을 못 따라가서...

학생A : 합성함수가 치역이 정의역이 되잖아요.

교사 : 응. 너의 표현에 의하면 그렇게 되요. 그런데?

학생A : 근데 정의역은 함수에서 모든 실수가 범위 안에서

모든 실수가 정의역이 되어야하는데... 그러니까 정의

역이 되어야하는 치역이 4를 빼고 1, 2, 3만 되니까...

교사 : 이 함수(함수 )의 함숫값이야. 이것들(1, 2, 3)은...

학생A : 네

교사 : 그 함숫값이 이 함수(함수 )의 정의역이 되었죠?

학생A : 네

교사 : 그러면 되는 거 아니야?

학생A : 네. 지금은 여기(함수 )부터 시작해서 가야하는데 4

가 절대 갈 수 없잖아요.

교사 : 4가 비어있다?

학생A : 네

교사 : 너희들이 생각하는 합성함수의 정의역이 뭐에요?

가 합성함수의 정의역이 되는 거야?

학생B : 의 치역이요.

교사 : 그게 정의역이 되는 거야?

학생C : 가 정의역이 되는 것 아니에요?

교사 : 학생B도 그렇게 쓰기는 했는데... 학생A는 어떤 함수

의 함숫값의 정의역이 되는 함수를 합성함수라고 했

단 말이야. 그 때 정의역이 어떤 함수의 정의역이냐

고?

학생A : 라는 함수의 정의역이요.

교사 : 그러면 합성함수의 정의역은 뭐야?

학생A : 요.

교사 : 합성함수의 정의역이 라고? 라는 함수의 정의역이

?

학생A : 네

교사 : 그러면 합성함수의 정의역이 야. 그러면 이 값(함수

의 치역)은?

학생A : 합성함수의 치역이요.

교사 : 원래 함수는 정의역과 치역만 가지고 이야기한 것 아

니야? 아까 함수 정의대로 하면 합성함수에서 어떻

게 되는 거야?

학생들 : (고민 함)

이러한 고민 과정을 거친 이후 학생A는 이전 자신의 표

현을 수정하여 [과제4]가 함수가 된다고 답하였다. 연구

자는 학생A가 [과제4]에 대하여 ‘합성함수’가 아닌 ‘함수’

가 된다고 표현한 것에 주목하였고, 다시금 [과제4]가 합

성함수는 아닌지를 확인하였다. 연구자가 학생A가 [과제

4]에 대하여 함수라고 판단한 이후에 질문을 다시 하여

확인한 이유는 학생A가 이전에 [과제4]가 합성함수가 아

니라고 답하였던 이유가 [과제4]가 함수가 되지 않았기

때문에 합성함수도 될 수 없다고 답하였을 가능성이 있

기 때문이었다. 한편으로는 교과서에서 합성함수는 함수

들을 대상으로 정의하고 있고, 다른 두 학생들은 합성함

수를 설명할 때 이 부분을 명시하였지만 당시 학생A는

자신의 합성함수 표현에서 이 부분을 명시하지 않았던

점도 고려하였다. 이러한 이유들 때문에 연구자는 [과제4]

를 함수라고 답한 학생A가 [과제4]를 합성함수로 판단하

는지 여부를 확인할 필요가 있었다. 연구자의 질문에 대
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하여 학생A는 [과제4]가 함수가 되기는 하지만 여전히

합성함수는 아니라고 답하였으며, 그 이유에 대하여

“합성함수는 두 함수를 합성하는 것인데, [과제4]에서

의 대응관계는 함수가 아니기 때문에 [과제4]는 합

성함수가 아니다.” (<전사3>, 2017.07.26.)

라고 표현하였다. 반면에 학생B는 [과제4]가 함수이지만

합성함수가 아니라고 표현한 학생A의 표현과 달리, 자신

은 [과제4]가 함수이면서 동시에 합성함수도 된다고 표현

하였다. 이는 학생B가 합성함수를 정의할 때 ‘함수 두 개

를 합성’이라는 표현을 사용하여 정의하였던 점을 고려하

면, 문맥상 모순이 되는 부분이 발생한다. 그러나 교사가

이러한 부분에 대하여 질문하기 전에 학생C가 자신도 학

생B의 견해에 동의한다고 표현해서 이 부분에 대한 확인

을 하지 못하였다.

[과제4]의 합성함수 여부에 대한 논의가 마무리 된 이

후 세 명의 학생들은 처음 생각을 수정하여 [과제5]가 합

성함수가 된다고 하였다. 특히 이 과정에서 학생B는 이전

에 자신이 [과제4]가 합성함수라고 하였을 때의 문제점을

인지하고 나서 다른 학생들에게 ‘합성함수’라는 표현 대신

‘합성된 함수’라고 표현을 하면 [과제4]도 포함시켜서 논

의를 진행할 수 있을 것 같다는 의견을 제시하였다. 연구

자는 학생B에게 학생B가 사용한 ‘합성’이라는 용어가 무

엇인지 설명해달라고 요구하였고, 학생B는 자신은

‘→→와 같은 절차’를 ‘합성’으로 본다고

하였다. 그렇기 때문에 자신은 [과제4]가 ‘합성된 함수’로

표현할 수 있다고 하였다. 이러한 학생B의 의견에 대하여

다른 두 학생들도 [과제4]를 ‘합성된 함수’로 부르는 것에

동의하는 모습을 보여주었다. 이에 연구자는 ‘합성된 함

수’라는 표현과 이를 반영하여 면담을 진행하는 것에 대

하여 수학적으로 문제가 될 수 있으나, 학생들의 합의에

의하여 자연스럽게 제기된 표현이라는 점을 고려하여 학

생들의 구성과정에서의 표현을 따라 면담을 계속 진행하

였다.

(3) [과제4]와 [과제5]의 일대일 대응 여부에 대한 학생

들의 생각

3차시 면담 이전에 학생A는 역함수의 정의를 표현하

는 과정에서 다른 두 학생들과 달리 ‘증가함수이거나 감

소함수일 때’라는 표현을 사용하였었다. 연구자는

“학생A의 역함수 정의에 대한 표현에서 ‘증가함수이거

나 감소함수’라는 표현은 어떤 의미가 있는가?”(<전사

3>, 2017.07.26.)

라는 질문을 통하여 이러한 점을 연구대상들에게 상기시

켰다. 연구자의 질문에 대하여 학생B와 학생C는 해당 조

건과 일대일 대응을 연결 지어 생각하는 모습을 보여주

었다.

그런데 이 과정에서 학생C는 “일대일 대응이면 역함수

가 존재해요.”라는 표현을 사용하였는데, 19종의 교과서에

서는 일대일 대응과 역함수의 관계를 필요충분조건으로

소개하고 있는 반면, 학생C의 표현은 일대일 대응 조건을

역함수가 존재하기 위한 충분조건으로 표현한 것이기 때

문에 연구자는 이 부분에 대하여 확인하는 질문을 학생

들에게 하였다.

연구자는 “일대일 대응이 아니면?”이라고 다시 질문을

하였는데, 연구자의 질문에 대하여 학생들은 역함수가 존

재하지 않는다고 하였다. 특히 학생C는 이전 표현을 수정

하여 “일대일 대응이어야만 역함수가 존재하는데”라고 표

현하였으며, 연구자는 이러한 표현을 통하여 학생C가 일

대일 대응 조건을 역함수가 존재하기 위한 필요충분조건

으로 인식하는지에 대한 것은 확실하지 않으나 일대일

대응 조건을 역함수 존재 여부를 판단하는데 있어 매우

중요한 선결 조건으로 인식하고 있는 것으로 정리하여

면담을 진행하였다.

이어서 연구자는 연구대상에게 [과제4]와 [과제5]가 일

대일 대응인지를 물어보았고, 연구자의 질문에 대하여 학

생C는 [과제4]에서 정의역의 원소 중 ‘’를 대응시킬 수

없기 때문에 일대일 대응이 아니라고 답하였다. 학생B도

학생C의 의견에 동의하면서 같은 이유로 [과제5]도 일대

일 대응이 아니라고 표현하였다. 반면 학생A는 두 학생

의 이야기를 들으면서 별다른 의견을 표현하지 않았다.

연구자는 학생C와 학생B의 표현에서 이전에 학생A가

[과제4]가 함수인지 여부를 판단하는 과정에서 보여주었

던 것과 마찬가지로 학생B와 학생C가 함수 와 함수 

의 합성함수 ∘에서 정의역을 로 인식하고

있기 때문에 제시된 표현이라고 판단하였다. 연구자가 이

렇게 판단한 이유는 이미 이전에 [과제4]의 합성함수 여
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부를 판단하는 과정에서 비슷한 장면을 확인하였기 때문

이다.

이에 연구자는 앞서 학생A가 [과제4]를 함수로 보지

않았을 때와 마찬가지로 학생B와 학생C에게 [과제4]에서

의 정의역이 무엇인지를 질문하였고, 연구자의 질문을 듣

고 잠시 생각을 하던 두 학생들은 이전 표현을 수정하여

서 [과제4]와 [과제5]가 일대일 대응이라고 표현하는 변화

를 보여주었다.

(4) [과제4]와 [과제5]의 역함수 존재 여부에 대한 학생

들의 생각

앞서 학생들은 일대일 대응이면 역함수가 존재한다고

표현하였다. 따라서 연구자는 3차시 면담을 진행의 흐름

을 고려할 때 [과제4]와 [과제5]가 일대일 대응이라고 반

응을 보인 시점에서 ‘두 과제의 역함수가 존재하는지 묻

는 것’이 자연스러운 질문이라 생각하였다. 이에 연구자는

학생들에게 [과제4]와 [과제5]는 역함수가 존재하는지에

대하여 질문을 하였다. 연구자의 질문에 대하여 세 명의

학생들 모두는 ‘[과제4]는 역함수가 존재하고, [과제5]는

역함수가 존재하지 않는 것’으로 답을 하였다.

[과제5]가 역함수가 존재하지 않는 이유에 대하여 학생

A, 학생B, 학생C 각각은

․학생A : 을 넣었을 때 어디로 가야할지 값이 안

나와요.

․학생B : 값 한 개에 값 두 개가 대응되면 함수가

아니에요.

․학생C : 을 넣으면 값이 두 개에요.

라고 답을 하였다. 이는 [과제5]에서 의 대응관계에 의

하여 의 원소 ‘’과 ‘’가 모두 의 원소 ‘’에 대응된

것을 의식한 표현으로 볼 수 있다. 이러한 대응관계를 역

으로 대응시킬 때 의 원소 ‘’이 의 원소 ‘ ’과 ‘’에

동시에 대응이 되는데 학생들은 이 경우를 함수 관계로

볼 수 없다고 판단한 것이다.

이는 이전에 [과제4]와 [과제5]가 합성함수인지에 대하

여 판단할 때, 합성된 전체의 대응관계에서 함수 여부를

판단하지 않고 각 단계마다 함수 여부를 판단하려고 하

였던 것과 유사한 것으로 볼 수 있다.

이에 연구자는 “일대일 대응이면 역함수가 존재한다고

하지 않았나?”라고 질문을 함으로서 학생들의 이전 표현

과 현재의 판단에 차이가 있음을 언급하였다. 연구자의

질문에 대하여 학생A와 학생C는 잘 모르겠다고 답을 한

뒤에 침묵하면서 고민하는 모습을 보여준 반면, 학생B는

다른 두 학생들과 달리

“맞다. 일대일 대응이면 역함수가 존재해야만 하는데,

[과제5]는 역함수가 존재하지 않는다. 지금 생각해보니

[과제5]는 일대일 대응이 아닌 것 같다.” (<전사3>,

2017.07.26.)

라고 답을 하였다.

이 대목에서 연구자는 학생B의 반응에 주목하였다. 연

구자는 학생B의 반응에 대하여, 학생B가 자신이 참이라

고 알고 있던 ‘⇒’라는 명제에서 ～를 확인하였을 때,
～라는 반응을 보임으로서 기존에 자신이 참이라고 알

고 있던 ‘⇒’라는 명제를 보호하려는 모습을 보여준 것

으로 판단하였다. 즉, 학생B는 [과제5]가 역함수가 존재하

지 않는 것이라는 확신을 가진 것으로 볼 수 있으며, 이

렇게 될 경우 역시 학생B의 입장에서는 확신을 가지고

있는 또 다른 지식인 ‘일대일 대응이면 역함수가 존재한

다.’는 것에 문제가 발생한다. 학생B는 [과제5]가 역함수

가 존재하지 않는 다는 확신과 또 다른 확실한 지식 ‘일

대일 대응이면 역함수가 존재한다.’를 지키기 위하여 [과

제5]가 일대일 대응이라는 것을 부정하는 방식을 선택한

것이다. 이는 학생B의 입장에서 볼 때, [과제5]의 역함수

가 존재하지 않는다는 것이 [과제5]가 일대일 대응이라는

것 보다 더 확실하게 여겨지는 지식이라는 것을 추측할

수 있게 해준다. 이러한 학생B의 설명이 마무리 될 때까

지도 다른 학생들은 별다른 이야기를 하지 못하고 고민

하는 모습을 보여주었다.

그러나 이후 학생A는 [과제5]에 대하여 역함수가 존재

한다고 하였으며, 그 이유에 대하여 함수 는 역함수가

존재하지 않지만 함수 ∘는 역함수가 존재한다고 설

명하였다. 학생A의 설명에서 핵심이 되는 부분은 ∘

의 역함수 존재 여부를 판단할 때 문제가 되는 의 원소

‘3’이 중간 과정에서 대응될 때는 의 원소 ‘’, ‘’에 대

응이 되지만 결과적으로 다시 로 대응이 되는 과정에서

의 원소 ‘’는 의 원소로 대응이 되는 것이 없고 
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의 원소 ‘’은 의 원소 ‘’으로 대응이 되기 때문에 역

함수가 존재한다는 논리이다.

모든 면담이 종료된 이후 전체 면담을 종합적으로 분

석하는 연구자들 회의(<종합>)에서 연구자와 연구보조교

사는 이러한 학생A의 논리가 앞서 [과제4]에서 학생A가

∘에서 대응관계 와 대응관계 를 구분하여 차례로

살펴보던 것에서 이후 ∘라는 것을 하나의 대응관계

로 인식하는 것으로 변한 것에 기인한 것으로 판단하였

으며, 이때 정의역이 무엇인지를 고민하게 한 질문이 영

향을 주었을 수 있다고 추측하였다. 즉, 학생A가 사용한

표현 중 ‘의 역함수는 존재하지 않지만’이라는 표현에

근거하면, 학생A의 논리는 [과제5]에 대하여 역함수의 정

의역과 최종적으로 대응되는 역함수의 함숫값 사이의 관

계만을 보겠다는 것으로 받아들여졌다.

학생C는 학생A의 설명을 듣고 나서 이해했다는 표현

을 하면서 동의하였으나, 학생B는 학생A의 설명을 듣고

나서도 한 동안은 동의하지 않았다. 오히려 하나의 예를

구성하여 학생A에게 “이러한 경우는 설명할 수 없잖아?”

라고 물어보는 모습을 보여주었다. 학생B가 제시한 예는

의 원소 ‘’도 의 원소 ‘’으로 대응이 되는 것으로서,

이중으로 대응되는 예를 통하여 반례를 제시하려 한 것

으로 추정된다. [Fig. 13]은 학생B가 구성한 예를 연구자

가 재구성하여 제시한 것이다.

[Fig 13] A picture of the correspondence relationship, student

B presents to student A

그러나 학생B가 제시한 대응관계 그림에 대하여 학생

A는 자신의 관점에서는 학생B가 제시한 대응관계 역시

역함수가 존재한다고 하였다. 학생A는 역으로 가는 과정

을 볼 때 의 원소 ‘’이 의 원소 ‘’, ‘’, ‘’에 각각

대응되고 있지만 결과적으로 마지막에는 ‘’으로 대응되

고 있기 때문에 ∘  →는 함수가 된다는 자

신의 견해를, 학생B에게 설명하여 주었다. 이러한 학생A

의 설명을 다시 듣고 난 이후 학생B도 학생A의 견해에

동의하는 모습을 보여주었다.

4. 면담 분석 결과

본 연구에서 면담은 [Fig. 1]에서 학생이 제시한 질문

에 대하여 더 풍부한 해석을 하기 위한 목적으로 실시되

었다. 앞서 언급하였듯이 3차시의 면담을 통하여 세 명의

적은 학생들을 대상으로 진행하였다는 제한점은 있지만,

학생들이 보여준 일련의 구성 과정을 살펴보면 본 연구

에 시사해주는 바가 있었다.

우선 제시된 과제들에 대하여 함수 여부를 판단할 때,

학생들이 임의성과 일가성에 근거하여 판단하는 것이 관

찰되었다. 다만, 이러한 판단 기준에 근거하여 [과제4],

[과제5]와 같이 합성된 새로운 대응관계의 함수 여부 판

정하는 것에는 어려움을 겪는 것으로 관찰되었다. 특히

학생들은 해당 과제들에서 두 대응관계를 연결하여 얻어

진 새로운 대응관계를 전체적으로 보고 함수 여부를 판

정하는 것이 아니라 각 대응관계를 구분하여 그 부분들

이 이어지는 것으로 보았으며, 이 과정에서 정의역에 대

한 인식이 바뀌는 모습이 관찰되었다. 즉, [과제4]에서 새

롭게 얻어진 대응관계 그림에 대하여 학생들은 처음에는

함수 의 정의역인 를 해당 대응관계의 정의역으로 생

각하지만, 다음 과정을 거치면서 함수 의 정의역인 를

새롭게 얻어진 대응관계의 정의역처럼 생각하게 되면서

대응되지 않는 원소 ‘4’에 대하여 고민하는 모습을 보여주

었다.

다음으로 학생들이 [과제 5]를 새로운 함수로 인식을

하게 되면서 해당 함수의 역함수 존재 여부에 대하여 의

사소통한 부분에 주목할 필요가 있다. 이때 학생들은 [과

제 5]를 함수로 판단하는 논리를 적용하여 [과제 5]가 일

대일 대응이므로 역함수가 존재한다는 일련의 구성 과정

을 보여주었다. 그리고 학생들의 구성 과정에서 [Fig. 13]

과 같은 결과물이 제시되었는데, [Fig. 13]은 앞서 교과서

분석에서 살펴보았던 [Fig. 11]의 역 대응관계를 나타낸

것과 구조적으로 매우 유사하다. 다시 말해서 본 연구에

서는 교과서에서 [Fig. 11]의 결과를 새로운 함수로 소개

하고 있으며 이에 따라 학생들이 [Fig. 11]의 역함수 존재

여부에 대하여 궁금해하는 것이 충분히 가능함을 언급하

였는데, 면담 과정에서도 학생들이 [Fig. 11]과 유사한 예
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를 스스로 구성하여 역함수 존재 여부에 대하여 논의하

는 장면이 제시된 것이다. 특히 이러한 면담 과정에 대한

자료는 [Fig. 1]에서 시작된 특정한 학생의 질문에 대하여

단순히 함수가 아닌 대응관계와 함수를 합성할 수 있는

지로 그 의미를 제한하여 해석하는 것이 아니라, [Fig.

11]과 같이 대응관계들을 연결한 새로운 대응관계 전체에

대한 함수 여부 판정과 [Fig. 13]과 같이 [Fig. 11]의 대응

관계 유형들에서 역 대응관계를 생각하여 역함수 존재

여부를 판단하는 문제 등으로 그 의미를 확장하여 해석

할 수 있었다는 점에서 의미를 찾을 수 있다.

Ⅴ. 결론 및 제언

1. 교수·학습 과정에서 [Fig. 1]과 관련하여 학생들의

문제 제기 가능 여부

본 연구는 특정 학생이 [Fig. 1]을 이용하여 문제를 제

기하였던 것에 주목하여 해당 질문이 교수·학습 상황에서

다른 학생들에게서도 제기될 수 있는 성질의 질문인지에

대하여 교과서 분석 및 3차시의 면담과 현장 수학교사

및 학생들을 대상으로 한 설문조사를 실시하여 살펴본

연구이다. [Fig. 1]에서 학생의 질문은 함수가 아닌 대응

관계와 함수를 연결하여 새로운 대응관계를 구성한 다음

해당 결과물이 역함수가 존재하는지에 대하여 질문한 것

으로서, 본 연구에서는 교과서 분석을 통하여 해당 대응

관계와 관련된 그림이 합성함수와 역함수 내용을 다루고

있는 2009 개정 수학과 교육과정과 2015 개정 수학과 교

육과정에서 개발된 교과서들에서 실제 제시된 결과물임

을 밝히고 있다. 또한 함수가 아닌 대응관계와 함수를 서

로 연결하는 것이 수학적으로 오류가 있을 수 있으나, 교

과서 분석에 의하면 [Fig. 11]이 합성함수 단원에서 소개

되고 있고, Freudenthal(1983)과 Even(1989; 1990) 등이

역함수에서 역으로 되돌리는 조작에 대한 강조를 하고

있다는 점에서, 학생들 역시 [Fig. 11]에서 [Fig. 12]와 같

은 질문을 하는 것이 자연스러울 것이라 생각할 수 있다.

즉, 역함수를 역으로 되돌리는 조작으로 생각하고 있는

학생들에게 있어서 [Fig. 12]와 같이 그 역에 해당하는 관

계가 함수인지 여부에 대한 질문이 가능하고, 이는 [Fig.

1]과 관련된 학생의 질문과 같이 함수가 아닌 대응관계와

함수를 연결한 새로운 대응관계 그림과 유사한 문제가

된다.

이를 종합하여 정리하면, 연구자는 [Fig. 1]과 관련된

학생의 질문이 다른 학생들에게서도 교수·학습 과정에서

제기 될 수 있다고 보았다. 이에 대한 근거로 본 연구에

서는 ‘일부 교과서들에서 [Fig. 11]과 같은 유형의 대응관

계가 (합성)함수로 소개되고 있다는 점’을 제시하였다. 또

한 소수의 학생들을 대상으로 진행한 제한된 차시의 면

담이기는 하지만 학생들의 표현에 대한 세밀한 관찰을

통하여 ‘대응적 관점에서 함수 여부를 판단할 수 있는 학

생들’의 ‘두 대응관계가 연결된 과제’에서 역함수 존재 여

부를 판단하는 과정을 소개함으로써, 최초 학생이 [Fig.

1]을 이용하여 제기한 질문이 다른 학생들에게서 어떻게

표현되고 있는지를 살펴보았다. 이 역시 교수·학습 과정

에서 해당 함수의 역함수가 존재하는지에 대한 문제가

제기될 수 있음을 보여주는 근거가 될 수 있다.

2. 대응적 관점에서 함수 여부를 판단할 수 있는 학생

들의 ‘두 대응관계를 연결한 과제’에 대한 역함수 존재 여

부 판단 과정에서의 표현

연구자는 특정 학생의 질문에 담겨있는 의미를 보다

세밀하게 살펴보기 위하여 합성함수와 역함수를 학습한

세 명의 학생들을 대상으로 면담을 실시하였다. 이를 통

하여 학생들이 ‘함수가 아닌 대응관계와 함수를 연결시키

는 과정’과 ‘함수를 서로 연결시키는 과정’을 살펴보면서

이들 구성과정에서의 결과물에 대한 일대일 대응 여부와

역함수 존재 여부에 대한 학생들의 생각을 그들의 표현

을 중심으로 분석할 수 있었다.

학생들이 정의역 원소들의 대응관계가 일가성과 임의

성을 만족하는지 여부를 가지고 함수인지 아닌지에 대하

여 판단하는 것을 확인할 수 있었으며, 두 대응관계가 연

결되는 과제에서 학생들은 연결되는 흐름에 따라 일가성

과 임의성을 만족시켜야만 하는 대상 집합이 변화되는

모습을 관찰할 수 있었다. [Fig. 1]을 예로 설명하면, 처음

에는 집합 의 원소   에 대하여 일가성과 임의성을

조사하였지만, 바로 이어서 집합 의 원소    에

대하여도 일가성과 임의성을 조사하는 모습을 보였다. 이

과정에서 집합 의 원소 중 4에 대하여 임의성이 적용되

지 않는 것을 근거로 [Fig. 1]이 함수가 아니라고 판단하

는 모습이 이에 해당한다.
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이는 Freudenthal(1983)의 연구를 포함한 선행연구들에

서 합성함수 관련 학습의 의미를 설명하면서 복잡한 함

수들을 여러 개로 쪼개서 이해를 가능하게 해준다는 의

견에 대하여 고민을 하게 해준다. 고등학생들이 대응적

관점에서 일가성과 임의성을 가지고 함수 여부를 판단할

수 있다고 하더라도, 여러 대응관계가 연결된 새로운 대

응관계의 함수 여부를 판정하는 과정에서 일가성과 임의

성이 적용되는 대상 집합에 대한 혼란이 있을 수 있으며,

이러한 혼란이 결과적으로 합성된 함수의 역함수 판정

여부에도 영향을 주고 있음을 확인하였기 때문이다. 즉,

본 연구에서 드러난 바와 같이 학생들이 대응관계가 연

결된 상태에서 연결 과정을 따라가면서 함수의 정의역도

변화되는 모습이 있으며 그 결과 대응관계들이 연결되어

구성된 새로운 대응관계에 대한 함수 여부 판정에서 어

려움을 겪는 것을 관찰할 수 있었다.

이는 본 연구에서 관찰된 학생들의 어려움에 대한 고

민이 선결적으로 해결되었을 때, 합성함수 학습의 의미를

함수들 사이의 연산을 학습하는 과정이며 복잡해 보이는

규칙을 여러 개로 쪼개서 이해를 가능하게 해준다는 선

행연구 결과가 의미를 가질 수 있음을 보여준다.

본 연구는 Kim, Chung(2010)이 학교 수학에서 합성함

수를 학습할 때 함수 의 치역과 함수 의 정의역의 관

계가 불분명하다는 점을 지적하면서, 이 과정에서 학생들

은 함수 의 치역과 함수 의 정의역이 같아지는 것과

같은 개념 이미지를 구성할 수 있다는 것에 추가적인 시

사점을 제공할 수 있다. 즉, 본 연구에서는 학생들은 합성

함수를 학습할 때 합성함수 ∘의 정의역을 인식할 때

함수 의 정의역을 해당 함수의 정의역으로 생각하고 있

으며, 합성 과정에서 그 정의역에 대한 생각이 가변적이

어서 를 정의역으로 생각하거나 함수 의 정의역을

함수 ∘의 정의역으로 생각할 수 있기 때문에 혼란을

겪을 수 있다는 점을 드러내었다. 또한 이러한 장면은 역

으로 되돌리는 조작에 익숙한 학생들에 의하여 [Fig. 1]과

관련된 질문과 같은 유형의 문제제기들이 교수·학습 상황

에서 제시될 수 있다고 가정하였을 때, 역으로 되돌리는

조작에 의한 결과가 함수인지를 판단할 때 동일하게 발

생할 수 있는 문제이다.

이상을 종합해보면, 본 연구는 선행연구들에서 함수 학

습에서 학생들의 정의역에 대한 인식에 어려움을 겪는다

는 것에 추가하여 정의역을 인식하고 있다 하더라도 함

수들을 연결하는 과정에서 학생들의 함수의 정의역이 무

엇인지에 대한 생각이 가변적임을 드러내었다는 점에서

의미가 있다. 앞서 언급한바 있지만 정의역을 이용하여

함수 여부를 판단하는 것은 대응적 과점에서 함수 여부

를 판단하는 것으로 볼 수 있다. 따라서 본 연구에서는

‘대응적 관점’에서 함수 여부를 판단할 수 있는 학생들을

대상으로 [Fig. 1]을 이용하여 제기된 최초 과제와 같이

‘두 대응관계가 연결된 과제’에서 역함수 존재 여부에 대

한 판단 과정에서의 표현에 근거하여 학생들이 어려움을

보일 수 있는 가능성을 확인하였고, 그 이유에 대하여 ‘연

결 과정’에서 정의역에 대한 학생들의 ‘가변성’이 문제가

될 수 있음을 제시하였다.

이러한 학생들에 관련된 정보는 교수·학습을 담당하는

교사들에게 의미있는 정보가 될 수 있으며, 함수 학습 관

련 연구에서 정의역에 대한 연구의 필요성을 제기하였다

는 점에서 함수 학습 관련 연구의 기초연구가 될 수 있

다.

3. 제언

본 연구에서는 특정한 학생의 질문에서 시작된 고민을

다루고 있다. 교과서 분석을 통하여 해당 질문이 충분히

제기 가능한 질문임을 확인하였으며, 면담을 거쳐 두 대

응관계가 연결된 새로운 대응관계에서 학생들이 합성함

수 여부 판정과 역함수 존재 여부 판정에서 정의역에 대

한 고민이 학생들에게서 어떻게 의미 있는 수학 지식으

로 재구성 되어가는 지에 대한 사례를 관찰하였다. 본 연

구에서는 학생의 질문에 수학적으로 오류가 있었지만 이

에 대하여 애초에 성립할 수 있는 질문이 아니라는 식으

로 학생의 질문 자체를 부정하기 보다는 학생의 질문이

현장에서 논의 가능한 질문인지를 확인하는 작업을 거쳤

다.

수학지식이 단순히 전달해야만 하는 지식이 아니라면,

교사에게 자연스러운 지식 구성 방식이 아닌 학생에게

자연스러운 지식 구성 방식에 대하여 지속적으로 관심을

가질 필요가 있으며, 이를 위해서는 학생들이 고민하고

있는 학생들의 수학에 대한 정보를 축적할 필요가 있다.

본 연구에서 제시된 사례들은 앞서 언급한 바와 같이

제한된 상황에서의 특정한 사례라는 한계가 있기 때문에
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곧바로 교수학습 상황에 적용될 수는 없으나 다른 연구

자들에게 함수 학습 관련 연구에 대하여 통찰의 기회를

제공할 수 있을 것으로 기대된다.
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