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도형 위의 임의의 점의 표현에 대한 연구

-평행이동 된 도형을 중심으로-
1)

이 민 정 (해강중학교 교사)

교과서에서는 도형   을 축 방향으로 만큼, 축 방향으로 만큼 평행이동한 도형의 방정식을 구할 때

도형    위의 임의의 점을 점 로, 평행이동 된 도형    위의 점은 점 ′ ′로 표현
하고 있다. 도형    위의 임의의 점을 점 로 표현한다면 점 와 도형   은 다른 대상인

데 같은 문자들이 사용되어지고 있다. 본 연구에서는 이러한 교과서의 표현이 50년 넘게 고수되어, 학생들의 사고가

경직되므로, 개선이 필요하다고 보고 다음과 같이 연구한다. 첫째, 공식을 유도할 때, 도형 위의 임의의 점을 교과서

와 달리 표현했을 때의 학생들의 반응은 어떠한가? 둘째, 살펴본 결과를 바탕으로 교과서 표현을 어떻게 수정할 것

인가? 셋째, 수정한 표현에 대해 학생들은 어떻게 반응하는가? 그 결과 도형 위의 임의의 점을 교과서와 달리 표현

하고 평행이동 된 도형 위의 점을 점 로 두었더니, 조사한 학생들은 모두 본 연구에서 개선한 설명이 더 쉽다

고 응답하였다.

Ⅰ. 서론

교육 환경에 많은 변화가 있었지만 우리나라 교과서에서는 평행이동한 도형의 방정식을 구하는 공식을 유도

할 때 원래 도형     위의 임의의 점을 점  로 나타내고 도형과 그 위의 점을 그림으로 표현하여

점  를 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동한 점을 점 ′ ′ 로 할 때 식

  ′   ′을 유도하여 ′ ′  에서    이라는 평행이동한 도형의

방정식을 구하는 방식을 50년 넘게 유지하고 있었다. 2007년 개정 교육과정에 있는 2009년 고등학교 수학교과서

에서 위의 표현을 사용하고 있었다(유희찬 외, 2009). 2018년 고등학교 수학교과서에서도 이러한 방식으로 도형

 위의 점을 P  로 나타내고 있었다(류희찬 외, 2018). [그림Ⅰ-1]은 2018학년도 고등학교 수학 교과서(류

희찬 외, 2018)의 도형의 평행이동에 관한 그림이다. 미래엔 고등학교 수학 교과서(황선욱 외, 2018)에서도 이와

같은 표현을 사용하고 있었다. 마찬가지로 지학사(홍성복 외, 2018), 교학사(권오남 외, 2018), 좋은책 신사고(고

성은 외, 2018), 비상교육(김원경 외, 2018), 금성출판사(배종숙 외, 2018), 동아출판(박교식 외, 2018)의 2015 개정

고등학교 수학 교과서에서도 같은 표현을 사용하고 있었다. 천재교육(이준열 외, 2018)은 원래 도형 위의 점은

P  라 두고, 평행이동 된 도형 위의 점은 Q 라 두고 있었다. 평행이동 전의 도형 위의 점은 P  

라 두고 평행이동 된 도형 위의 점을 P  가 아닌 다른 문자로 둔 점에서 모든 교과서의 표현이 같았다.

류희찬 외(2018)는 좌표평면 위의 점 P  를 대칭이동한 점의 좌표를 유도하는 과정과 좌표평면 위의 방

정식    이 나타내는 도형 를 축에 대하여 대칭이동한 도형  ′의 방정식을 유도하는 과정을 보여
주고 같은 방법으로 방정식    이 나타내는 도형을 직선   에 대하여 대칭이동한 도형의 방정식을
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유도하면    이 된다고 설명하고 있다. 직선   에 대하여 대칭이동한 도형의 방정식을 유도하려면

대칭이동하기 전의 도형 와 대칭이동한 후의 도형  ′ , 그리고   라는 세 가지 식이 존재하기 때문에 도형

위의 점을 잡을 때 대칭이동하기 전의 도형  위의 점을 점  로 두고 도형  ′ 위의 점을 점 ′ ′ 로
두면    위의 점은 다른 문자를 사용하여 점을 표현하여야 한다. 즉 원래 도형 위의 점을 점  로 꼭

두어야 하는 당위성이 필요하지 않다고 볼 수 있는 데 비하여 우리나라 교과서는 50년 넘게 이러한 도형 위의

임의의 점의 표현을 고수하고 있다.

[그림Ⅰ-1] 2018학년도 고등학교 수학 교과서의

도형의 평행이동에 관한 그림(류희찬 외, 2018)

본 연구에서는 이러한 도형의 이동 단원을 우리나라에서 언제부터 배우게 되었는지 조사해 보니, 국가교육과

정정보센터(2018)은 7차 교육과정 10-나, 6차 교육과정 공통수학, 5차 교육과정 일반수학에 도형의 이동 단원이

있었고, 1차 교육과정 이전에 평행이동 단원이 고급중학교 수학과 제 2학년에 있었다고 하였다. 1946년부터 현재

까지 70년 넘게 교과서에서 평행이동을 다루고 있다. 박한식, 우정호(1987)는 고등학교 수학 Ⅰ의 3단원 도형의

변환에서 평행이동 단원에서 오늘날의 수학교과서와 같은 표현 방식을 쓰고 있었다. 김상만(1967) 역시 고등학

교 공통수학에서 같은 표현을 쓰고 있었다. 50년 넘게 오늘날의 수학교과서와 같은 표현 방식이 유지되고 있었

던 것이다. 제전기학교(1925)는 조선총독부 때 고등수학 교과서에서 원점을  로 이동하는 좌표축의 이동에

서, 원래 도형의 방정식이   일 때, 좌표축  에 대하여 좌표계 위의 임의의 점을  로 두고,

새 좌표축 에 대한 점 와의 관계식    를 유도하여   로,

같은 도형의, 새 좌표축에서 도형의 방정식을 구하고 있었다. 이는 도형의 평행이동의 설명과 유사한 것인데 새

좌표축의 도형의 방정식   에   을 대입하여   을 유도

하면 평행이동 전 도형 위의 점이 점 가 되어 평행이동한 도형의 방정식   을 유도할 수 있

게 된다. 1925년 고등수학 교과서에서는 원래 좌표계의 임의의 점을 다른 미지수로 두지 않고  로 두고 공

식을 유도한 점에서 오늘날의 수학 교과서의 표현과 유사했지만 좌표축의 이동으로 설명한 점에서는 달랐다.

그래서 이러한 표현을 외국 서적 중 50년쯤 전에 출판된, 해석기하학(analytic geometry)의 자료를 찾아보니,

Hutchins et al.(1970)은 1768년에 초판 인쇄된 Britannica 백과사전에서 도형의 평행이동을 다루고 있었는데, 오

늘날의 수학교과서와 비슷한 표현을 쓰고 있는 듯 했으나 자세히 살펴보면 본 연구에서 연구한 표현과 유사한

표현을 사용하고 있었다. 즉, 구하고자 하는 직선 위의 점을 점  라 두고 있었다.

Hutchins et al.(1970)은 원점을 지나지 않는 임의의 직선에 대하여 그 직선 위의 점  을 가져 왔다고

할 때, 원점  을  으로 옮기는 평행이동에 대하여 새로운 좌표 ′ ′에 대해 직선은 ′′ 
으로 표현될지도 모른다고 하였으며 ′  ′ 이므로 같은 직선은 본래의 좌표  에 대해

  이라는 표현을 쓰고 있었다. 여기서  ′   ′라는 표현이 중간에 생략
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되어 있었다. 이 표현은 17세기 이전 자료에도 있었겠지만 본 연구에서 찾은 최초의 도형의 평행이동에 관한 외

국 자료이다.

교과서는 교과용 도서에 관한 규정 제2조를 보면 “학교에서 교육을 위해 사용하는 학생용의 주된 교재” 라고

정의하고 있으며 학습내용을 제시하고 이를 학생이 탐구해 나가도록 하며, 학생자료를 학생의 학습동기를 유발

시키는 기능이 있다고 하였다(두산백과사전, 2018a). 우리나라 교과서는 모든 시판되는 문제집, 제작된 학원 교

재, 연구 자료 등의 표준이 되는 중요한 서적이다. 학생들의 이해를 돕기 위해 다른 일반 서적과 다른 신중함과

배려가 필요한 서적이다.

본 연구에서는 이러한 교과서의 표현에 개선이 필요하다고 보고 다음 세 가지를 연구 한다.

1. 평행이동한 도형의 방정식을 구하는 공식을 유도할 때, 도형 위의 임의의 점을 교과서와 다르게 표현했을

때의 학생들의 반응은 어떠한가?

2. 살펴본 결과를 바탕으로 교과서 표현을 어떻게 수정할 것인가?

3. 수정한 표현에 대해 학생들은 어떻게 반응하는가?

II. 이론적 배경

도형은 점, 선, 면, 입체 또는 이들 집합으로 이루어진 것을 의미한다고 하였다(두산백과사전, 2018b). 그러므

로 직선, 원, 포물선 등은 도형에 해당된다. 즉, 점도 도형으로 수학 개념에서 도형 위의 점은 하나의 별개의 대

상이 될 수 있다.

Casey & Euclid(2007)는 점은 크기가 없고 위치만 있는 도형이라고 하였다. 유클리드기하학에서 점의 정의는

제1권에서 점은 위치를 갖지만 차원은 없으며, 즉 쪼갤 수 없는 것이라고 하였으며, 점은 선의 교차에 의해 생긴

다고 하였다. 그리고 공리에서 어떤 점에서 또 다른 어떤 점으로 직선을 그릴 수 있다고 하였다.

Casey & Euclid(2007)는 유클리드 기하학을 처음 다룬 원론은 선을 "길이가 있되 너비가 없다"고 정의하였고,

더 이상 얇아질 수 없는 똑바른 선이라고 하였다.

기하를 대수와 연결하게 된 계기를 살펴보면, Descartes(1637)는 <기하학>에서 수치 계산을 제외하고 모든

기하 문제를 몇몇 선분의 길이만 아는 상태에서 유클리드 도구인 눈금 없는 자와 컴퍼스로 작도할 수 있다고

하였는데, 이것이 데카르트의 기본 생각이라고 하였다. 이를 Eves(1995)는 기하학의 산술화, 대수학의 기하학에

의 응용이라고 하였는데, 작도를 하는 과정에서 명확히 밝혀진 좌표축은 찾아 볼 수 없었지만, 그 개념이 나왔다

고 한다. 대수적인 계산을 한 결과를 그래프로 좌표평면에 그린다는 것은 수학계에 큰 긍정적인 변화를 가져 왔

다. 도형 위의 점을 대수식으로 표현 할 수 있게 되었다.

오늘날 좌표 평면과 그 위의 점의 좌표가 어떻게 정의되는지 먼저 살펴보면, 중등 과정에서는 다음과 같이

설명하고 있다. 해법수학연구회(2019)는 평면 위에 두 수직선이 점 O에서 서로 수직으로 만날 때 가로의 수직

선을 축, 세로의 수직선을 축이라고 하고 축과 축을 통틀어 좌표축이라고 이른다고 한다. 점 O를 원점이

라고 하고 좌표축이 정해져 있는 평면을 좌표평면이라고 하며 두 수의 순서를 생각하여 두 수를 짝지어 나타낸

것을 순서쌍이라고 한다고 한다. 좌표평면 위의 점 P에서 축, 축에 각각 수선을 내려 이 수선과 축, 축이

만나는 점이 나타내는 수가 각각  일 때 점 P의 위치를 기호로 점 P  와 같이 나타내며, 이 때 을 점

P의 좌표, 를 점 P의 좌표라 하고 순서쌍  를 점 P의 좌표라고 한다고 한다. [그림Ⅱ-1]은 좌표 평

면 위의 점에 관한 그림이다.

좌표 평면 위의 점의 좌표와 좌표는 수로 나타나며 점  와 같은 문자로 나타낼 때는  가 수를 대

표하는 것이다. 중등과정에서는 이것이 실수를 대표하는 것이다. 점  로 문자를  를 사용하여 나타낼 수
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도 있다. 역시  는 실수를 대표한다.

[그림 Ⅱ-1]좌표 평면 위의 점에 관한 그림(해법수학연구

회, 2019)

Pedoe(1988)는 유클리드 평면 위의 직선이란   ( 는 상수)와 같은 직선을 만족하는

점들의 집합으로 해석할 수 있다고 하였다. 장지경(2007)은 점과 직선의 위치관계에 대해 점 A가 직선  위에

있다, 점 B가 직선  위에 있지 않다를 [그림Ⅱ-2]와 같이 표현하고 있다. [그림Ⅱ-2]는 점과 직선의 위치관계

에 관한 그림이다. 점 이란 좌표가 이고 좌표인 은 임의의 실수를 대표한다. 도형 위의 점의 정의

에 대한 교과서의 예와 비슷한 예를 들면 점 이 도형    위에 있다는 말은  이

라는 의미로 활용된다.(황우형 외, 2013, p.128, p.210]) 즉, 점  는 직선    위에 있다.

Lehrer & Chazan(2009)은 미국 수학교육에 대해 기하(geometry)가 수학에서 중요한 역할을 하지 못하고, 컴

퓨터가 발달했음에도 불구하고 기하를 가르칠 때 전통적인 유클리드 증명을 강조하고 기하와 공간에 대해 사고

하는 교육을 강조하지 않고 있다고 하였다. 즉 현대 기하 교육의 방향은 유클리드 증명을 암기하기 보다는 컴퓨

터 등을 통해 스스로 다양한 접근으로 증명을 해보려고 사고하는 교육이 필요하다. 현대는 컴퓨터를 통해 도형

위의 점을 직접 그려 볼 수 있는 시대이다.

[그림 Ⅱ-2] 점과 직선의 위치관계(장지경, 2007)

III. 연구 방법

1. 교수 학습 내용

2015년 6월 K고등학교 학생들은 고등학교 수학Ⅰ 교과서에서 <Ⅱ. 도형의 방정식>에서 <1. 평면좌표>, <2.

직선의 방정식>, <3. 원의 방정식>을 순서대로 배웠다. <3. 원의 방정식>에는 <점  가 원   위
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의 점이라고 할 때 의 값을 구하라.(단, 는 실수)>와 같은 문제가 나타나는데, 문자 대신 를 사용하여 <점

 가 원   위의 점이라고 할 때 의 값을 구하라.(단, 는 실수)>으로 바꾸었을 때, 한 문제에서

라는 문자가 다른 의미로 두 번 사용되고 있어 의 값을 구하는 데 문맥의 의미가 부자연스럽다는 것을 발견

하였다.

<3. 원의 방정식>을 배운 후 <4. 도형의 이동>에서 평행이동을 먼저 공부하고 대칭이동 수업을 하였는데, 점

의 평행이동을 먼저 공부한 후 도형의 평행이동에 대해 공부하고, 연습 문제를 풀며, 점의 대칭이동을 공부하고

도형의 대칭이동을 공부하며, 연습 문제를 푸는 방식으로 교과서 순서대로 수업이 진행되었다.

2. 1차, 2차 설문조사 실시

K고등학교 1학년 학생들을 대상으로 2015년 6월 본 연구에서 연구한 설명과 기존 교과서의 설명 중 어느 것

이 이해하기 쉬운지에 대한 첫 번째 설문 조사를 실시하였다.

2015년 6월 <4. 도형의 이동>을 학습하기 전 교과서의 도형의 평행이동에 대해 연구한 설명이 실제 학생들

에게 어떻게 받아들여지는지를 살펴보고, 연구한 설명을 적절히 수정하기 위하여 [그림Ⅲ-1]과 같이 본 연구에

서 연구한 1번 설명과 기존 교과서(좋은책 신사고(황선욱 외, 2014))의 2번 설명 중 어느 것이 이해하기 쉬운지

에 대해 말하고 그 이유에 대해 설명하는 설문 조사를 실시하였다. [그림Ⅲ-1]는 도형의 평행이동의 두 가지 설

명에 대한 이해도의 설문 조사지이다. 1번 설명과 2번 설명 모두에 대해 학생 동의를 구하기 위해서 가로로 모

아 찍기 인쇄를 하여 한 장의 출력물에 학생이 직접 답을 쓰도록 하였다.

[그림Ⅲ-1]의 1번 설명은 기존 교과서의 평행이동한 도형의 방정식을 유도하는 과정에서 원래 도형 위의 점

의 좌표를 원래 주어진 방정식에 사용된 문자와 다른 문자로 수정하여 사용하였다. 2번 설명은 원래 도형 위의

점의 좌표와 원래 주어진 방정식에 사용된 문자를 같은 문자로 사용하여 나타내었다.

Zazkisa, Liljedahla and Gadowskyb(2003)는 첫 번째 설문조사지의 1번 설명 방식과 거의 일치하는 도형 위의

임의의 점의 표현을 사용하고 있었는데 도형 위의 임의의 점을  가 아닌  로 표현하고 있었다.

Zazkisa, Liljedahla and Gadowskyb(2003)는 함수의 그래프를 그릴 때, Horizontal translation(수평의 평행이동)

이란 축 방향으로 왼쪽 또는 오른쪽으로 기본 그래프를 옮기는 것과 같은 어떤 그래프에서의 결과를 야기하는

변환이라고 하였으며, 그래프 위의 모든 점을 수평으로  단위만큼 옮김으로써 그래프가  단위만큼 수평으로

평행이동한다고 하였다. 데카르트 평면에서 평행이동이란 와 가 각각 수평, 수직으로 변할 때

    와 같은 기호를 사용하였으며, 수평의 평행이동에 대한 예로 포물선   을 들면서

   위의 점을  가 아닌  로 잡고 있었다.

이 포물선   을 오른쪽으로 단위 만큼 수평의 평행이동 한 것을     라고 표현할 수

있다고 하였으며, 이를 대수적 기호와 변환 기호를 연결시켜야 한다고 하면서 수평 평행이동 된 포물선 위의 점

인  로 옮기는 원래 포물선 위의 점  에 대하여     로 평행이동하면

     가 된다고 하였으며, 원래 포물선 위의 점은   이었고, 새로운 점은 같은 방정식 속에서

 에 관해서     이고 그래서      이 된다고 하였다. 그래서 새 포물선 위의 모든

점에 대하여 새 방정식은   이 된다고 하였다. 이러한 설명은 본 연구의 첫 번째 설문조사의 1번의

설명 방식과 도형 위의 점을 표현하는 부분에서 거의 일치하고 있었다.

Blind study는 편향의 작용을 통제하기 위하여 조사의 세부 사항을 연구 대상이 알지 못하도록 계획하는 연

구라고 하였다(Oxford Reference, 2019).
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논문 연구를 위한 설문 조사이오니 협조해 주시면 감사하겠습니다. 1번 설명과 2번 설명 중 이해하기
쉬운 설명에 동그라미하시고, 그 이유를 적어주시면 고맙겠습니다. 이유:

<1번 설명>

방정식    이 나타내는 도형 위의 임의의 한 점을 P( )라 하자.

점 P ( )는 이 도형 위의 점이므로    이 성립한다.

방정식    이 나타내는 도형을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼

평행이동하면 도형 위의 임의의 한 점 P( )도 마찬가지로 평행이동한다.

이동한 점을 P′ (′ ′ )이라고 하면 다음 관계가 성립한다.
′   ′  

∴  ′  ′
그러면    이므로 ′ ′  이 성립하다.

′ ′  은 이동한 점 P′의 좌표인 ′와 좌표인 ′ 사이의 관계식을 나타내므로
    이 이동한 후의 도형의 방정식이 된다.

<2번 설명>

방정식    이 나타내는 도형을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동

하면 이 도형 위의 임의의 한 점 P ( )도 마찬가지로 평행이동한다.

이 점을 P′ (′ ′ )이라고 하면 다음 관계가 성립한다.
′   ′  

∴  ′   ′
위의  를    에 대입하면 ′ ′  이므로

점 P′ (′ ′ )은 방정식    이 나타내는 도형 위에 있다.

[그림 Ⅲ-1] 도형의 평행이동의 두 가지 설명에 대한 이해도의 첫 번째 설문 조사지

본 연구에서는 연구의 신뢰도를 높이기 위하여 blind study로 학생들에게는 설문조사지의 두 설명 중 이해하

기 쉬운 번호를 선택하도록 하고 이유를 쓰도록 하였다. 본 연구에서는 그 이유 중에서 도형 위의 임의의 점에

대한 교과서와 다른 표현에 대해 문제제기를 하는지에 대해 살펴보고자 하였다. 연구의 신뢰도를 높이기 위해서

수업을 시작하기 전에 설문 조사를 실시하였다. 비교반과 실험반을 구성하여 2번 설명과 1번 설명을 한 후 설문
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조사를 실시할 경우 교사의 의도적인 개입으로 실험 결과의 신뢰도에 문제가 생길 것으로 판단되어 1번 설명과

2번 설명 중 어느 것에 대해서도 가치판단을 하지 않고 설문 조사를 실시하였다. 설문 조사를 실시했던 K고등

학교의 해당 학급의 학생들은 편의상 접근이 용이했던 학생들로 조사 결과를 일반화하는 데에는 한계가 있지만,

결과의 신뢰도를 확보하기 위하여 연구의 방향을 이해도에 대해 묻는 것처럼 하였으며, 논문 연구를 위한 것으

로 학생들의 동의를 얻어 설문 조사를 실시하였다.

논문 연구를 위한 설문 조사이오니 협조해 주시면 감사하겠습니다. 1번 설명과 2번 설명 중 이해하기

쉬운 설명에 동그라미하시고, 그 이유를 적어주시면 고맙겠습니다. 이유:

<1번 설명>

방정식    이 나타내는 도형을 축의 방향으로

만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동하면 이 도형 위의

임의의 한 점 P( )도 마찬가지로 평행이동한다.

이 점을 P′ (′ ′ )이라고 하면 다음 관계가 성립한다.
′   ′  

∴  ′   ′
위의  를    에 대입하면

′ ′  이므로

점 P′ (′ ′ )은 방정식    이 나타내는

도형 위에 있다.

<2번 설명>

도형의 평행이동

좌표평면 위의    을 축의 방향으로 만큼, 축 방향으로

만큼 평행이동한 도형의 방정식은

   이다.

이 평행이동을

    →    으로 나타낸다.

(증명) 도형     위의 임의의 한 점 P  를 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼

평행이동한 점을 Q 라 하면       ∴    ⋯ ㉠
그런데 점 P  는 도형     위의 점이므로    

여기에 ㉠을 대입하면    

[그림 Ⅲ-2] 도형의 평행이동의 두 가지 설명에 대한 이해도의 두 번째 설문 조사지
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설문 조사 결과와 몇몇 외국 사례를 조사해 보고 우리나라 교과서의 설명 방법을 개선해 보았다. 그리고 A

중학교 3학년(예비고등학교 1학년) 학생들 중 성적이 우수한 네 명의 학생을 대상으로 2018년 11월 본 연구에서

수정한 교과서 설명과 유사한 풍산자 문제집의 설명과 기존 교과서의 설명 중 어느 것이 이해하기 쉬운지에 대

한 두 번째 설문 조사를 실시하였다. 네 명의 학생은 편의상 접근이 용이했던 임의 추출한 학생들로 역시 조사

결과를 일반화하는 데에는 한계가 있지만, 어떠한 연구 방향에 대한 설명 없이 설문 조사를 실시하였다. [그림Ⅲ

-2]은 도형의 평행이동의 두 가지 설명에 대한 이해도의 두 번째 설문조사지로 2번 설명의 스캔한 부분 글씨가

흐려서 본문과 같은 글자 모양으로 재작성한 것이다. 1차 설문조사 때와 마찬가지로 [그림Ⅲ-2]의 1번 설명과 2

번 설명 모두에 대하여 학생 동의를 구하기 위하여, 파워포인트의 2개의 슬라이드에 스캔한 그림을 각각 삽입한

후 세로로 모아 찍기 인쇄를 하여 한 장의 출력물에 학생들이 직접 작성하도록 하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

1. 첫 번째 설문조사 결과 분석 및 논의

2015년 6월 실시한 설문 조사 결과를 분석해 보면, 동그라미를 하고 제출한 학생은 총 31명 중 28명이었다.

그 중 모르겠다, 비슷하다, 둘 다 어렵다는 답을 적은 학생이 3명이었으며, 1번 설명이 이해하기 쉽다는 의견을

적은 학생이 1명, 2번 설명이 이해하기 쉽다는 의견을 적은 학생이 24명이었다. 2번 설명이 쉽다고 동그라미만

하고 이유를 적지 않은 학생은 7명이었다. [그림Ⅳ-1]은 설문 조사 결과 각 내용에 응답한 학생 수 분포를 차트

로 나타낸 것이다.

[그림 Ⅳ-1] 설문 조사 결과 각 내용에 응답한 학생 수 분포

설문 조사지에 학생들이 적어 놓은 것을 거르지 않고 그대로 쓰면, 2번의 설명이 쉬운 이유를 쓰기 보다는 1

번의 설명이 이해하기 어려운 이유를 쓴 학생들이 대부분이었다. 1번의 설명이 이해하기 어려운 이유로

“′ ′  ” 부분이 이해가 안가고 문자가 너무 많다는 의견이 있었고, 1번 설명의 뒤에서 셋째 줄

부터 끝까지의 이해가 안 간다는 의견이 있었다. 역시 1번 설명의 뒤에서 셋째 줄부터 끝까지의 설명이 어렵다

는 의견이 있었다. 1번의 설명에 문자가 너무 많이 나오고, 2번 설명은 문자가 많이 안 나타난다는 의견이 있었

다. 2번의 설명이 문자가 더 쉬워 보인다는 의견과 1번의 설명은  가 더 추가되어 문자가 더 많아 보이고 복

잡하며, 2번의  를 ′ ′로 표시한 것이 더 연관성이 있어 보이고 하나의 문제 같다는 의견도 있었다. 보기
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편하고 내용 이해가 더 잘된다는 의견과 같은 문자를 쓰는 것이 더 이해하기 쉽다는 의견도 있었다. 친숙한 문

자가 마음에 들고 1번 설명은 기호가 많아 복잡하다고 하였다. 1번에 서술하는 말이 필요 이상으로 많다는 의견

이 있었다.

2번이 더 쉽지만 2번 설명도 어렵다는 의견도 있었다. 1번 설명이 이해하기 쉽다는 1명의 학생은 2번이 좀

더 간단하지만 이해하기에는 많은 정보를 나열한 1번이 마음에 든다고 하였다. 이 학생은 K고등학교에서 수학

과목 성적이 상위권인 학생으로 1학년 2학기 중간고사 전 과목 평균 성적이 전교 석차 1등이었던 학생이다. 수

학뿐만 아니라 다른 과목에서도 성적이 좋았던 학생이다. 수학 성적은 90점 초반으로 학급에서 1등이었다. 학생

들 중에 “′ ′  ” 부분이 이해가 안 간다는 의견이 있어서 이 부분의 설명을 수업 시간에 보충

해 주었다.

본 연구에서 도형의 평행이동에 대해 제시한 설명보다 기존의 교과서의 설명이 이해하기가 더 쉽다는 의견이

많이 나왔다. 학생들은 문자가 많이 나오는 것을 이해하기 어렵다고 받아들였으며, 도형 위의 점의 좌표를 주어

진 도형의 방정식에 대입하면 성립한다는 것을 이해하지 못하는 학생들이 있는 것으로 파악되었다. 그리고 새로

운 도형의 방정식을 유도하는 과정에서 마지막 부분의 “′ ′  ”이 “   ” 으로

나타나는 것을 이해하지 못하는 학생들이 있는 것이 파악되었다. 1명의 학생을 제외하고는 학생들이 증명의 세

세한 의미를 이해하였는지 파악하기가 곤란했다. 친숙하고 보기 편한 표현을 선호하는 학생들이 있었다.

본 연구의 설문 조사 결과를 연구 방향에 비추어 도형 위의 임의의 점에 대한 교과서와 다른 표현에 대해 학

생들이 문제 제기를 하는지 분석해 본 결과, 1번 설명과 같이 문자를 사용하는 데에는 아무도 문제 제기를 하지

않았다. 단, “1번의 설명은  가 더 추가되어 문자가 더 많아 보이고 복잡하며,  를 ′ ′로 표시한 것이

더 연관성이 있어 보이고 하나의 문제 같다.”는 학생은 평행이동되기 전 도형 위의 임의의 점을 방정식 속의 문

자와 다른 문자로 나타내어야 한다는 사실은 생각하지 않고 있는 것으로 보였는데, 이 학생과 마찬가지로 2번

설명이 이해하기 쉽다고 응답한 학생들의 답안을 종합해 보면 도형 위의 임의의 점을 점  가 아닌 다른

문자로 표현함으로 인해 파생된 문자의 개수가 많아지는 문제 상황 때문에 이러한 표현에 거부감을 보였다. 그

러므로 도형 위의 임의의 점을 다양하게 표현하도록 하여 학생들의 사고가 경직되지 않도록 하기 위해서는 문

자의 개수가 많아지는 파생 문제를 반드시 해결해야 할 필요성이 있었다.

[그림 Ⅳ-2] 첫 번째 설문 조사할 때 1번 설명을 이해하기 쉬워 한 학생의 답안지

이 학생뿐만 아니라 어떤 다른 학생도 평행이동되기 전 도형 위의 임의의 점을 방정식 속의 문자와 다른 문

자로 나타내어야 한다고 문제를 제기하지 않았다. [그림Ⅳ-2]는 첫 번째 설문 조사할 때 1번 설명을 이해하기
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쉬워 한 학생의 답안지이다. 가로로 모아 찍기 인쇄를 하여 한 장의 출력물에 학생이 직접 답을 쓴 것이다. 1번

설명이 쉽다고 하였던 이 학생 역시 이 부분에 대해 의문을 제기하지 않았으며, 이 부분에 대해 의문을 제기하

는 학생이 한 명도 없었다. 하지만 평행이동되기 전 도형 위의 임의의 점을  가 아닌 다른 문자로 나타내

는 표현이 더 쉽다고 하였으며 2번 설명에 대해 의문을 제기하지 않은 것처럼, 도형 위의 임의의 점을  가

아닌 다른 문자로 표현한 것에 대해서도 문제를 제기하지 않았다. 즉 이 학생은 평행이동 전 도형 위의 임의의

점을  로 두지 않고, 미지수 하나를 추가한 것을 증명이해에 필요한 정보가 많아졌다는 반응을 보였다.

2. 1차 수정된 교과서 표현

도형 위의 임의의 점을  로 표현한 것이 도형 위의 점들의 집합의 대표 원소로 보고 나타낸 것으로 생

각할 수도 있다. 하지만 우리가 도형, 점이라는 용어를 사용한다는 것은 대상이 구체적으로 존재하며, 점이라는

것을 도형 위에 하나를 찍었을 때 그것은 하나의 점으로 모든 점을 나타내는 것은 아니다.

[그림 Ⅳ-3] 접선의 방정식 교과서 예제(황우형 외, 2013)

예를 들어 [그림Ⅲ-1]의 도형의 평행이동의 두 가지 설명에 대한 이해도의 설문 조사지의 2번 설명인 교과서

설명을 보면 도형 위에 점을 이미 하나 찍었고, 그 점을  로 표현하고 있다. 그런 관점에서 볼 때 [그림Ⅳ

-3]의 접선의 방정식 교과서 예제(황우형 외, 2013)와 같은 오류가 또 생기는 것을 알 수 있다. [그림Ⅳ-3]은 <3.

원의 방정식>의 원의 접선의 방정식의 교과서 예제(황우형 외., 2013)이다. 접점은 실제로 두 개인데 그림에서

접점을 P  으로 표현하고 있다. 그리고 계산 결과  의 값이 각각 개가 나온다. 하지만 그림에는 한

군데에만 표시되어 있다. 이런 경우 그림을 그려주지 않거나 또는 나머지 한 개의 점도 그림에 나타내어 두 점

을 R ′ ′ , Q ′′ ′′로 나타내어야 한다. 즉 두 점 R ′ ′와 Q ′′ ′′을 대표하는 점을 점
P  으로 두고 계산했음을 알려 주어야 한다. 즉, 만약에 도형 위의 이미 찍은 하나의 점과 다른 하나의

점을 도형 위에 또 찍으면 그 점도  이라고 볼 수 있지는 않다. 분명히 다른 점이다. 도형 위의 점을

 로 표현한 것이 도형 위의 점들의 집합의 대표 원소로 보고 나타낸 것으로 본다면 좀 더 그 표현을 세밀

하게 오류 없이 그림과 글로 나타낼 필요가 있다고 본다.

수치적인 접근으로 2번의 설명이 더 쉬우므로 2번의 설명을 따르자는 결론을 내릴 수도 있지만, 연구 학생들

이 <4. 도형의 이동> 단원의 수업을 학교에서는 시작하기 전이었지만 미리 교과서를 통해 예습을 했을 가능성

이 있고, ‘모르겠다, 비슷하다, 둘 다 어렵다.’ 는 학생들이 3명이나 있었고 무엇보다 1번 설명이 쉽다고 한 학생

이 해당 반에서 수학 성적이 1등인 학생이었기 때문에 좀 더 표현을 개선시키는 연구가 필요하다고 보았다. 본
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연구에서는 이러한 문제점이 생긴 원인이나 해결점을 찾기 위해 일본의 사례를 조사해 보고 우리나라 교과서의

개선점을 찾아보았다.

Urabe(2018)는 고등학교 수학 요약을 e-Learning을 통해 일본 학생들에게 제공하여 공부를 돕고 있었는데,

２차 함수 그래프에서 함수   를 축 방향으로 만큼, 축 방향으로 만큼 평행이동한 방정식을 유도

할 때 함수    위의 점을 로 두고 이동한 새로운 점을 로 두었으며,

 ⋯①  ⋯②  ⋯③이라 두고 두 식 ②③에서   를 유도하

여 ①의 식에 대입하여  라는 식을 유도하였다.

이는 역시 본 연구에서 의문을 제기하고 교과서의 표현을 수정한 것과 같이 도형    위의 점을

로 두지 않고 다른 문자를 사용하여 로 두고 있음을 알 수 있다. 이동한 새로운 점을  로 두

었지만 식  과 같이 새로운 점의 좌표와 좌표의 관계식을 나타내었고, 이를 함수식으로 확장

하여  로 표현한다고 할 수 있다. 이런 경우에 본 연구에서 설문조사 결과 나타났던 학생들이

이해하기 어려워했던 평행이동한 점 P′ (′ ′ )의 좌표, 좌표 사이의 관계를 나타내는 식이

′ ′  이므로 도형    을 축 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동한 도

형의 방정식은    와 같이 나타낼 수 있다는 설명을 ′ ′  을 생략하고 좀 더

문자를 줄여 간단히 할 수 있다.

도형의 평행이동에 대한 다양한 설명이 가능함에도 불구하고 우리나라 교과서 속에는 익숙해진 표현으로 50

년 넘게 같은 표현으로 다양성 없이 지속되어 온 도형의 평행이동에 관한 설명이 있었다. 첫 번째 설문 조사 결

과를 분석하여 볼 때, 우리나라 교과서의 도형의 평행이동에 대한 설명에 대한 개선책으로 Urabe(2018)과 같이

구좌표와 신좌표의 문자를 바꾸는 것이 가장 좋은 방법이다.

본 연구에서는 설문 결과와 논문에서 언급된 여러 외국의 사례를 참고하여 [그림Ⅳ-4]와 같이 도형의 평행이

동에 대한 설명을 좀 더 이해하기 쉽게 수정하였다. [그림Ⅳ-4]는 도형의 평행이동에 대한 첫 번째 수정한 설명

이다.

어떤 방정식    이 나타내는 도형을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼

평행이동한 도형의 방정식을 구해 보자.

방정식    이 나타내는 도형 위의 임의의 한 점을 점 P  라 하자.

그러면    이 된다.

방정식    이 나타내는 도형을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동하면

도형 위의 임의의 한 점 P  도 마찬가지로 평행이동한다. 이동한 점을 점 Q  이라고 하면

다음 관계가 성립한다.

     

∴     

위의      를

   에 대입하면,

   이다.

그러므로 어떤 도형    을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동한

도형의 방정식은    이다.

[그림 Ⅳ-4] 도형의 평행이동에 대한 첫 번째 수정된 설명
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3 . 두 번째 설문조사 결과 분석, 논의 및 2차 수정한 교과서 표현

원  와 같은 식에서 이 원 위의 점은 점  이 되지만,  의 의 값이 항상 를 의

미하는 것은 아니다. 원  은      는 실수인 점들의 집합으로

      이다.

같은 문자를 사용하는 것과 다른 문자를 사용하는 것은 많은 차이점이 있다. 점 와 점는 둘 다

변수(variable)인 것은 맞지만 도형 위의 점이 의 경우에는 도형    의   값과 같은 값을 가

지며 변한다는 의미는 아니다. 즉, 교과서의 도형     위의 임의의 점의 좌표가 점 가 되는 것은

좋지 않은 표현이라고 본다. 도형    과 도형 위의 임의의 점  에서 사용된 문자  가 가리키는

대상이 다르지만 같은 모양으로 사용되고 있다. 그래서 [그림Ⅳ-4]의 원래 도형 위의 점  을 점로

대신하여 나타내었다. 그리고 도형 위의 점을 그림으로 직접 나타내는 것을 생략하였다. 본 연구에서는 새로운

도형의 방정식을 유도하는 과정에서 새로운 도형의 모양을 짐작할 수는 있지만 결론을 내고 그림을 그리고 나

면 유도 과정이 큰 의미가 없다고 보았다. 유도 과정과 별도로 도형의 그림을 원, 포물선 등을 예로 들어 별도로

나타내는 것이 바람직할 것으로 보았다.

그리고 도형을 이루는 임의의 점의 좌표, 좌표 사이의 관계를 나타내는 식이 결국 그 도형의 방정식이 된

다는 것을 일부 학생들이 이해하지 못하는 것으로 파악되어서, [그림Ⅳ-4]의 평행이동한 점의 좌표를 점 

로 두어서 자연스럽게 새로운 도형의 방정식을 이해하도록 하였다.

평행이동한 후의 도형 위의 점의 좌표를  로 두는 것은 구하고자 하는 미지의 것에 미지수를 두는 개념

으로 적절하다. 이것은 평행이동하기 전의 도형 위의 점의 좌표를  로 두는 것과는 다르다. 왜냐하면 이 표

현은 도형의 실체를 모르는 과정에서 미지의 것에 대한 표현이기 때문이다. 그리고 기존 교과서의 2번 설명과

같이 점 P′ (′ ′ )이 방정식    이 나타내는 도형 위에 있다는 사실로    

이 도형    을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동한 도형의 방정식이라고 하는

것에는 충분한 설명이 더 필요하다고 본다. 왜냐하면 평행이동한 점들이 평행이동의 원의 자취를 일부로 가지는

더 큰 도형 위에 있다고 볼 수도 있기 때문에 단순히 어떤 점이 도형     위에 있다고

   이 도형 위에 있는 점들의 방정식이라고 볼 수는 없다.

도형의 평행이동은 결국 도형 위의 임의의 점들의 평행이동을 의미한다. 그런 의미에서 도형의 평행이동을

지도할 때, 원의 경우 반지름의 길이는 같지만 원의 중심의 좌표가 이동하는 것으로 평행 이동한 식을 구하거나,

포물선의 경우 모양은 같지만 꼭짓점의 좌표가 이동하는 것으로 평행 이동한 식을 구하는 것이 텍스트 환경에

동적 기하 환경을 조성하는 방법에 더 적절하며 이해도 빠르다. 실제로 이러한 방법들이 교과서에 소개되고 있

었다. 그 예로 황선욱 외(2014, p.161)는 원  을 축 방향으로 만큼, 축 방향으로 만큼 평행이

동한 원의 방정식을 구하라는 문제에 대한 풀이에서 “풀이2”의 방법으로 “원의 중심  이  로 이동

하였고, 반지름의 길이는 로 변함이 없으므로 구하는 원의 방정식은  이다.”와 같이 나

타내었다.

하지만 본 연구에서는 대수적인 증명 방법도 심화 문제들을 푸는 데 필요할 수 있다고 보았다. 박만호(2008)

는 학생들이    을 평행이동한 도형의 방정식    에서 와 가 축 방향으로

, 축 방향으로 만큼 평행 이동하였다는 점에서 직관적으로 모순이라고 생각하고 어려움을 많이 겪는다

고 하였지만 어떠한 방법이든지 현재의 교과서 설명 방식을 개선하여 수학적인 개념 토대 위에서 학생들의 바

른 이해를 도울 수 있도록 해야 한다. 본 연구에서는 학생들은 원래 도형 위의 점을 점   또는 점  

로 두는 것에 대해 사용한 문자수의 많고 적음에 문제를 제기했을 뿐 어떤 문자로 두느냐에 대해 문제를 제기
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하지는 않았기 때문에 [그림Ⅳ-4]로 교과서 표현을 바꾼다 해도 교사의 구체적 설명이 없는 이상 특이하다고 생

각하지 않을 것으로 보았다. 평행이동한 도형의 방정식을 유도하는 과정에서 도형 위의 임의의 점을 나타내는

표현에는 다양성이 필요하므로 교과서 표현을 바꾸었다.

풍산자연구소(2017)는 풍산자 수학(상) 2015 개정 교육과정 문제집의 도형의 평행이동에 대한 증명에서 원래

도형 위의 점의 표현을 본 연구와 유사하게 하고 있었다. [그림Ⅳ-5]는 풍산자 수학(상) 문제집의 증명이다. 풍

산자 수학(상) 문제집이란 지학사를 출판사로 풍산자연구소이라는 곳에서 연구해서 만들어 낸 교과서 이외에 학

생들이 개인적으로 구입해서 공부하는 문제집을 의미한다.

도형     위의 임의의 한 점 P  를 축 방향으로 만큼, 축 방향으로 만큼 평행이

동한 점을 Q  라 하면       ∴    ⋯ ㉠
그런데 점 P  는 도형     위의 점이므로    

여기에 ㉠을 대입하면    

[그림 Ⅳ-5] 풍산자 수학(상) 문제집의 증명

[그림Ⅳ-5]의 풍산자 문제집의 증명은 A 중학교 3학년(예비고등학교1학년) 학생들 중 성적이 우수한 네 명의

학생을 대상으로 2018년 11월에 실시한 두 번째 설문 조사의 2번의 설명이다. 두 번째 설문조사의 결과를 분석

해 보면 네 명 모두 2번의 설명이 이해하기 쉽다고 응답하였다.

학생의 응답지를 살펴보면, 학생 A는     위의 한 점을 점 P  로 하여 1번 설명과 다르게 미

지수를 하나 더 추가하여 2번 설명이 더 헷갈리지 않는다고 하였으며,  를    에 대입하고, 와

과 와  과의 관계만 사용하면 증명이 된다고 하였다. 학생 A는 중학교 3학년 2학기 기말고사 수학 성

적이 96점인 학생이었다. 학생 B 역시 다른 미지수로 두고 나중에 대입하여 2번 설명이 더 이해하기 쉽다고 하

였다. 이 학생은 같은 시험 성적이 100점이었다. C, D 학생의 경우 하나의 설문지로 같이 응답을 하였는데, 역시

2번의 설명이 이해하기 쉽다고 ②를 표시하였다. 이 학생들은 시험 성적이 각각 90점, 89점이었다. 3학년 2학기

기말고사 수학 시험은 평균점이 70점대였고, 설문조사한 4명의 학생들은 성적이 우수한 학생들이었다.

[그림 Ⅳ-6]는 두 번째 설문 조사할 때 2번 설명을 이해하기 쉬워 한 학생의 답안지 중 하나로, 네 명 중 이

유를 가장 자세하게 작성한 학생의 답안지이다. 파워포인트의 2개의 슬라이드에 스캔한 그림을 각각 삽입한 후

세로로 모아 찍기 인쇄를 하여 한 장으로 만든 출력물에 학생이 직접 작성한 것이다. 본 연구에서 살펴보고자

하는 도형 위의 임의의 점에 대한 다양한 표현에 대하여, [그림 Ⅳ-6]을 작성한 학생은 평행이동 전 도형 위의

임의의 점을  로 나타내지 않고 다른 표현으로 나타낸 것에 대해 문제를 제기하지 않았고 오히려 이해하

기 쉽다고 하였다. 역시 평행이동 된 도형 위의 점에 대한 교과서와 다른 표현에 대해서도 문제를 제기하지 않

았다.

본 연구에서는 교과서와 다른 표현에 대한 이 학생의 반응을 살피고자 학생의 답안을 살펴 본 결과, 이 학생

은 2번 설명에서 1번 설명과 다르게 미지수가 한 개 더 추가되었다는 것에 긍정적인 반응을 보였으며, 와
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과 와  의 각 세 문자들 사이의 관계를 이용하면 쉽게 증명이 된다고 하였다. 1차 설문조사지의 1번

설명과 같이 평행이동 된 도형 위의 점을 점  로 두지 않고 또 다른 문자로 두었다면 관계를 파악해야 할

각 문자의 개수가 4개가 된다. 1차 설문조사 결과 1번 설명이 문자의 개수가 많아져서 이해하기 힘들다는 의견

이 있었는데, 2차 설문조사지에서는 4명 학생 모두 1번 설명과 2번 설명의 문자 개수에 대해서 문제를 제기하지

않았다. 2번 설명이 이해하기 쉽다고 한 다른 한 학생도 다른 미지수로 두고 나중에 대입하여서 이해하기 쉽다

고 하였는데, 다른 미지수의 추가에 대해 긍정적인 반응이었다. 나머지 2명의 학생들도 2번 설명에 긍정적인 반

응이었다.

[그림 Ⅳ-6] 두 번째 설문 조사할 때 2번 설명을 이해하기 쉬워 한 한 학생의 답안지

좌표평면 위의 어떤 도형    을 축의 방향으로 만큼, 축 방향으로 만큼 평행이동한 도형의

방정식은    이다.

(증명) 어떤 방정식    이 나타내는 도형 위의 임의의 한 점을 P  이라 하자.

점 P  을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동한 점을 점 Q  이라고

하면       이고

     ⋯ ①
점 P  은 도형     위의 점이므로    

①을    에 대입하면    

그러므로 도형    을 축의 방향으로 만큼, 축의 방향으로 만큼 평행이동한

도형의 방정식은    이다.

[그림 Ⅳ-7] 도형의 평행이동에 대한 2차 수정된 설명
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[그림Ⅳ-4]의 첫 번째 수정된 설명과 [그림Ⅳ-5]의 풍산자 수학(상) 문제집의 증명의 차이점은 도형 위의 점

을 도형의 방정식에 대입하는 순서를 앞에 두느냐 뒤에 두느냐의 차이인데. [그림Ⅳ-5]의 풍산자 수학(상) 문제

집의 증명처럼 대입하는 과정을 나중에 두는 것이 쉽다고 응답한 학생이 있었다. 두 번째 설문조사 결과를 토대

로 [그림Ⅳ-7]과 같이 두 번째로 평행이동에 대한 설명을 수정해 보았다. 물론 그림을 예로 들어 설명을 보충할

수 있다.

V. 결론 및 제언

본 연구에서는 평행이동한 도형의 방정식을 유도하는 과정에서 원래 도형의 방정식     위의 임의의

점을 점  로 도형의 방정식에 사용한 것과 같은 문자인  를 반복하여 사용한 것을 수정하여 원래 도형

의 방정식     위의 임의의 점을 점  로 다른 문자로 나타내었다.

미국과 일본의 사례를 볼 때에도 Zazkisa, Liljedahla and Gadowskyb(2003)와 Urabe(2018)에서 도형의 방정식

    위의 임의의 점을  와 같이 나타내지 않고 점   또는 점 와 같은 다른 문자로 표

현하고 있음을 알 수 있었다. 도형 위의 임의의 점을  라 두고 도형의 방정식    을 유도할 수는

있지만 이미 주어진 대상인 도형     위의 점은 다른 문자인 점   또는 점   또는 점

 , 또는 점  등으로 나타내는 것이 좋다. 이러한 의미에서 교과서의 표현은 개선될 필요가 있다.

그런데 설문 조사 결과를 분석해 보면 어떤 학생도 평행이동되기 전 도형 위의 점의 좌표에 사용된 문자가

도형의 방정식 속에 사용된 문자와 같은 것에 대해 의문을 제기하지 않았다. 하지만 학급의 1등이었던 한 학생

은 평행이동 되기 전 도형 위의 임의의 점을 점  가 아닌 다른 문자로 두는 것에 대하여도 의문을 제기하

지 않았으며 더 쉽다고 하였다. 미국의 Zazkisa, Liljedahla and Gadowskyb(2003)와 같이 각각 모두 다른 문자로

두는 것이 원래 도형의 방정식이 여러 개 존재하는 경우에 원래의 도형의 개념이 없기 때문에 원래의 도형 위

의 임의의 점을 반드시 점  로 둔다는 당위성이 없어진다. 마찬가지로 본 연구 결과에서 주장한 평행이동

한 후의 도형 위의 점을 반드시 점  로 두어야 한다는 당위성도 없다. 하지만 구하고자 하는 것을 미지수

 로 둔다는 수학적 개념과 원래 도형 위의 점과 그 방정식에 사용된 문자가 같다는 것이 같은 값을 가지며

변한다는 의미를 내포할 수 있으므로 원래 도형 위의 임의의 점을 점  로 두는 것은 좋지 않다고 본다.

그리고 본 연구에서는 첫 번째 설문 조사 결과를 볼 때 도형의 방정식     위의 임의의 점을

 와 같이 나타내지 않고 다른 문자를 추가함으로 인해 파생되는 문자 개수가 많아지는 문제로 학생들이

이러한 표현에 거부감을 보였기 때문에 본 연구에서는 첫 번째로 교과서의 증명에 Urabe(2018)와 비슷하게 평행

이동하기 전의 구좌표를 점  으로 두고 평행 이동한 새로운 점의 좌표를 점  로 두는 것으로 교과

서 표현을 간단하게 수정할 것을 제안하였다. 그러나 두 번째 설문조사지의 결과를 볼 때 본 연구 결과와 유사

한 풍산자 수학(상) 문제집의 설명을 학생들이 더 이해하기 쉬워함을 알 수 있었는데 도형 위의 점을 도형의 방

정식에 대입하는 순서도 처음이 아니라 나중에 두는 것이 쉽다는 의견이 있었다. 두 번째 설문조사의 결과에서

도 학생들의 답안을 살펴보면 학생들 모두 평행이동되기 전 도형 위의 임의의 점을 점  로 두지 않고 다

른 문자로 둔 것에 대하여 어떠한 문제도 제기하지 않았으며 평행이동 된 도형 위의 점을 점  로 두는 것

에 대해서도 문제를 제기하지 않았다. 학생들은 모두 본 연구에서 개선한 표현이 기존의 교과서보다 더 이해하

기 쉽다고 응답하였다.

이러한 설명 방식은 대칭이동한 도형의 방정식을 유도하는 과정에서 도형 위의 임의의 점을 표현하는 방식에

서도 같은 경우로 개선되어야 한다. 우리나라 교과서에서 평행이동한 도형의 방정식을 유도하는 과정에서 사용

된 문자는 본 연구에서 조사한 교과서에서 모두 같은 방식이었으며, 이 방식은 약 50년 전 한 교과서에서도 그
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대로 나타나 있던 것을 확인하였다. 이러한 방식은 학생들의 사고의 유연성을 방해하고 경직된 사고를 하도록

하므로 교과서 증명의 도형 위의 점의 문자 사용법을 유일하게 받아들이지 않고 다양한 관점이 가능하다는 교

육이 필요하다고 본다.

컴퓨터가 도입된 기하 교육의 방향을 알고 있는 가운데 기존의 유클리드 증명 형식의 기하 교육을 강조하는

것이 시대의 흐름에 맞지 않는 것이 아니라 현재에 맞추어 유클리드 증명 형식을 보안하고 개선해 나아가서 원

론에서 점을 크기가 없이 위치만 있는 도형으로 정의해 나아가고 있음을 세심하게 살펴 현재의 기하 교육에서

도 점을 대상으로서 학생들에게 인식시켜 줄 수 있도록 다양한 방법이 가능하다는 것을 보여 줄 필요가 있다.
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On a Representation of an Arbitrary Point on a Figure
Focused on a Translated Figure1)

Lee, Min Jung
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In Korean textbooks, by     where  and  are horizontal and vertical changes respectively, an 
arbitrary point on the original figure     has been expressed as a point   and a point on a translated 
figure       has been expressed as a point ′ ′. If an arbitrary point on a figure     is 
expressed as a point  , then a point   and a figure     are different targets but the same characters 
are used. In this following study, there were found that the expressions in these textbooks were stuck for more than 
50 years, so students' thoughts were stiff. And therefore these are a need to be improved so that those things are 
studied as follows. First, inducing a formula, what are the students’ responses like when were expressed differently 
from textbooks? Second, based on the results reviewed, how will the expressions of the textbook be revised? Third, 
how do the students respond to the modified expressions? As the result, a point on the original figure were expressed 
differently from textbooks and a point on a translated figure was put as a point  , and about it, all of the 
students surveyed said that this improved expressions made in the study were easier. 
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