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프랙털 도형과 카오스 게임 탐구

요약1)
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본 논문은 창의적 교육용 웹 기반 OKMINDMAP을 활용하여 중3학생 2명을 연구대상자로 선정하여 2018년 3월부터

12월까지 100시간의 수업과 여름방학의 2박3일 집중캠프를 통한 집중탐구활동의 결과물이다. 교사는 조력자로 연구

문제는 학생 2명이 스스로 선정하였으며 다양한 프랙털 도형에 관한 차원을 생성함수를 변형하여 조사하였으며, 변

형 시어핀스키 삼각형에서도 카오스게임이 가능함을 보인 연구물이다.

Ⅰ. 서론

1. 연구의 필요성 및 목적

1980년대 컴퓨터의 보편적인 이용이 가능해짐으로서 도형의 변환 과정을 구현하는 것이 수월해졌다. 이로 인

하여 탐구가 가능해진 분야가 프랙털 도형의 탐구이다. 뿐만 아니라, 요즈음은 인터넷 상에 수많은 관련 정보들

이 산재해 있기 때문에 이러한 내용을 스스로 조사하고 탐구하는 것이 가능하다.

프랙털 도형은 컴퓨터 소프트웨어를 활용하여 재귀적이거나 반복적인 작업에 의해 만들어지는 패턴으로 시어

핀스키 삼각형, 시어핀스키 사면체, 칸토어 집합 등 여러 가지 고전적인 유형의 프랙털이 있다. 프랙털이란 작은

일부 조각이 전체와 비슷한 기하학적 형태를 가지는데, 이러한 특징을 ‘자기 유사성(self-similarity)’이라고 하며,

자기 유사성을 갖는 기하학적 구조를 프랙털 구조라고 한다. 한편 카오스 게임이란 혼돈 이론(Chaos theory)의

한 분야로 게임이지만 프랙털로 표현될 수 있는 질서가 나타난다(위키백과).

2015 교육과정 수학 교과의 핵심 역량으로는, 문제해결, 추론, 의사소통, 창의·융합, 정보처리, 태도 및 실천

역량 등을 강조하고 있다. 특히, 추론능력은 설득력 있는 주장으로서의 논증을 토대로 하고, 메타 인지적 요소라

고 볼 수 있는 반성적 사고를 포괄하는 것으로 학생들의 수학적 활동에 의한 명제를 만들고 이를 설득력 있게

주장하는 경험을 하게 함으로써 논증의 힘을 느낄 수 있도록 하는 것이 핵심이다.

따라서 본 연구에서는 학습자의 추론 능력 향상을 위하여 프랙털 도형과 카오스 게임에 대하여 학생들이 스

스로 조사한 후, OK마인드맵(OKmind map)을 활용하여 프랙털 도형의 생성함수와 차원에 관하여, 변형 시어핀

스키 삼각형에서도 카오스 게임을 할 수 있을지에 대한 질문을 제기하면서 다음과 같은 연구를 시도하였다.
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2. 연구문제의 설정

학생들의 조사 결과를 공유하고 토론하기 위한 방법으로는 OK마인드맵을 하였다. 다음과 같은 연구문제를

해결하는 과정에서 자연스럽게 추론 능력의 하위요소인 관찰과 추측, 논리적 절차의 수행, 수학적 사실의 분석,

정당화, 사고 과정의 반성 등을 경험하게 할 수 있었다.

(1) 여러 가지 프랙털 도형의 생성함수와 차원은 무엇일까?

(2) 시어핀스키 삼각형 생성함수를 변형하면 그 차원은 어떻게 변할까?

(3) 시어핀스키 사면체 생성함수를 변형하면 그 차원은 어떻게 변할까?

(4) 변형 시어핀스키 삼각형에서도 카오스 게임을 할 수 있을까?

Ⅱ. 이론적 배경

1890년에는 페아노(Peano)가, 그 이듬해인 1891년에는 힐베르트(Hilbert)가 어떤 평면에 존재하는 곡선들을 논

하였는데 그것은 곡선에 관한 우리들의 고지식한 생각이 너무나 제한적임을 입증하였다. 그들은 어떤 평면을 ‘가

득 채우는’ 곡선들을 논하였다. 즉, 주어진 어떤 평면의 조각에 대하여, 그 평면 조각의 모든 점과 만나는 어떤

곡선이 존재한다는 것이다(NCTM, 1992).

자연에서 공간을 채우는 구조들의 유기체는 생명체들의 기초적 성분들 중의 하나이다. 어떤 기관은 물과 산

소와 같은 필수적인 지원 물질들이 공급되어야 한다. 많은 경우에 이러한 기체들은 그 기관의 입체에 있는 모든

점을 지나는 도관 체계를 통하여 운송될 것이다. 가령, 신장은 세 개의 잘 짜인 나무와 같은 도관 체계 즉, 동맥,

정맥, 비뇨기를 갖고 있다. 그들 각각은 신장의 모든 부분에 접근할 수 있다. 프랙털 도형은 그러한 복잡한 구조

를 효율적인 방법으로 어떻게 조직화할 것인가 하는 문제를 해결해준다. 물론 이것은 페아노와 힐베르트가 100

년쯤 전에 흥미를 가졌던 것은 아니었다. 프랙털 도형의 개념이 분명해진 것은 만델 브로(Benoit Mandelbrot,

1924-)의 업적이 드러난 1980년 이후인 지금이다(김수환, 2016). 만델 브로는 1983년 『The Fractal Geometry of

Nature』라는 책을 출판하면서, 컴퓨터 시대의 상징으로 그의 이름이 회자되면서 티셔츠의 디자인, TV 광고 등

우리들 대중문화의 일부로 이색적인 프랙털 도형이 등장하였다(Tannenbaum, 2007).

박교식(2003)은 프랙털 도형으로 잘 알려진 시어핀스키 삼각형 또는 시어핀스키 체, 시어핀스키 사면체 또는

시어핀스키 스펀지, 시어핀스키 양탄자 또는 시어핀스키 카페트, 멩거 스펀지, 코흐 눈송이에 수를 대응시켜 프

랙털 도형수를 만들었다. 그러나 본 연구에서는 학생들이 다양한 프랙털 도형의 차원을 스스로 체계적으로 계산

해보도록 하였다.

1. 프랙털 도형의 차원

차원을 직관적인 방법으로 말하자면, 직선은 일차원 대상들, 평면은 이차원 대상들이 전형적인 것이다. 도형

의 닮음비, 넓이의 비, 부피의 비 등에 대하여 생각해보자. 두 평면도형의 닮음비가   이면 넓이의 비는

  이다.

닮음비 크기비
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한편, 두 입체도형의 닮음비가   이면 부피의 비는   이다.

<그림 Ⅱ-1> 닮음비 1:2:3:4:5인 정육면체

닮음비 크기비

이로써 차원은 다음과 같이 정의하는 것도 가능하다.

닮음비 크기비
그렇다면, 프랙털 도형에서는 어떨까? 분수의 차원을 갖는 기하학적 대상들은 없을까? 이러한 질문에 대한

답으로서 프랙털 도형을 생성하는 생성함수에 의해 만들어지는 프랙털 도형은 여러 가지 분수 차원을 갖는 도

형이 존재한다는 것이다. 예를 들어 눈꽃송이 곡선으로 알려져 있는 코흐 곡선의 차원은 다음과 같이 계산할 수

있다(NCTM, 1992).

① 임의의 단계에서 시작한다. 전 단계의 도형과 크기가 같은 복사물을 갖도록 다음 단계 확대도를 아래와

같이 그린다. 즉, 2단계 코흐곡선을 3배로 확대한 도형을 만들어보자.

<그림 Ⅱ-2> 코흐 곡선 1단계와 2단계의 3배 확대도

② 닮음비원래 도형의 길이
새로운 도형의 길이

 3

③ 크기비원래 도형의 크기
새로운 도형의 크기

 4

④ 차원의 정의를 이용하여 차원(d)을 추정하면 다음과 같다.

닮음비 크기비 ,    이를 공학용 계산기를 이용하여 구하면, ≒ 

2. 카오스 게임
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카오스 게임은 정삼각형 ∆ 내부의 어떤 점에서 시작하건 각각 

의 확률로 위쪽(T), 왼쪽(L), 오른쪽

(R)방향으로 연결한 선분의 중점으로 이동하도록 하는 게임이다(신인선, 류희찬 옮김, 2002). 카오스 게임의 결과

가 시어핀스키 삼각형의 1, 2, 3단계의 각각의 경우에 그 내부로 들어가는 지를 살펴보면 다음과 같다.

(1) ∆의 내부 에서 시작하여 주사위를 던진 결과 3또는 6이 나와 과의 중점 으로 이동한 경우

1단계 시어핀스키 삼각형 의 내부에 위치하는가?

 ●

∙ 

 ● ● 

(증명) 그렇다.

<그림 Ⅱ-4> 카오스 게임 1회 시행 R



 

,C





<그림 Ⅱ-5> 카오스 게임 1회 시행

R의 상세도

<그림 Ⅱ-3> 카오스 게임 판
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왜냐하면, ∆ 안의 그 어떤 점에서 카오스 게임을 시작하더라도 ∆ 형태 안에 들어갈 수밖에 없
다. 두 ∆ 와 ∆은 닮음의 위치에 있고, 그 닮음의 중심은 점 이나 에 해당한다. 따라서

∆ 내부의 어떤 점에서 시작하더라도 결과적으로는 ∆ , 즉 1단계 삼각형 의 내부에 위치할 수밖

에 없다.

(2) ∆의 내부 에서 시작하여 주사위를 던진 결과 2 또는 5가 나와 과의 중점 로 이동한 경우

2단계 시어핀스키 삼각형 의 내부에 위치하는가?

(증명) 그렇다.

<그림 Ⅱ-6> 카오스 게임 2회 시행 LR













<그림 Ⅱ-7> 닮음의 중심 

왜냐하면, 위의 두 2단계 삼각형 과 1단계 삼각형 을 각각 ∆∆라 하자 두 삼각형의 닮음
의 중심은 점이므로 ∆ , 즉 1단계 삼각형 의 내부에서 시작하게 되면 항상 ∆ , 즉 2단계 삼각형
의 내부에 들어가게 된다.

(3) 의 내부 에서 시작하여 주사위를 던진 결과 1또는 4가 나와 와과의 중점 로 이동한 경우 3

단계 시어핀스키 삼각형 의 내부에 위치하는가?

(증명) 그렇다.

<그림 Ⅱ-8> 카오스 게임 3회 시행 TLR
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




 

<그림 Ⅱ-9> 닮음의 중심

왜냐 하면, 위의 두 3단계 삼각형 과 2단계 삼각형 을 각각 ∆∆라 하자 두 삼각형의 닮
음의 중심은 점이므로 ∆에서 시작하게 되면 항상 ∆의 내부에 들어가게 된다.
(4) 카오스 게임의 순서와 시어핀스키 삼각형의 위치와의 관계를 살펴보면 쓰기와 해석의 순서는 서로 역순

이다. 가령, 위의 <그림 Ⅱ-8>과 <그림 Ⅱ-9>에서 카오스 게임 3회 진행한 순서는   순이지만 ∆
의 위치를 나타내는 주소는 이어서, 진행된 순서는 오른쪽에서 왼쪽으로 쓰고, 위치 주소해석은 왼쪽에서

오른쪽으로 거꾸로 해야 한다는 의미이다.

3. 추론 능력

2015 개편 수학교육과정에서 미래 사회에 대비하기 위한 핵심역량 함양을 위한 수학 교과 역량 5가지, 문제

해결, 추론, 의사소통, 창의·융합, 정보처리, 태도 및 실천 역량 중에서 추론의 하위 요소와 기능은 다음과 같다.

하위 요소 의미 기능

관찰과
추측

관찰과 실험을 통해, 귀납, 유추 등의 개
연적 추론을 사용하여 규칙성이나 원리
를 추측하는 능력

관찰하기, 추측하기, 탐구하기, 측정하기, 일반화
하기, 특수화하기

논리적
절차 수행

수학적 사실이 도출되는 과정과 수학적
절차를 논리적으로 수행하는 능력

형식화하기, 작도하기, 순서짓기, 대입하기, 단순
화하기, 계산하기, 절차 따르기, 풀기, (해) 구하기

수학적
사실 분석 수학적 개념, 원리, 법칙을 분석하는 능력

확인하기, 인식하기, 이해하기, 분석하기, 정의하
기, 관계짓기, 비교하기, (단위) 변환하기, 공식
유도하기, 세기, 어림하기, 측정하기, 분해하기,
합성하기

정당화 수학적 사실이 참임을 보이기 위해 증거
를 제시하고 이유를 설명하는 능력

정당화하기, 반례 찾기, 예증하기, 증명하기, 설
명하기

사고
과정의
반성

자신의 사고 과정이 옳은 지 비판적으로
평가하고 되돌아보는 능력

반성하기, 되돌아보기, 비판하기, 평가하기

<표 Ⅱ-1> 추론의 하위 요소의 의미와 기능

Ⅲ. 연구방법

연구 문제를 탐구하기 위하여 먼저 프랙털 도형과 카오스 게임에 대하여 학생들 스스로 각자 조사해보았다.

서로 조사한 내용을 OK마인드맵을 이용하여 발표함으로써 공유하였다. 각자 조사한 내용을 공유하고 토론 과정

을 거친 다음 제시한 연구문제에 대한 공동 탐구 과정을 지속적으로 실천하였다.



프랙털 도형과 카오스 게임 탐구 73

1. 연구 대상

본 연구의 연구대상자는 중학교 3학년생 2명으로 청주교육대학교 부설 과학영재교육원 사사과정(매년 초에

충북과 세종 지역 중학교 3학년 학생들에게 각 교육청으로부터 협조 공문 발송하여 응시한 학생들을 대상으로

면접 평가를 거쳐 수학 3개반, 물리, 화학, 생물, 지구과학, 정보 각 1개반 총 8개반 40명 정도를 선발함) 수학1

반 학생이다. 학생 A는 중학교 1, 2학년 때 영재교육원에서 과정을 이수한 학생이고, 학생 B는 영재교육원에서

과정을 이수하지 않은 학생으로서 사사과정에 참여한 학생이다.

2. 연구 기간

2018년 3월부터 2018년 12월까지 1년간 수학 3개 팀, 물리, 화학, 생물, 지구과학, 정보 각 1개 팀씩 총 8개 팀

전체 40명 학생들과 함께 전체교육 30시간을 이수하고, 반별교육 70시간을 이수하였다. 전체교육은 연구방법, 학

술적 글쓰기 등 모든 반에 공통적인 내용 30시간이며, 반별 교육은 본 연구와 관련된 탐구 70시간이다. 1학기와

2학기 매월 격주 토요일 4시간씩 출석 탐구수업을 진행하고 여름 방학 중에는 2박3일 집중적으로 여름 영재 캠

프활동 기간에 집중탐구활동을 수행하였다.

3. 프랙털 도형 조사

OKMINDMAP은 1970년대 초 영국의 교육학자 토니 부잔(Tony Buzan)이 개발한 학습 및 기억 방법 마인드

맵(Mindmap)을 웹 기반으로 옮긴 것으로, 국내의 IT기업인 지노 테크에서 만들어 2011년부터 무료로 보급한 창

의적 교육 웹기반 마인드맵 시스템이다. 기존의 텍스트 위주의 마인드맵 프로그램과 달리 이미지와 동영상, 웹

링크 등의 삽입이 가능한 마인드맵 솔루션으로, 트위터와 페이스 북과 같은 SNS 서비스의 정보를 가져올 수도

있다. 또한 구글 검색 내용과 직접 연결 등도 가능하다. OK마인드맵은 PC나 스마트기기를 사용하여 인터넷을

통해서 웹브라우저로 접속하여 별다른 플러그인 설치 없이 바로 사용할 수 있으며, 원격지에서 많은 사용자들이

편리하게 동시에 협업하여 사용할 수도 있다.

(1) 마인드 맵 1

<그림 Ⅲ-1> 프랙털 도형 마인드맵 1
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(2) 마인드 맵 2

<그림 Ⅲ-2> 프랙털 도형 마인드맵 2

4. 연구 문제 해결

OKMINDMAP을 이용하여 두 연구대상 A와 B가 조사한 내용을 토대로 다음과 같은 연구 문제를 설정하였

다.

(1) 여러 가지 프랙털 도형의 생성함수와 차원은 무엇일까?

(2) 시어핀스키 삼각형 생성함수를 변형하면 그 차원은 어떻게 변할까?

(3) 시어핀스키 사면체 생성함수를 변형하면 그 차원은 어떻게 변할까?

(4) 변형 시어핀스키 삼각형에서도 카오스 게임을 할 수 있을까?

연구문제를 해결하는 과정에서 연구자와 학생 A, 학생 B는 70시간에 걸친 토론을 하면서 자연스럽게 추론

능력의 하위요소인 관찰과 추측, 논리적 절차의 수행, 수학적 사실의 분석, 정당화, 사고 과정의 반성 등을 경험

할 수 있었다.

Ⅳ. 연구 결과

연구 결과는 여러 가지 프랙털 도형의 생성함수에 대한 기술 및 차원 계산과 프랙털 도형 생성함수의 변형

방식에 따라 그 차원 계산 공식의 일반화가 가능한 지를 탐구해보고 카오스 도형에 대한 탐구다. 차원 계산은

공학용 계산기를 이용할 수도 있었으며 상용로그를 이용하여 계산할 수도 있었다.

1. 1차원도형에서 시작된 프랙털 도형과 그 차원
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(1) 칸토르 집합 : 각 단계별 생성함수는 임의의 주어진 선분을 3등분하여 가운데 부분을 제거하는 과정이므

로, 0단계를 그대로 둔 상태에서 1단계를 3배로 확대하면, 닮음비는 1:3인데 크기의 비는 1:2가 되어 다음 식을

세울 수 있다.

   , ≓ 

<그림 Ⅳ-1> 칸토르 집합 구성의 초기 단계들

(2) 코흐곡선 : 각 단계별 생성함수는 임의의 주어진 선분을 3등분하여 가운데 부분을 제거하고 원래 직선 크

기의 


에 해당하는 직선을 1단계 그림과 같이 만들어가는 과정이므로, 0단계를 그대로 둔 상태에서 1단계를 3

배로 확대하면, 닮음비는 1:3인데 크기의 비는 1:4가 되어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≓ 

<그림 Ⅳ-2> Koch 곡선 <그림 Ⅳ-3> Peano 곡선

(3) 페아노 곡선 : 각 단계별 생성함수는 임의의 주어진 선분을 3등분하여 원래 직선 크기의 


에 해당하는

직선을 1단계 그림과 같이 만들어가는 과정이므로, 0단계를 그대로 둔 상태에서 1단계를 3배로 확대하면, 닮음비

는 1:3인데 크기의 비는 1:9가 되어 다음 식을 세울 수 있다. 이 페아노 곡선은 그 차원이 2가 되므로, 평면을

가득 채우는 곡선이 되는 것을 알 수 있다.

   ,   

2. 2차원도형에서 시작된 프랙털 도형과 그 차원

(1) 시어핀스키 삼각형 : 각 단계별 생성함수는 주어진 삼각형의 각 선분의 중점을 잡아 연결한 가운데 부분

의 삼각형을 제거해 나가는 것으로, 1단계 삼각형을 2배로 확대하면 닮음비는 1:2가 되고 크기의 비는 1:3이 되
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어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≓ 

<그림 Ⅳ-4> 시어핀스키 삼각형

(2) 4등분 시어핀스키 삼각형 : 각 단계별 생성함수는 주어진 삼각형의 각 선분을 사등분한 점을 잡아 연결한

삼각형들 중 <그림 Ⅳ-5>과 같이 제거해 나가는 것으로, 1단계 삼각형을 4배로 확대하면 닮음비는 1:4가 되고

크기의 비는 1:10이 되어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≓ 

<그림 Ⅳ-5> 4등분

시어핀스키삼각형 1단계

<그림 Ⅳ-6> 4등분

시어핀스키 삼각형 2단계

(3) 시어핀스키 양탄자 : 각 단계별 생성함수는 주어진 사각형의 각 선분의 3등분점을 잡아 연결한 가운데 부

분의 사각형을 제거해 나가는 것으로, 1단계 사각형을 3배로 확대하면 닮음비는 1:3이 되고 크기의 비는 1:8이

되어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≒ 

<그림 Ⅳ-7> 시어핀스키 양탄자 <그림 Ⅳ-8> 별모양 양탄자
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(4) 별모양 양탄자 : 각 단계별 생성함수는 주어진 사각형의 각 선분의 3등분점을 잡아 연결한 다음 1단계와

같은 방식으로 사각형을 제거해 나가는 것으로, 1단계 사각형을 3배로 확대하면 닮음비는 1:3이 되고 크기의 비

는 1:5가 되어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≓ 

(5) 정사각형 위의 속이 빈 정육면체 : 각 단계별 생성함수는 시어핀스키 양탄자에서와 같이 가운데 부분에

크기가 


이 되는 정사각형을 5개 붙여 속이 빈 정육면체 모양으로 만들어 나가는 것으로, 1단계 도형을 3배로

확대하면 닮음비는 1:3이 되고 크기의 비는 1:13이 되어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≓ 

<그림 Ⅳ-9> 정사각형 위의 속이 빈 정육면체

3. 3차원 도형에서 시작된 프랙털 도형과 그 차원

(1) 멩거의 스폰지 : 각 단계별 생성함수는 주어진 정육면체의 6개의 면에서 시어핀스키 양탄자에서와 같이

각 면의 중앙에 크기가 면의 


이 되는 구명을 뚫어 1단계와 같이 제거해 나가는 것으로, 1단계 정육면체를 3

배로 확대하면 닮음비는 1:3이 되고 크기의 비는 1:20이 되어 다음 식을 세울 수 있다.

   , ≓ 

<그림 Ⅳ-10> 멩거의

스폰지

<그림 Ⅳ-11>

시어핀스키 사면체

(2) 시어핀스키 사면체 : 각 단계별 생성함수는 주어진 정사면체의 각 모서리의 중점을 잡아 1단계와 같이 제

거해 나가는 것으로, 1단계 정사면체를 2배로 확대하면 닮음비는 1:2가 되고 크기의 비는 1:4가 되어 다음 식을

세울 수 있다. 시어핀스키 사면체는 그 차원이 2가 되어 3차원 도형에서 시작되지만 점점 2차원 도형으로 변모

해가는 특별한 도형이 됨을 알 수 있다.

   ,   
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4. 시어핀스키 삼각형(2등분)과 변형 시어핀스키 삼각형(3등분, 4등분, 등분)의 차원의 일반화

<그림 Ⅳ-12> 시어핀스키 삼각형(2등분)과 변형 시어핀스키 삼각형(3등분, 4등분, 5등분)

(1) 시어핀스키 삼각형(2등분)의 차원

   ,  log log
log




≅

(2) 변형시어핀스키 삼각형(3등분)의 차원

   ,  log log
log




≅

(3) 변형시어핀스키 삼각형(4등분)의 차원

   ,  log log
log




≅

(4) 변형시어핀스키 삼각형(5등분)의 차원

   ,  log log
log







≅

(5) 변형시어핀스키 삼각형(등분)의 차원

   ⋯ 
  



 

 

<정리 1> 등분하여 만든 변형 시어핀스키 삼각형의 차원은 =log
이다.

(증명) 닮음비가 1 : 일 때 크기비는 1 : 
  



 

 

이므로,  







에서 =log



5. 시어핀스키 사면체(2등분)과 변형 시어핀스키 사면체(3등분, 4등분, 등분)의 차원의 일반화
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<그림 Ⅳ-13> 시어핀스키 사면체(2등분)와 변형 시어핀스키 사면체(3등분)

(1) 시어핀스키 사면체(2등분)의 차원

   ,   

(2) 변형시어핀스키 사면체(3등분)의 차원

   ,  log log




≅

(3) 변형시어핀스키   (4등분)의 차원

   ,  log log
log




≅

(4) 변형시어핀스키 삼각형(5등분)의 차원

   ,  log log
log







≅

(5) 변형 시어핀스키 사면체(등분)의 차원

 




⋯ 










, =log



<정리 2> 등분하여 만든 변형 시어핀스키 사면체의 차원 =log
   이다.

(증명) 닮음비가 1 : 일 때 크기비는 1 : 







=


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이므로, =


, =log

 왜냐하면,









=
 




 





6. 변형 시어핀스키 삼각형(3등분, 4등분, 등분)에서의 카오스 게임

정삼각형 내부의 어떤 점에서 시작하건 각각 


의 확률로 위쪽(T), 왼쪽(L), 오른쪽(R)방향으로 연결한 선분

의 


 


 


 ⋯


의 어느 위치로 이동하면 변형시어핀스키 삼각형의 내부로 이동할까? 변형 시어핀스

키 삼각형(3등분)을 예로 들어보자.

(1) 거리가 


인 점을 택할 경우

<그림 Ⅳ-14> 거리가 

인 점을 택할 경우

(설명) 이렇게 카오스 게임을 할 경우, 시어핀스키 삼각형의 내부로 들어가지 않는 점이 생긴다. 그 이유는 3

등분 변형 시어핀스키 삼각형의 닮음비가 1:3이므로, 본래의 정삼각형에서 임의의 점을 찍어도 항상 다음 단계

의 삼각형 안에 위치하기 위해서는 거리가 


로 움직였을 때이기 때문이다.

(2) 거리가 


인 점을 택할 경우

<그림 Ⅳ-15> 거리가 

인 점을 택할 경우



프랙털 도형과 카오스 게임 탐구 81

(설명) 이렇게 경우에는 항상 시어핀스키 삼각형 안에 점이 위치하게 된다. 그 이유는 본래의 정삼각형과 다

음 단계의 삼각형과의 닮음비가 1:3 이고 닮음의 중심이 본래 정삼각형의 꼭짓점에 해당하므로 성립한다.

<정리 3> 등분하여 만든 변형 시어핀스키 삼각형에서 카오스 게임을 하려면 등분한 변형시어핀스키

삼각형 내부의 어떤 점에서 시작하건 각각 

의 확률로 위쪽(T), 왼쪽(L), 오른쪽(R)방향으로 연결한 선분

의


의 위치로 이동하면 등분한 변형시어핀스키 삼각형의 내부로 이동한다.

(설명) 등분한 변형시어핀스키 삼각형 ABC의 내부에서 카오스 게임을 했을 때 삼각형 DBE 내부에 위치하

려면 거리가


여야 한다. 따라서 n등분된 삼각형에서의 카오스게임에서 프랙털 형태가 만들어질 경우는 점

을 원래의 점으로부터 꼭짓점까지의 거리의


만큼 움직일 때 가능하다.

<그림 Ⅳ-16> 변형시어핀스키 삼각형(n등분)

Ⅴ. 결론 및 제언

1. 결론

본 연구의 결과는 다음 연구문제 네 가지에 관한 것으로 요약할 수 있다.

첫째, 프랙털 도형의 생성함수와 차원 계산은 어떻게 할까?

여러 가지 프랙털 도형의 차원을 계산함에 있어서, 2차원 도형은 닮음비가   이면 크기의 비가   이 되

고, 3차원 도형은 닮음비가   이면 크기의 비가   이 되는 점을 이용하여 프랙털 도형의 경우로 일반화

할 경우, 닮음비가   이면 크기의 비가   이 됨을 이용할 수 있다.

1차원 도형에서 시작된 프랙털 도형으로는 잘 알려져 있는 칸토르의 집합은 0.631차원, 코흐 곡선 1.262차원,

페아노 곡선 2차원 등이 대표적이다. 이 페아노 곡선은 그 차원이 2가 되므로, 평면을 가득 채우는 곡선이 되는

것을 알 수 있다.

2차원 도형에서 시작된 프랙털 도형으로는 잘 알려져 있는 시어핀스키 삼각형 1.595차원, 시어핀스키 양탄자

1.893차원, 정사각형 위의 속이 빈 정육면체는 2.33차원 등의 대표적인 프랙털 도형이다.

3차원 도형에서 시작된 프랙털 도형으로는 잘 알려져 있는 멩거의 스폰지 2.727차원, 시어핀스키 사면체 2차
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원 등이 대표적인데, 시어핀스키 사면체는 그 차원이 2가 되어 3차원 도형에서 시작되지만 점점 2차원 도형으로

변모해가는 특별한 도형이 됨을 알 수 있다.

둘째, 시어핀스키 삼각형 생성함수를 변형하면 그 차원은 어떻게 변할까?

변형 시어핀스키 삼각형의 경우 그 차원을 일반화하는 공식은 <정리 1> 등분하여 만든 변형 시어핀스키

삼각형의 차원 =log


이다. 이는 다음과 같은 삼각수의 번째 항이 번째 항까지의 자연수의 합




이 되는 것과 연관지어볼 수 있다.

셋째, 시어핀스키 사면체 생성함수를 변형하면 그 차원은 어떻게 변할까?

변형 시어핀스키 삼각형의 경우 그 차원을 일반화하는 공식은 <정리 2> 등분하여 만든 변형 시어핀스키

사면체의 차원 =log
   이다. 이는 다음과 같은 사면체수 또는 삼각뿔수의 번째 항이 번째 항

까지의 자연수의 합의 합


가 되는 것과 연관 지어 생각해볼 수 있다. 또한 사면체수 또는 삼각

뿔수의 번째 항은 ()번째의 사면체수 또는 삼각뿔 수에 제 번째 삼각수를 더한 것임을 알 수 있다(손홍

찬, 2010)는 사실과도 연계하여 생각할 수 있다.

넷째, 카오스 게임은 정삼각형 내부의 어떤 점에서 시작하건 각각 

의 확률로 위쪽(T), 왼쪽(L), 오른쪽(R)

방향으로 연결한 선분의 중점으로 이동하도록 하는 게임이다. 카오스 게임의 결과가 시어핀스키 삼각형의 1, 2,

3단계의 각각의 경우에 그 내부로 들어간다는 사실이 성립함을 증명하였다. 한편, <정리 3> 카오스 게임을 등

분한 변형시어핀스키 삼각형에 대하여도 각각 

의 확률로 위쪽(T), 왼쪽(L), 오른쪽(R)방향으로 연결한 선분의




의 위치로 이동하면 등분한 변형시어핀스키 삼각형의 내부로 이동한다는 사실을 확인할 수 있다.

2. 제언

관점의 변환이나 구조적 유추는 수학 탐구에서 매우 잘 활용되어온 방법이다. 정삼각형 내부에서의 카오스
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게임은 자연스럽게 정사면체 내부에서의 카오스 게임으로 구조적 유추에 의해 탐구해볼 만한 것이었다. 추후의

연구에서는 등분한 변형시어핀스키 사면체에 카오스 게임을 적용해보는 연구가 후속적으로 이루어졌으면 하는

바람이다.
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The purpose of this study is to investigate the effectiveness of intensive inquiry activity through intensive camp for 
2 hours and 3 days in summer vacation and 100 hours of classes from March to December 2018 by selecting 2 
middle school students using OKMINDMAP for creative education. It is the result. The teacher was the assistant, and 
the research problem was selected by two students themselves, and the variation of the fractal dimension was 
investigated and the Chaos game was shown to be possible in the modified Sierpinski triangle.  
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