
1. 서 론
해양플랜트산업에서, 외부 압력 (외압) 혹은 내부 압력 (내압)

을 받는 내압기기(pressure vessel)인  압력용기는,  강 파이프
(튜브)가 대부분이고 일부 계측장비를 탑재한 압력용기가 있다. 
큰 수압의 해저에서 사용되는 제품의 특성상 고가, 소량, 기술집
약적이며, 파이프에 관한 국외의 규정들(ASME, API등)이 있다. 
해양용 파이프는 직경/두께의 비율이 20 이상이 많아, 비율이 
20 이하인 두꺼운 용기에 속하지는 않고, 얇은 용기도 아닌 중
간 정도이다. 심해에 노출되어 큰 수압을 받는 내압용기는 두꺼
운 실린더에 해당되고 잠수함의 경우는 얇은 실린더에 속한다. 

지상에서 사용되는 실린더형 압력용기는 대부분 내압을 받는 

얇은 두께의 용기가 주를 이루고,  설계 코드인 ASME의 내압용
기 설계규정도 지상의 압력용기에 관한 내용이 주를 이룬다. 외
압을 받거나 두꺼운 실린더는 용도가 적은 편이라, 두꺼운 압력
용기에 관한 연구는 국내외적으로 적은편이다. 원자력발전소에 
사용되는 압력용기는 대부분 두꺼운 용기나 파이프에 해당된다.

이러한 내압기기에 관한 연구는 이미 이론이 많이 발표되어 있
고, 기 발표된 국내연구에서는 2000m급 압력용기를 대상으로 
ASME Section VIII 규정을 기초로 하여 초기설계 후 구조해석을 
하고, 내압용기를 제작하여 내압시험과의 결과를 비교하는 연구가 
수행되었다 (Choi et al., 2016). 한편, (Yoo et al., 2010)에서는 
소성파단압력을 적용하여 큰 외압에 두꺼운 실린더가 사용되는 
원자력용기에 관한 연구를 발표하였다. 얇은 실린더의 좌굴에 관
한 연구로 (Kim et al., 2012)와 (Nho et al., 2017)가 있다.
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큰 외압을 받는 두꺼운 압력용기 (실린더나 파이프)의 설계에 
필요한 좌굴과 붕괴하중에 관한 이론 정립이 필요하여, 본 연구
에서는 두꺼운 실린더에 관한 비선형(탄소성) 좌굴/붕괴하중에 
관한 국내외 주요저서, 학술논문, 시험 등을 분석하여 설계를 위
한 극한하중 산출 식들의 이론 과정을 분석하였다. 또한 참고문
헌들의 이론 전개에서 생략 된 부분은 (본 논문에 세세히 표기하
지는 않았으나) 저자가 식들을 유도하여 검증하였다. 또한, 예제
로 설정한 실린더에 대해 제시된 이론식에 의해 좌굴/붕괴하중
을 계산하였다. 한편 외압을 받는 압력용기는 좌굴에 영향을 받
으므로 얇은 실린더의 대표적인 좌굴하중식도 정리하였다. 논문
과 저술마다 사용 기호가 달라 판별할 수 있게 기호를 정리하였
다. 또한 기 발표된 국내 논문에 좌굴 식들의 표기와 적용방법이 
잘못 된 경우들이 있어 본 논문에서는 정확한 식으로 수정하여 
표기하였다. 

실린더 (파이프) 두께:  

반지름 내부/외부/평균:     

지름 평균:  , 두께 비율:  ≅ 



반경방향 변위/변형률/응력: 
    

원주방향 변위/변형률/응력:          

길이방향 변위/변형률/응력:     

길이  , 포아송비:  , 항복응력:   

공칭최대인장응력:   
′ , 압력: , 내부압력: , 외부

압력: 

좌굴차수(lobe):  , 좌굴임계하중(좌굴하중): , , 외
압시  붕괴하중:   

2. 얇은 실린더 압력용기 좌굴하중 식
Harvey (1991)는 압력을 받는 얇은 원통형 실린더에 발생하

는 원주(hoop) 와 종방향(longitudinal) 응력들을 다음과 같이 정
의하고 있다.
  ,                  (2.1)

내압을 받는 얇은 압력용기는 보일러가 많으며, 실린더에 발
생하는 응력을 기준으로 한 ASME BPVC 코드의 선형설계가 보
편화되어 있다. 외압을 받는 경우의 실린더는 좌굴의 영향을 받
을 수 있어서, 외압에 견딜 수 있는 하중을 예측해야 한다. 얇은 
실린더의 좌굴하중에 관한 연구로는 대표적으로 Timoshenko & 
Gere (1961)가 있으며 보, 판, 실린더의 선형좌굴이론이 상세하
게 기술되어 있고, 이를 기반으로 연구자마다 조금씩 보완하여 
관련 식들을 발표하였다. Timoshenko & Gere (1961)에서는 링
의 좌굴 이론에서 시작하여, 얇은 두께의 긴 튜브의 임계압력과 
응력식으로 식 (2.2), (2.3)과, 죄굴 로브 수를 구하는 그래프

(Fig. 1)를, 응력이 비례한도를 넘는 경우에는 접선탄성계수 Et
를 사용한 (2.4)식과 식 (2.5)를 제시하였다. 또한 단면이 완전
한 원형이 아닌 경우의 난형도 (ovality)에 대한 좌굴임계하중식
도 제시되었다.

얇은 실린더의 경우, 에너지식과 sine곡선을 적용한 좌굴식과 
3축방향에 대한 3개의 평형방정식에 삼각함수로 된 변위함수와 
경계조건을 적용하고, 방정식의 determinant를 0으로 하여 좌굴
임계응력식을 도출하였다. 또한 응력이 비례한계를 넘는 경우에
는, 응력식에 Et를 사용하였고, 외압만을 받는 경우도 같은 과정
을 거쳐 좌굴임계하중(압력)식 (2.6)이, 축하중과 외압을 모두 
받는 경우에는 좌굴임계하중식 (2.7)이 도출되었다 (이하 좌굴
하중).  Fig. 1에서 세로축은 두께/직경비, 가로축은 길이/직경
비의 도표이며 좌굴차수 n 값을 보이고 있다. 

Fig. 1 Lobe chart for elastic buckling of thin cylinder 
       (Fig. 7-9 in Timoshenko & Gere (1961))
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(2.7)

Bickell & Ruiz (1967)은 양끝이 열려있고 외압을 받는 실린
더에 대해 von Mises 기반으로 수정된 좌굴하중식 (2.8)을 제시
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하였다. 단, 양 끝에 덮개나 링 같은 추가적인 제한조건이 있는 
경우, 끝단에서    까지만 끝단의 영향이 있어서,  다소 긴 
실린더에서는 끝단의 영향을 무시할 수 있다고 하였다.

  

 



 


 




  





 
 





 





 













(2.8)

또한 양끝이 막힌 얇은 원형실린더의 Windenburg & Trilling 
좌굴하중식을 Timoshenko & Gere가 제시한 lobe 수에 의해 
(2.9)로, 또한 (2.10)과 같이 단순화하였다. 이 식에서 t/D가 매
우 큰 경우 분모에서 제외될 수 있고, L/D가 D/t보다 커지면 길
이는 하중결정에 영향이 없게 되며 이를 임계길이 (critical 
length)라고 정의하였다. 긴 원형 파이프의 좌굴하중(압력)은 
Poisson 영향을 고려하면 식 (2.10)과 같이 단순화될 수 있다 
(Srag, el al., 2015). 
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(2.9)
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Ross (1990)에 수록된 Von Mises 하중 식은 다음 (2.11)과 
같다.
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(2.11)

Timoshenko & Gere (1961)를 기반으로 하여, 압력용기에 관
한 이론은 Harvey (1991) 8절에 상세하게 정리되어 있다. 얇은 
실린더 용기의 two-lobe 형태에서 보의 좌굴 식을 적용하고 이
를 원형 링의 좌굴 식을 유도하는 과정으로 시작하여 길이가 긴 
파이프의 좌굴하중식 (2.12)과 좌굴응력 식 (2.13)이  도출되었
다. 한편 Fig. 2(a)에서는 D/t 값에 따라 탄성좌굴응력과 소성항
복응력이 지배하는 영역을 구분하여 식을 추천하였는데, 얇은 
실린더의 경우에는 선형좌굴응력이 지배하는 AB 구간과 식 
(2.13)을 적용하고, 두꺼운 경우에는 소성강도가 결정적이어서 
BC 구간과 식 σc=pr/h를 제시하였다. 이에 근거하여, 얇은 경우
는 강철의 탄성계수값 E가 좌굴을 결정하므로 고항복강도 강철

을 사용할 필요가 없고, 두꺼운 경우에는 응력값이 좌굴을 결정
하므로 고항복강도 강철이 필요함을 강조하였다. 한편 항복값이 
명확하지 않은 강철 재료에 대해서는 E 대신 Et를 사용한 식 
(2.14)을 사용할 수 있으며 더 구체적으로 제시한 Fig. 2(b)에서 
탄성좌굴에 대해 구간 AB, 두꺼운 용기에 대해 구간 CD를, 중
간범위에 20<D/t<33에 대해서는 구간 BC를 임계응력 로 제
시하였다. 이 참고문헌의 식 (2.12~14)은 Timoshenko & Gere 
(1961)에서 제시된 식 (2.2~4)과 같다.

(a) Elastic and perfectly plastic

(b) Material without a definite yield point
Fig. 2 Buckling failure by Harvey(1991)
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3. 두꺼운 실린더 압력용기의 이론식 분석

두꺼운 실린더의 붕괴하중 산출은 소성변형에 기초하고 있
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다. 본 절에서는 두꺼운 실린더의 붕괴하중 산출에 관하여 국내
외 연구 자료를 비교·분석 및 계산하여 정리하였다.

3.1 두꺼운 실린더의 선형 응력식
두꺼운 실린더의 반경방향, 원주방향 및 축방향 응력은 다음

과 같으며 선형 응력식을 도출하는 과정은 부록 A에 별도로 정
리하였다.

 


 









 






 









 



(3.1.1)
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(3.1.3)

 
3.2 내압을 받는 경우의 붕괴하중

내압이 작용하는 두꺼운 실린더의 경우는 Marin & Weng 
(1963)에 의해 (1)경험식 (2)최종인장강도 (3)소성과 소변형 (4)
소성과 대변형에 의거한 최종하중식들이 소개되었다. 논문에서 
대표적으로 추천된 하중식들은 다음과 같다.

  




 (3.2.1.a)

   


 (3.2.1.b)

  

  

   (3.2.1.c)

  




 (3.2.1.d)

 



  

  



 ∆ (3.2.1.e)

한편, Bickell & Ruiz (1967)의 저서 11.2절에서는 두꺼운 실
린더의 내압 시 발생하는 소성붕괴와 관련하여 Tresca와 von 
Mises 항복조건을 사용하였다.  두꺼운 실린더는 hoop, radial, 
axial 응력이 주응력이 되고, 반경(radial)방향 응력을 무시할 수 
없으며, 등방성 소성재료의 경우에는 붕괴압력하중을 식 (3.2.2)
과 같이 제시하였다. Y와 U는 항복응력값과 최대인장강도(응력)
이며, r0, t0은 초기 평균 반경 값과 두께 값이다.

max 


 log 

  (3.2.2)

길이와 원주방향으로 용접된 실린더의 압력은 (11.2.4절에
서) 식 (3.2.3.a)과 경험식으로 보정된 식(3.2.3.b)으로 비교적 
정확한 값을 산출할 수 있다. 여기서, εu는 붕괴시의 변형률을 
의미한다.

 

  
  log

                             (3.2.3.a)

 





log

                                 (3.2.3.b)

3.3 외압을 받는 경우의 좌굴/붕괴 하중
외압을 받을 때, 실린더의 손상과정은 좌굴을 거쳐 붕괴에 이

르게 되므로 좌굴하중을 구하는 단계와 붕괴시의 최종 붕괴하중
식은 다음과 같다.

3.3.1 좌굴하중
Papadakis (2008)에서는 전단변형과 비선형 변위를 도입하

고 Kardomateas (1993), Kardomateas & Philobos (1995), 
Kardomateas (2000)에서 언급된 복합재 실린더의 좌굴하중식
과, 또한 전단변형과 반경방향의 비선형응력이 고려된 실린더의 
변위를 유도한 Voyiadjis & Baluch (1981), Voyiadjis & Shi 
(1991), Voyiadjis & Woelke (2004)의 내용을 적용하여, 전단변
형과 비선형 변형이 추가된 두꺼운 실린더의 좌굴하중식 
(3.3.1)을 유도하였다. 전단변형과 비선형 변형 그리고 이차 
Piola-Kirchhoff 응력으로 구성된 평형방정식은 식 (3.3.2)이 되
고 변형률은 식 (3.3.3~4)과 같다. 변위를 삼각함수로 가정하여 
식을 정리하면 식 (3.3.1)이 된다. 식 (3.3.5)의 와 D=Eh/(1-ν
2), K=Eh3/12(1-ν2)를 적용하고, 최저 좌굴차수(m)가 2인 경우
에는 식(3.3.6)이 된다. 한편, 전단변형과 비선형 변형을 제외하
고 얇은 조건(h/a≪1, ζ≪1)을 적용하면 식 (3.3.1)은 m=2에 대
하여 식 (3.3.7)이 되어 Timoshenko & Gere (1961)의 얇은 실
린더 좌굴하중식 (2.2)과 같아진다.
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3.3.2 항복강도
Harvey (1991) 저서 8.4절에서, 두꺼운 실린더의 응력이 최

대가 될 때, 내부 표면에서 항복이 발생하여 외부 표면으로 확장
되고, 벽 전체가 소성으로 변하게 된다. 증가되는 외압은 실린더 
안쪽 벽에서 균등하게 붕괴되기 시작하여 난형도(ovalization)와 
평면화(flattening)의 비원형 특성으로 인해 초기 불완전성
(imperfection)이 되고, 두께의 변화와 물질특성변화가 실린더 
벽의 굽힘을 가속화 한다. 두꺼운 실린더나 항복강도가 큰 재료
일수록 난형도에 저항력이 크다. 우선, 외압 에 대해 이러한 
소성상태가 먼저 충분히 발생해야 항복에 이은 좌굴모드가 발생
하게 되고 이 때 벽 두께에 걸쳐서 평균 응력은 다음 식들이 된
다. 외압이 증가하여 응력들이 항복강도에 도달하게 되면 완전
한 벽의 항복이 발생한다. 이 때 적용되는 Tresca와 von Mises 
항복 식은 (3.3.11-12)과 같다.

   

 (3.3.8)

   


  

 (3.3.9)

   
 



 (3.3.10)

    (3.3.11)


          (3.3.12)
Harvey (1991)는 제시한 식의 검증을 위하여 강철 재료 

(AISI-1018 carbon steel)의 두꺼운 실린더 붕괴 실험 결과
(Simonen & Shippell, 1982) 논문을 인용하였다. 붕괴 실험에서는 
압력 체임버 실험 전․후에 두꺼운 실린더에서 작은 시편을 채취하
여 인장과 압축 (2축) 시험을 하였다. 시편압축시험에서, 축방향 
응력이 인장시험에 비해 10% 낮고, 인장시험에서 얻을 수 없는 
반경방향 응력이 원주(hoop)응력에 비해 82%가 측정되었다. 한 
방향 인장만 측정하므로 압축시 특성을 알 수 없는 단축 인장실험
의 항복/최대인장 응력 값을 기준으로 3축 하중을 받는 실린더에 
대해서 응력 비교나 붕괴하중을 산출에는 것은 다소 무리가 있다. 

3.3.3 붕괴하중
두꺼운 실린더의 경우, 붕괴(collapse)는 재료의 항복에 의해 

시작되고 구조의 불완전(imperfection)이 있는 경우에는 붕괴하
중 값이 낮아진다. 일반적인 얇은 실린더의 경우, 선형좌굴하중
은 과장되고 붕괴하중은 작게 예측된다. 두꺼운 경우 소성붕괴
(plastic collapse) 한계 값을 계산하기 위하여 외부하중에 의한 
일과 붕괴과정에서 소성적으로 발산하는 에너지를 같게 함으로
써 붕괴하중 값을 계산하게 된다. 

길이 H=인 실린더에 축방향 힘(F), 내압(p)과 외압(q)이 작
용 시에, 변형률속도는 vr=v(r), vθ=0, ε·r=dv/dr, ε·θ=v/r, ε·z=c 가 
된다. 여기서 반경방향 ()의 변위는 v(r)=-V(b/r)+C/2((b2-r2)/2)
이고, 내부반경위치 a와 외부 b 경계면의 변위값은 V=-v(b), 
U=v(a)=-V(b/a)+ C/2((b2-a2)/a), C는 상수가 된다. (변형률속
도가 고려되지 않는 탄성해석에서의 변위 함수는 부록 A에 있으
며, 미지수 C1, C2가 사용된다.) 소성역학의 plastic flow에 의해 
ε·r+ε·θ+ε·z=0, dv/dr+v/r+C=0이다. 변형률속도로 표시되는 에너
지 소산량 D̂는 식 (3.3.13)이 되며, 변형률속도 (식 (3.3.14))로 
표시하면 식 (3.3.15)이 된다. 
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단위부피 당 외부일과 에너지가 동일한 경우 (Π=D), 외부일 
Π는 식 (3.3.16.a), 소성변형에너지 D는 (3.3.16.b)이 된다. 이
제 Π-D=0을 적용하기 전에, D는 에너지이므로 변형에 관한 평
형방정식의 표현에 의해 D=V(∂D/∂V)+C(∂D/∂C)가 될 수 있
다. 이를 적용하면 식 Π-D=0은 식 (3.3.17)이 되고 이로부터 V
와 C에 관한 식 (3.3.18)이 도출된다. 무차원 식(C=k(V/b))을 
적용하면 식 (3.3.18)은 식 (3.3.19)이 된다. 이 과정의 기본 개
념은 Koiter (1960)의 소성붕괴이론과 한계해석(plastic 
collapse theorems and limit analysis)에 소개되어 있는데, 붕괴 
초기 단계에서 하중 증가 시 구조가 더 이상 지지될 수 없는 경
우에 적용되는 이론으로(plastic flow), 소성 발생 시의 변형에너
지와 외부 일의 균형상태식을 전개하여 변형을 구하는 과정이다 
(여기서 축방향 응력 σz=n).
    

 

(3.3.16.a)
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 (3.3.18.a)

   
















 











 















 











(3.3.18.b)

 
















 






 








 






  (3.3.19.a)

 









 













 






 

















 








 (3.3.19.b)

∙탄성 한계 (Elastic limit)
외부 압력만 있는 경우 (p=0), 실린더 내부 표면에서 von 

Mises 응력이 최대가 된다. 반경방향 (radial) 응력은 0이 되고 

원주방향 응력 (σθ=-2ab2(b2-a2))과 축응력 (σz=n)만 존재한다. 
이 응력상태를 von Mises 식 2σe2=(σr-σθ)2+(σθ-σz)2+(σz-σr)2≤
σ0에 대입하게 되면 선형좌굴압력식이 도출된다. 축 하중(압력), 
순수한 외압, 축 하중과 외압이 모두 있는 hydrostatic pressure
인 3가지 하중 조건 중에서, 탄성한계(elastic limit)시의 3조건의 
선형붕괴하중값과 축응력값(n)은 다음  식 (3.3.20.a~c)로 순차
적으로 결정된다. 
      ±         (3.3.20.a)
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         (3.3.20.b)
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 (3.3.20.c)

∙ 붕괴 (Collapse)
외부 압력만 있는 경우 (내부 압력 p=0), 식 (3.3.19.a), 

(3.3.19.b)는 (3.3.21.a), (3.3.21.b)가 된다.
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  (3.3.21.a)
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  (3.3.21.b)

하중이 축 하중(압력,F)만 있는 경우에는 축응력(n)은 n = n0 
= ±σu가 된다. 축 하중과 외압이 모두 있는 hydrostatic 
pressure의 경우는 k=0, 즉 ε·z=C=0인 평명변형 특성과 같아  
qH와  nH가 식 (3.3.22.a, b)로 도출된다. 순수하게 외압만 있는 
경우에는, 축 하중 =0이므로 식 (3.3.21.b)에서 (4≤D0/t≤20 
범위에서) k = 0.247이 되어  qo는 식 (3.3.22.c)로 도출된다.

    ⇒   


 ln

  (3.3.22.a)
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 (3.3.22.b)

    ⇒    ≃

  




      (3.3.22.c)

또한, 원자력 압력용기에 대한 연구(Corradi, et al., 2009)에
서는 얇은 실린더는 선형좌굴, 두꺼운 실린더는 소성붕괴에 따
르나 중간 범위에서는 좌굴과 소성이 상호작용을 하여 명확히 
추정할 수 없다고 하고, 다음 식들이 제시되었다. 외압 q를 받
고, 길어서 끝단의 영향을 받지 않으며 난형도가 없는 원형 실린
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더는 탄성좌굴하중 (elastic buckling pressure) 식 (3.3.23.a)과 
소성임계압력 (plastic limit pressure) 식 (3.3.23.b)중 작은 값
이 좌굴임계하중(압력)이 된다. 식 (3.3.23.a)은 8<D/t<15 에 
무난하다고 하였는데, 이 비율이 제법 크므로 (D/t-1≅D/t)로 
본다면 Timoshenko & Gere (1961)의 식 (2.2)과 같아진다. 식 
(3.3.23.b)은 D/t>6에 대해 적합하며 식 (3.3.22.c)과 동일하다.

  







 





 (3.3.23.a)

  
 

  (3.3.23.b)

한편 두꺼운 실린더의 경우, 최대 응력값은 S==1/2‧q‧D/t 
보다 커질 수 있어 식 (3.3.23.a)과 식 (3.3.23.b)의 qE’, q0을 S
에 적용하여 응력을 표현하면 다음 식과 같다.

 











 (3.3.24.a)

   



  (3.3.24.b)

이것을 식 (3.3.22.a)에 적용하면 붕괴시의 응력은 식 
(3.3.25)이다.
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 (3.3.25)

두께가 얇아지면 내외부 표면의 응력이 평균화됨(Corradi et 
al., 2011)을 적용하면 식 (3.3.23.a~b)은 다음과 같이 선형좌
굴하중식 (3.3.26.a)과 소성좌굴하중식 (3.3.26.b)로 되고 원주
방향 평균응력(F= )식은 선형과 소성에 따라 (3.3.26.c)에서, 
FE, Fo가 된다.

  


 
 

 (3.3.26.a)
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    (3.3.26.c)

탄성좌굴과 소성붕괴는 서로 독립적이나 (3.3.23)에서, 비교
를 한다면   






 




 

 

 





 



  가 된다. 박

판의 경우에는 고차항이 제거된 후, k=1/(1-ν2)(E/σ0) 이므로 Λ
=√(p0/pE)=(1/√k)(D/t)와 같이 무차원화된 두께 비율이 도출된
다. Λ =1은 두 경우의 경계 값이고, Λ>1이고 q0>qE이면 이론적
으로 탄성좌굴이고 Λ<1이고 q0<qE이면 소성붕괴가 된다 (Fig. 3). 

Yoo (2010)에서는 두꺼운 실린더의 붕괴압력식을 Corradi(2009)
와 같이 qH를 사용하였으며 두꺼운 실린더 해당되는 비율이 
6.8, 10인 실린더 적용 예를 보였다. 얇은 실린더의 경우, 원형 
단면이 유지되지 않거나 용기 중간에 불연속 형상(Imperfection)
이 있으면, 앞에서 제시한 항복/파단압력보다 매우 작은 압력에
서도 항복과 파단이 발생할 수 있다.

Fig. 3 Mode shapes for elastic and plastic collapse 
(Corradi et al., 2011)

3.3.4 선형좌굴시 지지대의 효과
(Harvey, 1991) 문헌에, 직경에 비해 길이가 짧고 끝단에 보

강재가 있는 실린더의 경우에는 끝단 지지에 의해 two-lobe 보
다 모드수가 높아지므로 선형좌굴발생 전까지의 임계압력이 식 
(3.3.27)과 같이 커질 수 있다. 반면, 매우 긴 실린더나 튜브의 
경우, 식  (3.3.27)은 (Harvey, 1991 문헌의 Fig. 8.11에 제시된 
길이/반지름 비와 로브수로 정해지는) K 값을 사용하여 단순화 
된다.

 




 











 



 






  





                (3.3.27)

3.3.5. 난형도의 영향
실린더에서의 난형도(noncircularity or ovality)는 원형의 완벽함

을, 편심도는 벽두께의 불균일성을 의미한다. 실린더의 난형도는 
Timoshenko & Gere (1961)에서 처음 소개되었으며 Harvey (1991)
에서도 난형도에 대한 내용을 언급하고 있다. 특히, Bickell & Ruiz 
(1967)에서는 두꺼운 실린더에 난형도가 있는 경우의 좌굴하중식
(식 (3.3.28.a), 식 (3.3.28.b))을 제시하였으며 탄성좌굴하중이 
대체로 항복이나 소성 불안정 하중보다 크게 산출되며, 따라서 소성
변형에 의한 붕괴를 설계제한으로 제시하였다.
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  (3.3.28.a)
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′





  (3.3.28.b)

여기서, K는 항복응력 값이고 u는 out-of-roundness 값으로 
다음 중 큰 값이다.

 max min

max min
×  or   


×     (3.3.29)

또한 최대인장강도(K)와 단면의 난형 정도 값 (Fig. 4의 a=A)
을 활용한 다음식도 제안되었다.
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        (3.3.30)

 

Fig. 4 Ovality of cylinder

3.4 붕괴하중 산출 예

붕괴하중 산출을 위하여 압력 체임버 실험(Choi et al., 
2016)을 참고 하였다. 시편의 재질은 알루미늄이며 주요 제원은 
Table 1과 같다. 또한 직경/두께 비(D/t=14.7)로 두꺼운 실린더
에 속한다. 외부 표면에서 측정된 변형률은 Table 2와  Fig.5와 
같이 410 bar까지 선형적으로 증가하다가, 450 bar 이후 급속
하게 증가하는 것을 알 수 있다. Table 2의 게이지 채널(ch)별로
의 볼드체 변형률 값과 Fig. 5의 타원에 표기된 부분은 이러한 
좌굴과 붕괴현상을 나타내고 있다. Fig. 5에서 선형해석 FEA에 
의한 값은 직선을 보인다. 실험에서 504.5 bar까지 지속적으로 좌
굴이 발생하였으나 실린더의 덮개와 본체사이의 틈이 발생하여 최
Table 1 Principal dimension of thick cylinder
Outer diameter (D0) 295.7 mm
Inner diameter (Di) 255.7 mm
Length (L) 590 mm
Thickness (t) 20 mm
Internal pressure (Pi) 1 bar
Elastic modulus (E) 69 GPa
Yield strength (σㄴ) 369 MPa
Tensile strength (σu) 385.4 MPa

Table 2 Strain  (10e-3) result of pressure chamber test 
(Choi et al., 2016)

Pressure (bar)
Ch 200 250 300 350 380 410 450 490 504.5
1 0.44 0.60 0.77 0.93 1.03 1.13 1.30 1.54 1.71
2 1.39 1.73 2.07 2.41 2.61 2.84 3.20 3.82 4.23
3 0.30 0.40 0.49 0.59 0.65 0.70 0.76 0.82 0.85
4 1.11 1.47 1.81 2.16 2.38 2.62 3.03 4.13 4.97
5 1.44 1.78 2.09 2.40 2.60 2.82 3.17 3.59 3.81

 

Fig. 5 Comparison of test and FEA (Choi, et al., 2016)

Fig. 6 Collapse of thick cylinder (Choi, et al., 2016)
종 붕괴까지 도달하기 전에 실험이 중단되어, 최종 붕괴하중과 
변형률을 확보하지 못하였으며 실험의 촬영 위치로 인하여 붕괴
현상의 촬영도 불가능하였다. 다만, 최종 시편의 형상(Fig. 6)으
로 미루어 로브 수를 3으로 봄이 타당하다고 판단된다.

Table 1의 실린더 제원에 대해서, 본 문의 식에 의한 4가지 
경우에 대한 하중과 응력 값이 Table 3에 계산되었다.

(1) 얇은 실린더의 좌굴하중식에 의한 좌굴하중과 (lobe 수= 
3) 응력값들이다. 최소치가 식 (2.9)의 852 bar이고 대부분 비
교적 큰 값이 도출되었다. 참고로 (Nho, et al.,2017) 논문에서
는 양 끝에 덮개가 있는 얇은 실린더의 좌굴 실험에서 L/D가 5
이하인 실린더 샘플에 대해 lobe 수를 3으로 하였다. 

(2) Papadakis (2008)의 식 (3.3.1)에서 lobe가 2, 3 인 경우
의 좌굴하중 값은 667, 1705 bar이다. 

(3) Collapse 경우, 탄성한계붕괴의 식 (3.3.20.b)에서 외압
만 작용 시에는 하중 qe는 486 bar, 응력은 359 MPa, 수압이 
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전체에 작용 시에는 (3.3.20.c)에서  하중 qHe는 561, 응력은 
414 MPa 이다. 소성붕괴의 경우, 수압이 전체에 작용 시에 
(3.3.22.a)에서 qH는 646, 응력은 478 MPa, (축하중 없는) 외
압만 작용 시는 식 (3.3.22.c)에서 하중 q0은 539 bar, 응력은 
398 MPa다.

중간 두께 범위 실린더에 대한 탄성한계붕괴 (3.3.23.a)를 적
용한 경우에는 qE는 539 bar, 응력은 399 MPa, 소성붕괴식  
(3.3.23.b) 적용 시에는 q0은 539 bar, 응력은 398 MPa이다. 
두 식 (3.3.22.c)과 (3.3.23.b)는 동일하므로 하중 값도 같다. 
또한 제법 두꺼운 실린더의 경우 (3.3.23.a)와 (3.3.23.b)의 하
중 값도 동일함을 볼 수 있다. 

(4) 난형도가 1%, 2% 있는 경우에 식 (3.3.28.a)에 의해 좌
굴하중은 418과 357 bar이다. 1%의 예는 Dmax=295.7 mm, 
Dmin=292.7 mm인 경우이다.

한편, 실험이 504.5 bar에서 중단되어 탄성한계붕괴 하중인 
qHe 561 bar 와 소성붕괴하중 qH 646 bar와의 격차를 명확히 규
명할 수가 없다. 실린더의 붕괴 시작점을 찾으려면 반경방향 
FEA 해석의 응력값이 사용되나, (비선형) FEA 해석이 매우 정
확하여 실험과 일치해야 하는데 실험과 해석결과에 편차가 있어  
문제가 된다. 제시된 식들의 다소 제한적인 요소는 붕괴식 도출
이 평면변형(plane strain)을 기반으로 한 점이다. 즉, 길이가 제
법 긴 실린더에 적용하는 가정을 하고 있으나 실험에 사용된 실
린더는 길이가 짧아 끝단의 영향이 없다고 볼 수 없다. 따라서 
제시한 식들의 결과와 실험에 사용된 두꺼운 실린더의 붕괴현상
과의 정확한 결과를 도출하기에는 부족한 점들이 있다.

Table 3 Buckling and collapse loads of thick cylinder
Equation Load(bar) Stress (MPa)

(1) Thin cylinder 
buckling 
(n=3)

2.7 2375 -
2.9 852 -
2.10 1135 -
2.11 2740 -

(2) Nonlinear 
buckling

3.3.1, m=2 667 -
3.3.1, m=3 1705 -

(3) Collapse
3.3.20.b  486 359
3.3.20.c  561 414
3.3.22.a  646 478
3.3.22.c  539 398

(4) Ovality 3.3.28.a, 1% 418 -
3.3.28.a, 2% 357 -

4. 결 론
1) 본 연구에서는 국․내외에 발표된 두꺼운 실린더형 압력용

기의 이론식과 연구내용을 조사하고 소성붕괴 이론 전개과정을 

보완하였다.
2) 얇은 실린더의 경우, 재료의 탄성계수 E가, 두꺼운 경우에

는 응력값이 좌굴을 결정한다. 따라서 얇은 실린더의 경우, 고항
복강도 강철을 사용할 필요가 없고, 두꺼운 실린더의 경우 재료
의 항복강도가 중요하다. 이는 심해용 압력용기에 고강도 재료
가 사용되는 이유이다. 얇은 실린더는 좌굴에 의한 붕괴에, 두꺼
운 실린더는 소성에 의한 붕괴에 대한 분석이 필요하다.

3) 두꺼운 실린더에 대해 본문 식들의 붕괴하중을 계산한 결
과 소성에 기초한 붕괴하중이 탄성한계의 붕괴하중보다 크게 계
산된다. 실린더 내부에서 항복이 시작되어 외부까지 소성화 된 
후 (초기결함난형도, 재료의 영향 등이 포함되어) 좌굴형상을 따
라 안쪽으로 붕괴된다. 예로 제시된 두꺼운 알루미늄 실린더 실
험에서 항복이 시작되는 하중점은 약 410 bar 이후, 붕괴 하중
은 500 bar 이후로 예상되므로 Table 3의 (3)항 Collapse 식 중
에서 소성에 기초한 붕괴하중이 적합한 것으로 보인다. 즉 두꺼
운 실린더의 경우 hydraulic 압력을 받을 때에, 탄성과 소성붕괴
하중식 3.3.20.c와 3.3.22.a에 관심을 두어야 한다.

4) 실린더와 같이 3축 하중을 받는 경우는 단축실험을 통하
여 획득한 항복/최대인장응력값을 기준으로 응력 비교나 붕괴하
중을 산출하는 것은 부족한 면이 있다. 압축시험과 전단시험에 
의한 재료의 특성이 적용될 필요가 있다. 또한 난형도에 비례하
여 붕괴하중이 감소하므로,  난형도 크기에 대한 구체적 정보가 
필요하다.

추후, 붕괴과정이 완전히 유지되는 실험을 통하여 항복점, 붕
괴하중, 실린더 표면의 변형률과 응력을 산출하고, 본문에 수록
된 식들과의 비교가 필요하다. 또한 두꺼운 실린더의 경우에는 
내부에 스트레인게이지를 부착하여 정확한 변형상태(변형률)를 
파악하는 실험도 필요하며,  보강재가 있으면 좌굴과 붕괴방지
에 도움이 되므로 보강재가 있는 두꺼운 실린더에 대한 연구도 
필요하다. 
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Appendix A
(Harvey 2.8절)에서, hoop stress 와 radial stress 는 다

음 그림과 같고, 반경()방향 변형만 고려한 경우, 구체적인 응력
식 도출과정은 면 m1n1에서의 응력 변화량을 고려하면 힘의 평형
방정식 (A.2)이 되고 고차항이 제거되면 (A.3)이 된다. 길이 방향 
변형률이 일정하고 축에 대칭구조이므로 반경방향 변위 u만 r방향
으로 변화한다면, r+dr 위치에서 (A.4)가 되고 방향별 변형률은 
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(A.5)과 (A.6)가 된다. Hooke’s Law에 의해 응력식 (A.7), (A.8)
이 되고 이 식들을 식 (A3)에 대입하면 평형방정식 (A.9) 가 도출
된다. 이 미분방정식의 일반해인 변위로 (A.10)를 정하고. 이 변
위를 (A.7-8)에 대입하여 응력식 (A.11-12)을 구하고, 이어서 실
린더의 내부와 외부에서의 압력 Pi, Po을 실린더 내부와 외부의 
위치인 =a, =b에 경계조건으로 적용하고 (A.13), 계수를 정
리하면 (A.14), 응력식 (A.15-16)이 최종적으로 산출된다. 
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두꺼운 실린더의 선형 응력식을 도출하는 과정은 (Bickell 5.1
절)에서, 실린더에서 탄성해석을 고려하는 경우 위의 A와 달리 3
방향 변위성분을 다 사용한다. 다음 그림에서 Hooke’s Law를 적
용하고 (은 평균 반지름), 평형방정식은 (A.16)이, 응력과 변위
관계식은 (A.17)이 된다. 반경 방향 r, 원주방향 , 축방향 x 변
위는 w, u, v 이다. 하중이 축에 대칭인 경우 방향 변화를 무시
하면 u=0이 되어, 평형방정식은 2개로 식 (A.18)이 된다. 변위 
함수를 설정하고 미분방정식을 풀면서, 전단 변형과 따라서 전단
응력을 무시하면 양단이 막히고 내압을 받는 실린더의 응력식 
(A.19)이 도출된다 (식의 는 끝단의 축응력 ). 
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다음 Table A.1은 본문의 식 번호와 일치하는 참고문헌들의 
식 번호이다.

Table A.1 Comparison of Eq. no of paper and reference 
book (Ref.: reference book in the paper, T: 
Timoshenko, B: Bickell, R: Ross, H: Harvey)

Paper Ref. Paper Ref. Paper Ref.

2.2 T,1961 2.1 15.4 3.3.9 8.4.27-12

2.3 7-15 2.11 R,1990 3.3.10 8.4.33.2

2.4 7-16 2.12 H,1991 3.3.11 8.4.48.2.37
2.5 7-17 2.13 8.2.38 3.3.12 8.4.5

2.6 11-12 2.14 8.2.39 3.3.27 H,1991
8.5.1

2.7 11-23 3.2.3.a B,1967 3.3.28.a B,1967
11.19 15.5

2.8 B,1967 3.2.3.b 11.18 3.3.28.b 15.515.1

2.9 15.3 3.3.8 H,1991 3.3.30 15.68.4.1
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