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Abstract

In this study, an analytical model is proposed to estimate the buckling responses of tapered piles. The governing 

differential equation of the soil-pile system considering the tapering and side friction of the pile and the soil nonhomogeneity 

is derived, which is numerically integrated by the Runge-Kutta method and then the eigenvalue of bucking load is 

determined by Regula-Falsi algorithm. For a cylindrical pile, the results obtained from this study are found to compare 

well with those reported in literature. Illustrative examples for buckling load and stress as well as buckled shape are 

provided to investigate the effects of dimensionless parameters related to the soil-pile system.

 

요   지

본 논문에서는 테이퍼 말뚝의 좌굴 거동을 평가할 수 있는 해석모델을 제안하였다. 말뚝의 변단면과 주면마찰, 지반

의 비균질성을 고려하는 지반-말뚝 시스템의 좌굴을 지배하는 미분방정식을 유도하였다. 이 지배방정식을 Runge-Kutta 

법을 이용하여 직접 수치 적분하였고, 미분방정식의 고유치인 좌굴하중은 Regula-Falsi 법을 이용하여 산정하였다. 

원통형 말뚝에 대한 문헌값과 이 연구의 좌굴하중을 비교하여 연구의 타당성을 검증하였고, 지반-말뚝에 관련된 무차

원변수가 좌굴하중, 좌굴모드, 좌굴응력에 미치는 영향을 분석하였다.

Keywords : Tapered pile, Side-friction, Buckling load, Buckled shape, Nonhomogeneity

1. 서 론

말뚝의 축방향 허용지지력은 말뚝재료의 허용압축하

중과 지반의 허용지지력 중 작은 값으로 결정한다. 국내

의 경우 말뚝이 설치되는 지반의 허용지지력은 말뚝재

료의 허용하중과 비교하여 작은 것이 보통이며 이에 따

라 말뚝의 축방향 허용지지력은 지반의 허용지지력에 

의하여 결정되는 경우가 대부분이다(KGS, 2015). 그러

나 최근에는 말뚝의 시공 및 관리기술의 향상에 힘입어 

말뚝재료의 허용하중에 상당하는 지반조건까지 말뚝을 

시공하여 말뚝재료를 최대한 활용하는 설계방법도 적

용되고 있으며 이러한 장대말뚝의 설계 시 말뚝의 좌굴 

안정성에 대한 검토는 필수적이다. 이는 작용하중이 허

용압축하중보다 작아 축방향 하중에 의한 압축파괴에 
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                       (a)                                  (b)                         (c)

Fig. 1. Notations for soil-pile system: variations of (a) pile radius, (b) coefficient of subgrade reaction, and (c) unit side-friction resistance

대해서는 안정하더라도 횡방향 굽힘에 따른 좌굴파괴

가 발생할 수 있기 때문이다(AASHTO, 2012). 특히, 연

약한 점토지반이나 액상화 및 세굴 발생 지반의 경우 

좌굴에 의한 붕괴가능성은 증가한다(Shanker et al., 2007, 

Vogt et al., 2009, Jeong et al., 2015, Liang et al., 2015, 

Albusoda and Abbase, 2017).

그동안 축방향 압축하중을 받는 말뚝의 좌굴 거동에 

관한 많은 연구가 수행되었다. Hetenyi(1946)에 의한 탄

성기초 위에 놓인 보의 안정성에 대한 접근법은 탄성지

반에 의해 횡방향으로 지지된 말뚝의 좌굴해석으로 확

장되었다. 예로서, Bjerrum(1957)은 회전-회전 단부조건

을 갖는 말뚝의 좌굴하중에 대한 정확해를 산정하였고 

Davisson et al.(1963, 1965)은 부분매립 말뚝의 단부조

건이 말뚝 거동에 미치는 영향을 연구하였다. Prakash 

(1987)와 Chen et al.(2015)은 말뚝의 좌굴하중을 산정에 

있어서 에너지법과 첨단재앙이론(cusp catastrophe theory)

를 각각 적용하였다. West et al.(1997)은 말뚝의 좌굴하

중과 좌굴모드를 군집형태(clustering pattern)에 대하여 

연구하였다. Vogt et al.(2009)은 모형실험을 통하여 지

반의 비선형을 고려한 말뚝의 비탄성 좌굴거동을 평가

하였고 Deng et al.(2017)은 Vlasov 지반에 설치된 말뚝

의 좌굴하중을 산정하였다.

이상의 연구에서는 말뚝 축에 작용하는 축방향력은 

일정하다고 가정하여 말뚝 축을 통한 축하중의 변화를 

허용하지 않았다. 이러한 가정은 길이가 상대적으로 짧

은 말뚝의 좌굴하중 산정에는 적합하지만, 대심도 말뚝

에서는 축방향력의 변화를 고려하여야 한다. 이는 상부

하중으로 인해 말뚝 주면에 발생하는 수직방향의 상향 

저항력이 말뚝의 좌굴 거동에 영향을 미치기 때문이다. 

지금까지 말뚝의 주면마찰력을 고려한 말뚝-지반 상호

작용에 관한 연구는 매우 제한적이다. 그동안 마찰말뚝

의 좌굴에 대한 연구는 에너지 법(Reddy and Valsangkar, 

1970), Rayleigh-Ritz 법(Gabr et al., 1994) 및 모드군집 

법(modal clustering technique, Heelis et al., 2004) 등의 

다양한 방법이 적용되었지만 이들은 모두 원통형 말뚝

을 대상으로 하였다.

이 논문은 비균질 지반에 시공된 테이퍼 마찰말뚝의 

좌굴 거동을 연구하는 데 그 목적이 있다. 이를 위해 말

뚝의 변단면, 지반의 비균질성, 말뚝의 주면마찰의 영향

을 고려하여 지반-말뚝 시스템의 좌굴을 지배하는 상미

분방정식과 경계조건을 유도하였다. 원통형 마찰말뚝에 

대한 좌굴하중의 수치해를 문헌값(Gabr et al., 1994)과 

비교하여 제안된 해석모델의 타당성을 검증하고, 지반-

말뚝에 관련된 무차원변수가 좌굴하중 및 좌굴모드, 좌

굴응력에 미치는 영향을 분석하였다.

2. 지반-말뚝 시스템

Fig. 1은 비균질 지반에 매설된 테이퍼 마찰말뚝의 좌

굴해석에 필요한 변수들을 나타낸다. Fig. 1(a)와 같이 
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말뚝길이는 l이며 말뚝단면은 원형으로 가정한다. 테이

퍼 말뚝의 단면은 깊이가 증가함에 따라 선형으로 감소

한다. 말뚝두부 x = 0의 반경은 rt이고 말뚝선단 x = l에

서는 rb이다. 말뚝 깊이 x에서의 반경 r을 수식화하기 위

하여 단면비 ar를 다음과 같이 정의한다.

 



 (1)

본 연구의 단면비 ar는 0과 1사이에 존재하며, 이는 

말뚝의 단면이 깊이 방향으로 작아지는 형태의 테이퍼 

말뚝을 의미한다. 한편, 말뚝 중앙에서의 반경 re는 다음

과 같이 표현할 수 있다.

 



  (2)

이로부터 말뚝 중앙에서의 단면폭 we, 원주길이 ue, 단

면적 Ae, 단면이차모멘트 Ie는 다음과 같이 구할 수 있다.

  ,   ,  
,  

 (3)

식 (1), (2)를 이용하면 말뚝 깊이 x에서의 반경 r을 

다음과 같이 표현할 수 있다.





  (4)

여기서 mr = ar + 1, nr = ar - 1, Hx = 1 + nr(x/l)이다.

한편, 말뚝 깊이 x에서의 단면폭 w, 원주길이 u, 단면

적 A, 단면이차모멘트 I는 반경 r의 함수로 이를 정리하

면 다음과 같다.





 , 









 , 









  (5)

Fig. 1(b)는 지반의 비균질성을 나타나며 이는 말뚝 깊

이에 따라 선형적으로 증가하는 지반반력계수(coefficient 

of subgrade reaction)로 고려된다. 말뚝의 두부와 선단

에서 지반반력계수는 각각 kt와 kb이다. 말뚝 깊이 x에서

의 지반반력계수 k를 수식화하기 위하여 지반반력계수

비 ak를 다음과 같이 정의한다.

 



 (6)

여기서, ak < 1와 ak > 1는 깊이 방향에 따른 지반반력의 

감소와 증가를 각각 의미하고 ak = 1은 깊이 방향에 따

른 지반반력이 일정한 균일한 지반을 나타낸다.

말뚝 중앙과 말뚝 깊이 x에서의 지반반력계수 ke, k는 

다음과 같이 표현할 수 있다.

 



  (7)





  (8)

여기서 mk = ak + 1, nk = ak - 1, Qx = 1 + nk(x/l)이다.

Fig. 1(c)는 축방향 압축하중을 받는 테이퍼 말뚝의 주

면에 발생하는 단위주면마찰력(unit side-friction resistance)

을 나타내며 이는 말뚝 깊이에 따라 선형적으로 증가한

다. 말뚝의 두부와 선단에서의 단위주면마찰력은 ft각각 

fb와 이다. 말뚝 깊이 x에서 단위주면마찰력 f를 수식화

하기 위하여 주면마찰계수비 af를 다음과 같이 정의한다.

 



 (9)

본 연구에서 주면마찰계수비는 af ≥ 1의 값을 가지며 

이는 단위주면마찰력이 깊이 방향으로 일정하거나 선

형적으로 증가하는 지반을 의미한다. 한편, 말뚝 중앙과 

말뚝 깊이 x에서의 단위주면마찰력 f를 각각 다음과 같

이 구할 수 있다.

 



  (10)

 



  (11)

여기서 mf = af + 1, nf = af - 1, Sx = 1 + nf (x/l)이다.

한편, 테이퍼 말뚝의 경계조건으로 말뚝두부는 자유, 

말뚝선단은 자유, 회전, 고정으로 가정한다. 즉, Fig. 1(a)

와 같이 말뚝의 경계조건은 자유-자유, 자유-회전 및 자

유-고정을 적용한다.
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(a) (b)

Fig. 2. (a) Idealization of a bucked taper pile embedded in elastic foundation supported by friction forces, and (b) defection and forces 

of pile segment

3. 수학적 정식화

Fig. 2(a)는 말뚝두부에 가해진 좌굴하중 B에 의해 변

형된 말뚝형상의 예를 직교좌표계 (x, y)에 나타낸 그림

이다. 이 때, 말뚝선단에는 상향 반력 Rb가 작용하고 말

뚝 내부에는 축방향력 N, 전단력 V, 휨 모멘트 M의 합

응력이 작용한다. 말뚝 외부에는 말뚝변위 y에 저항하

여 y의 반대방향으로 수평방향 지반반력 kwy가 발생하

고 축방향력 N에 의하여 주면마찰력 fu가 상향으로 작

용한다. 

Fig. 2(b)는 미소길이 dx를 갖는 말뚝요소의 자유물체

도를 직교좌표계 (x, y)에 나타낸 것이다. 이 요소에는 

내력인 합응력 N, V, M과 외력인 지반반력 kwy 및 마찰

력 fu가 작용하여 평형상태를 이룬다. 따라서 ∑Fx = 0, 

∑Fy = 0, ∑M = 0의 평형방정식을 구하면 다음 식들과 

같다.




   (12)




   (13)









  (14)

말뚝요소에 대한 다음의 휨-변위 관계식(Gere and 

Timoshenko, 1997),







 (15)

를 식 (12)-(14)와 조합하여 풀면 다음과 같은 4계 미분

방정식을 얻는다.
















 









   

(16)

여기서 E는 말뚝의 탄성계수이고, 말뚝 깊이 x에서의 

축방향력 N은 다음과 같이 정의할 수 있다.






  (17)

위의 식 (17)에 식 (5), (11)을 대입하여 정리하면 다

음과 같다.





  (18)

여기서  
























이며, 깊이 x = l에

서의 축방향력 Nx=l은 Rb와 동일하다.

해석의 편의를 위해 다음과 같은 무차원 변수를 도입

한다.
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,  




,  



,  




,  





,  





 

(19)

여기서, ξ와 η는 무차원 직교좌표, γ는 장경비, α는 특성길

이비, β는 마찰변수, b는 좌굴하중변수이다. 식 (19)에서 

λ는 다음 식 (20)으로 정의되는 특성길이(characteristic 

length)이며 지반-말뚝의 상대강성을 의미한다.

 





 (20)

식 (19), (20)을 식 (16)에 대입하고, 이미 유도해 놓은 

식 (5), (8), (11), (18)을 이용하여 정리하면 다음과 같은 

무차원 4계 상미분방정식을 얻을 수 있다.


















































































  (21)

여기서 
 ,   ,   ,   










이다.

이제, 지배 미분방정식의 경계조건을 다음과 같이 유

도한다. 말뚝두부는 자유이므로 x = 0에서 휨 모멘트 M

과 전단력 V는 0이다. 이로부터 ξ = 0에서 자유단의 경

계조건을 다음과 같이 구할 수 있다.






 ;













  (22)

유사하게 말뚝선단(x = l)이 자유단인 경우, ξ = 1에서

의 경계조건은 다음과 같다.






 ;













 









 
 




 


 (23)

말뚝선단이 회전단인 경우, 수평변위 y와 휨 모멘트 

M은 0이므로 ξ = 1에서의 경계조건은 다음과 같다. 

  ;





  (24)

말뚝선단이 고정단인 경우, 수평변위 y와 회전각 dy/dx

는 0이므로 ξ = 1에서의 경계조건은 다음과 같다.

  ;



   (25)

이상과 같이 본 연구의 말뚝 단부조건은 자유-자유, 

자유-회전, 자유-고정을 적용하였으나 유사한 방법으로 

그 밖의 단부조건을 유도할 수 있다.

말뚝에 좌굴하중 B가 작용하면 말뚝 깊이 x에는 축방

향력 N에 의한 좌굴응력 σb가 발생한다. 이 좌굴응력 σb

는 식 (5), (18)로 수식화된 A, N식을 이용하여 다음과 

같이 무차원화할 수 있다.

 














 


  (26)

여기서 ζb는 좌굴응력변수이다.

4. 수치방법 및 검증

이상에서 비균질 지반 속에 매설된 테이퍼 말뚝의 좌

굴해석을 위한 지배방정식 (21)과 경계조건식 (22)-(25)

를 유도하였다. 수치해석을 위한 입력변수는 말뚝의 단

부조건과 더불어 단면비 ar, 지반반력계수비 ak, 주면마

찰계수비 af, 장경비 γ, 특성길이비 α, 마찰변수 β이고, 입

력변수에 의해 계산되는 상수들은 mr = ar + 1, nr = ar - 1, 

mk = ak + 1, nk = ak - 1, mf = af + 1, nf = af - 1이다. 수치

해석을 통해 얻는 결과값은 좌굴하중변수 b, 좌굴모드 

(ξ, η), 좌굴응력변수 ζb이다. 미분방정식의 고유치인 좌굴

하중변수 b는 비선형방정식의 해법 중에 하나인 Regula- 

Falsi 법을 이용하였고 좌굴모드 (ξ, η)은 Runge-Kutta 

법을 이용한 수치적분을 통해 산정하였다(Carnahan et 

al., 1969). 좌굴응력변수 ζb는 입력변수와 결과값을 식 

(26)에 대입하여 계산할 수 있다. 이와 같은 지반-기초 

시스템의 고유치 문제에 대한 구체적인 수치해석 방법

은 기존 문헌(Lee et al., 2014)에서 찾을 수 있다.

Fig. 3은 원통형 마찰말뚝에 대한 좌굴하중변수 b를 

나타낸 그림이며 수치해 산정에 이용한 경계조건과 입
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Fig. 3. Comparison of obtained and existing solution for cylindrical piles with different boundary conditions: (a) free-free, (b) free-pinned, 

and (c) free-fixed

Fig. 4. Variation of b with ar

력변수를 그림 상단에 나타내었다. 해석모델의 검증을 

위해 결과값과 Gabr et al.(1994)의 값을 함께 나타냈었

고 이로부터 두 결과값이 우수하게 근접하는 것을 확인

할 수 있다. 참고로 Gabr et al.(1994)의 값은 경계조건을 

만족하는 수식으로 좌굴모드를 가정하여 미분방정식에 

대입하는 Rayleigh-Ritz 법을 이용하여 얻은 결과이고 

본 해석결과는 미분방정식을 직접 적분하여 얻은 결과

로 수치해석방법에 차이가 있음을 밝혀둔다.

5. 수치결과 및 토의

지반-말뚝 시스템의 재료 및 기하학적 특성이 좌굴하

중에 미치는 영향을 분석하기 위하여 다음과 같은 입력

변수를 적용하여 수치해석하였다: re = 0.5m, ke = 10MN/m
3
, 

E = 20GPa. 이들 값에 대한 특성길이는 λ = 2.5m로 계산

되며 이 경우 γα = 0.4로 장경비 γ와 특성길이비 α는 서

로 종속적인 관계를 갖는다. 그 밖에 해석에 사용된 무

차원 변수는 Figs. 4-8의 상단에 표시되어 있다.

Fig. 4는 깊이 방향으로 단면이 작아지는 테이퍼 말뚝

의 좌굴하중변수 b에 대한 단면비 ar의 영향을 나타낸

다. 주어진 말뚝-지반조건에서 ar이 증가하면 b는 증가

하다가 ▲로 표시한 좌표에서 최대치를 보인 후에 다시 

감소한다. 이 그림에서 ▲는 다른 변수가 일정할 때 가

장 큰 좌굴하중 b를 갖는 단면비 ar를 나타내며 이 때의 

말뚝을 최적말뚝이라 표현할 수 있다. 예로서 자유-고정 

말뚝인 경우, 최적 단면비 ar-opt = 0.49이고 이에 대응되

는 최대 좌굴하중변수 bmax = 1.804이 되며 이 보다 더 

큰 좌굴하중변수 b는 존재하지 않는다. 따라서, 이 그림

을 통해 최대 좌굴하중을 갖는 말뚝의 설계변수 ar-opt 및 

bmax를 결정할 수 있다.

Fig. 5는 테이퍼 말뚝의 좌굴하중변수 b에 대한 지반반

력계수비 ak의 영향을 나타낸다. 여기서 ak < 1은 지반반

력이 깊이에 따라 작아지는 경우이며 ak > 1은 그 반대의 

경우이다. 이는 점토지반의 경우 과입밀점토와 정규압밀

토에 각각 해당한다(Rowe and Booker, 1981; Coduto, 

2001). ak = 1인 균일지반을 경계로 하여 ak < 1에서 지

반반력이 좌굴하중변수에 미치는 영향성이 ak > 1에 비

해 큰 것을 확인할 수 있다. 또한, 지반반력계수비 ak와 

말뚝의 단부조건에 따라 좌굴하중변수 b는 증가 또는 

감소하는 것을 확인 할 있으며 Fig. 4와 마찬가지로 Fig. 

5에서도 최적 말뚝의 (ak-opt, bmax)가 존재(▲로 표시)한

다. 예로서 자유-회전 말뚝에서 지반반력계수비 ak-opt = 
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Fig. 5. Variation of b with ak

Fig. 6. Variation of b with af Fig. 7. Variations of b with (a) γ and (b) α

0.25에 대응되는 최적 좌굴하중변수 bmax는 1.757이다.

Fig. 6은 테이퍼 말뚝의 좌굴하중변수 b에 대한 주면

마찰계수비 af의 영향을 나타내며 예상한 바와 같이 b는 

af에 독립적인 것을 확인할 수 있다. 이러한 이유는 이 

수치예에서 마찰변수 β는 일정하므로 말뚝 주면에 작용

하는 총마찰력(




 )은 af에 상관없이 일정하기 때

문이다. 한편, 입력값 β = 0.0005는 주면마찰력 fe = 31.4 

kPa(식 (19) 참조)에 대응되는 값으로 이는 연약지반의 

주면마찰력을 반영한다.     

Fig. 7은 테이퍼 말뚝의 좌굴하중변수 b에 대한 장경

비 γ 및 특성길이비 α의 영향을 나타낸다. 앞에서 설명

한 바와 같이 주어진 수치예에서 γ와 α는 종속적인 관계

에 있으므로 Fig. 7에 좌굴하중변수 b에 대한 γ와 α의 

관계를 함께 도시하였다. γ의 증가는 α가 감소를 의미하

며 이 경우 b는 감소한다. γ > 0.2와 α < 2에서 말뚝은 

강성말뚝으로 간주되며 b는 경계조건에 상관없이 서로 

근접하고 그 값은 매우 작다. 반면에 γ < 0.1와 α > 4에

서 말뚝은 연성말뚝으로 간주되며 이 때 γ의 b에 대한 

영향력은 경계조건에 따라 달라지고, γ가 작을수록 크

고 α의 경우에는 그 반대이다.

Fig. 8은 테이퍼 말뚝의 좌굴하중변수 b에 대한 마찰
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Fig. 8. Variation of b with β

Fig. 9. Buckling modes of tapered friction piles: (a) free-free, (b) 

free-pinned, and (c) free-fixed

Fig. 10. ζb profiles along ξ : (a) free-free, (b) free-pinned, and 

(c) free-fixed

변수 β의 영향을 나타낸다. β가 증가하면 b는 거의 선형

적으로 증가하며 β에 따른 b의 증가율은 자유-자유 경

계조건이 다른 단부조건(자유-회전, 자유-고정)에 비해 

크다.

Fig. 9는 테이퍼 말뚝의 좌굴모드 (ξ, η)의 예를 나타

낸다. 실선과 점선은 단면비 ar가 각각 0.5와 0.8에 대한 

좌굴모드로 말뚝의 테이퍼 각도에 따라 좌굴형상은 변

함이 없으나 말뚝 깊이에 따른 횡방향 변위의 크기와 

최대 횡방향 발생지점이 크게 차이가 나는 것을 알 수 

있다. 또한, 경계조건에 고유의 좌굴형상을 가지며 횡방

향 변위에 대한 경계조건의 영향성은 Fig. 9(a)의 자유-

자유 경계조건이 다른 단부조건(Fig. 9(b)의 자유-회전, 

Fig. 9(c)의 자유-고정)에 비해 크다. 특히, 말뚝의 선단

부에서 자유인 경우 상대적으로 큰 횡방향 변위가 발생

하는 반면 고정은 변위와 처짐각이 0인 것을 확인할 수 

있다.

Fig. 10은 좌굴된 테이퍼 말뚝의 깊이 별 좌굴응력변

수 ζb의 예로 실선과 점선은 단면비 ar가 각각 0.5와 0.8

에 대한 ζb를 나타낸다. 이 수치예의 경우 최대 좌굴응력

은 자유-자유, 자유-고정의 경우에 말뚝 하단에서 발생

하지만, 자유-고정의 경우에는 말뚝 상단에서 발생한다. 

또한, 자유-자유 말뚝의 경우에 ar = 0.8의 b가 ar = 0.5의 

b보다 크지만 ζb는 오히려 더 작다.

6. 결 론

본 연구로부터 얻은 결론은 다음과 같다.

(1) 본 연구의 좌굴하중은 원통형 마찰말뚝에 대한 Gabr 

et al.(1994)의 값과 잘 일치하였다. 이는 제안된 테

이퍼 마찰말뚝의 해석모델과 수치해석방법의 타당

성을 보여준다.

(2) 말뚝의 단면비에 따른 좌굴하중변수의 변화를 분석

하면 가장 큰 좌굴하중을 갖는 최적말뚝의 단면비

를 결정할 수 있다. 지반반력계수비와 좌굴하중변
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수의 관계에서 최적말뚝의 지반반력계수비가 존재

한다.

(3) 말뚝의 좌굴하중변수는 주면마찰계수비에 독립적

이나 마찰변수가 증가함에 따라 그 값이 선형적으

로 증가한다. 장경비와 특성길이비는 상호 종속적

인 관계이며 장경비가 증가하면 좌굴하중변수는 감

소하고 특성길이비가 증가하면 좌굴하중변수는 증

가한다.

(4) 해석모델은 좌굴하중 뿐만 아니라 좌굴모드와 좌굴

응력을 결정할 수 있다. 좌굴모드는 말뚝의 경계조

건에 따라 고유의 좌굴형상을 가지며 단면비에 따

라 횡방향 변위의 크기와 최대 횡방향 발생지점이 

변화한다. 테이퍼 말뚝의 경우 최대좌굴응력 발생

지점은 말뚝의 단면비와 두부구속 조건에 따라 말

뚝선단이 아닐 수 있다.
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