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극한 문제의 풀이 과정에서 대수적 절차와 그래프를 이용한

방식의 연결에 대한 사례연구

1)

이동근(문정고등학교 교사)

Ⅰ. 서론

함수의 극한을 학습한 학생들에게 lim
→


 
의 값을

구하는 문제는 어려운 문제가 아니다. 그러나 학생들이

lim
→


 
의 값을 구할 수 있다고 해서 함수의 극한 개

념을 이해하여 값을 구하였다고 할 수 있는 지에 대해서

는 고민이 필요하다.

Zandieh(2000)는 극한 개념이 학생들의 연속과 미분

계수 학습에도 연관되는 중요한 개념이라고 하였으며,

함수의 연속성이나 미적분 관련 개념과 연계하여 극한

개념의 중요성을 언급한 국내외 연구들을 찾아볼 수 있

다. Hauger(1995)는 미분 학습의 어려움에 대한 원인으

로 학습자의 극한 개념에 대한 이해의 어려움을 이야기

하였고, 박임숙, 김홍기(2002)는 학교수학에서 함수의 극

한을 학습하는 것이 함수의 연속성 개념에 근거하여 미

분을 학습하는 근간이 된다고 하였다. 즉, lim
→


 
과

관련된 극한 문제는 연속 개념이나 미분계수 개념과도

밀접한 관련이 있기 때문에 더 관심을 가질 필요가 있

다.

또한 학생들이 어떠한 방식으로 lim
→


 
의 값을

구하고 있는지 혹은 lim
→


 
의 의미를 어떻게 생각하
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고 있는지와 같은 다양한 정보를 수집하여 제공하는 것

은 추후 함수의 극한 학습 관련 연구에 영향을 줄 수 있

을 뿐만 아니라 현장 교사들의 교수학습 활동에도 도움

이 될 수 있다.

lim
→


 
에 대한 학생들의 이해를 조사한 국내외

연구들 중에서 본 연구와 관련된 연구들을 살펴보면,

lim
→


 
의 값을 동일하게 구하였다하더라도 그 값을

구하기 위한 절차와 그러한 절차를 선택한 이유가 다양

하다는 것을 확인할 수 있다. 이동근, 양성현, 신재홍

(2017)은 lim
→


 
의 값을 구하기 위해서 학생들이 분

모에 있는 인수 을 약분한 다음   을 대입하

는 절차로 lim
→


 
의 값을 구하는 장면을 드러내었

다. 이때 이동근 외(2017)는 학생들이 분모에 있는 인수

을 약분하려는 조작에 대하여 학생들이   을

대입하려고 했을 때 분모가 이 되기 때문에 이를 피하

기 위한 행동으로 판단하였다. 즉, 학생들은 극한 개념에

근거하여 lim
→


 
 라고 답하는 것이 아니라 단순히

절차적인 지식에 의하여 값을 구하고 있음을 지적한 것

으로 볼 수 있다. 또한 이동근, 김숙희(2017)는 이동근

외(2017)의 연구에 이어서 lim
→


 
와 같이 분모에 있

는 의 인수가 약분되지 않는 상황에서 극한을

구할 때 학생들의 반응과 표현을 조사하였는데, 이 과정

에서 학생들이 극한을 구하기 위하여 분모에 있는 인수

를 약분하려는 자신들의 행위에 대하여 반성하

는 모습을 드러내었다.

한편 이경화, 신보미(2005)의 연구에서는 학생들은
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‘lim
→


 
은   에서 함숫값이 없기 때문에 불연속’

이라고 판정한다는 연구 결과를 제시하였으며, 이때 함

수  

 
의 그래프를 함께 제시하여 검사를 진

행하였다. 학생들은 제시된 그래프에서   에서 끊어

져있기 때문에 불연속으로 판단하고 있음을 보여주었다.

이와 관련하여 이세형, 장현석, 이동원(2018)도 현직교사

와 예비교사를 대상으로 lim
→


 
의 정의역에 대한 인

식을 조사하는 과정에서, 현직교사들과 예비교사들의 반

응이 이경화, 신보미(2005)에서 학생들이 보여준 반응과

유사하게 나타나는 것을 언급하였다. 이러한 연구는

Orton(1983)과 Thompson(1994)의 연구와 연결하여 ‘학

생들의 lim
→


 
에 대한 어려움’을 생각해볼 수 있다.

학생들이 함수  

 
의 그래프에서

lim
→


 
을 생각할 때

‘→로 변할 때,


→ ’

와 같은 방식으로 생각하게 되는데, Orton(1983)과

Thompson(1994)의 연구 내용 중에는 이 과정에서 나타

날 수 있는 학생들의 어려움에 대한 내용을 포함하고 있

다. Orton(1983)은 미분계수에 관한 학생들의 이해를 조

사하는 과정에서 할선의 극한에 대하여 학생들이 “할선

이 점점 짧아지다가 없어진다.”고 언급한 것을 드러내었

다. 이를 lim
→


 
와 연결 지어 살펴보면 학생들은

lim
→


 
의 값을 구할 수 있었다 하더라도 과제의 형

태를 바꾸어서 ‘함수   위의 점 과  

을 이은 선분에 대하여 →로 변화해갈 때 기울기의

변화를 조사하시오.’라고 질문할 경우 “할선이 점점 짧아

지다가 없어진다.”와 같은 반응을 보일 수 있음을 알 수

있다. 이는 Thompson(1994)의 연구에서도 유사하게 나

타나는데, Thompson(1994)의 연구에서는 시간-거리 함

수에 해당하는 이차함수적 상황에서 그래프를 제시하고

평균변화율을 구할 수 있는 학생들이 순간변화율을 언급

해야하는 상황에 직면하였을 때, 해당 순간에는 속력이

없어서(또는 구할 수 없어서) 답할 수 없다고 대답하는

장면을 제시하였다. 이러한 연구들은 그래프를 이용하여

lim
→


 
와 같은 과제에 대하여 ‘연속적인 변화의 상

황 속에서 순간의 변화에 대한 인식적 장애’를 드러낸

것으로 볼 수 있으며, 앞서 이동근 외(2017)과 이동근,

김숙희(2017)의 연구에서 학생들이 ‘대수적인 절차로 접

근하는 과정에서 장애’를 경험하는 것과는 차이가 있다.

우리나라의 2009 개정 수학과 교육과정과 2015 개정

수학과 교육과정에서 함수의 극한을 포함한 교과서들은

lim
→


 
와 같은 과제에 대하여 대수적으로 해결하는

방법과 그래프를 이용하여 해결하는 방법을 모두 소개하

고 있다. 다만 교과서의 구성방식으로 학습한 학생들이

두 방식을 어떻게 연결하여 이해하고 있는지에 대한 정

보는 부족한 편이다.

이동근(2018a)과 이동근(2018b)은 교사의 입장에서 동

일한 과제라 하더라도 학생들은 전혀 별개의 과제로 인

식할 수 있고, 이 경우 교사의 의도와 다른 방식으로 학

생들의 지식이 구성될 수 있기 때문에 ‘학생들의 수학적

개념을 구성하는 과정에서의 표현과 이해 방식’을 살펴

보는 것이 중요하다고 하였다.

이러한 점을 본 연구에 적용해보면, 학교수학에서

lim
→


 
을 다루는 두 가지 방식(대수적인 절차와 그

래프를 이용한 방식)에 대하여 학생들이 두 방식을 별개

의 방식으로 생각하고 있는지 아니면 두 방식의 연결성

을 고민하고 있는지 확인할 필요가 있다. 또한 만약 학

생들이 두 방식의 연결성을 고려하지 않았다는 것이 확

인 되었을 경우, 학생들은 두 방식을 서로 어떻게 연결

하여 가는지 관찰하고자 한다.

특히 연구자는 서울 소재 일반계 고등학교 이과 계열

세 명의 학생들과 함께 극한과 급수 및 무한을 소재로

총 12차시의 교수실험을 진행하였는데, 연구에 참여한

세 명의 학생들은 lim
→


 
을 대수적인 절차에 의하여

값을 구할 수 있는 학생들이었으나, 자신들의 절차에 대

하여 왜 그러한 조작을 하는지에 대하여는 고민하지 않

았던 학생들이었다. 이들 학생들을 대상으로 그래프를
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이용하여 lim
→


 
의 값을 구하는 방법에 대한 학생들

의 생각을 살펴보는 과정에서 이들이 lim
→


 
을 대수

적인 절차로 구하였던 방식과 그래프를 이용하여 구하는

방식을 연결 지어 고민하고 있다는 것을 확인할 수 있었

다. 또한 이러한 확인 과정 이후에 학생들이 자신들의

대수적 절차를 이용하는 방식과 그래프를 이용하여

lim
→


 
의 값을 구하는 방식을 서로 어떻게 연결하여

가는지에 대하여도 관찰 결과를 중심으로 논의할 것이

다. 세 명의 제한 된 학생들을 대상으로 12차시라는 한

정된 교수실험을 통하여 논의를 진행하였다는 제약이 있

기는 하지만, 앞서 언급한 연구의 필요성에 비추어볼 때

lim
→


 
을 대수적 절차로 값을 구하는 학생들이 그래

프를 이용한 풀이와의 연결 과정을 살펴보는 것은 추후

학생들의 함수의 극한 학습 관련 연구에 시사점을 제공

할 수 있는 사례가 될 수 있을 것으로 보인다.

이상의 논의에 따라 본 연구에서는 총 12차시의 교수

실험 중 본 연구에서의 연구주제와 관련된 2차시에서 6

차시까지의 교수실험 자료를 중심으로 다음과 같은 연구

문제를 설정하였다.

첫째, 학생들은 lim
→


 
을 대수적 절차로 값을 구

하는 방식과 그래프를 이용하여 구하는 방식을 상호 연

결 지어 생각하고 있는가?

둘째, 학생들은 lim
→


 
을 대수적 절차로 구하는

방식과 그래프를 이용하여 구하는 방식을 어떻게 연결

지어 구성하는가?

Ⅱ. 이론적 배경

1. 학교수학에서 함수의 극한

현재 학교 현장은 교육과정 전환기에 해당한다. 2018

년을 기준으로 고등학교 1학년 학생들은 2015 개정 수학

과 교육과정을 따르고 고등학교 2학년과 3학년 학생들은

2009 개정 수학과 교육과정을 적용받는다. 학교수학에서

‘함수의 극한’을 다루는 과목은 2009 개정 수학과 교육과

정에서의 미적분Ⅰ과 2015 개정 수학과 교육과정에서의

수학Ⅱ 과목이다. 두 교육과정에서 개발된 총 18종의 교

과서들(미적분Ⅰ 9종, 수학Ⅱ 9종)은 모두 ‘함수의 극한’

을 학습한 이후 ‘함수의 연속’과 ‘다항함수의 미적분’을

학습하는 구조로 되어있다. 다만 ‘수열의 극한’에 대한

구성은 두 교육과정(2009 개정 수학과 교육과정, 2015

개정 수학과 교육과정)에서 개발된 교과서들 사이에 차

이가 있다. 2009 개정 수학과 교육과정에서 개발된 미적

분Ⅰ 교과서 9종은 ‘함수의 극한’ 이전에 ‘수열의 극한’을

먼저 학습하도록 되어있으나, 2015 개정 수학과 교육과

정의 수학Ⅱ 교과서 9종은 ‘수열의 극한’에 대한 학습 없

이 바로 ‘함수의 극한’을 학습하는 방식으로 구성되어있

다. 2015 개정 수학과 교육과정에서는 ‘수열의 극한’이

미적분 과목에서 학습하는 것으로 되어있는데, 교육과정

위계상 수학Ⅰ과 수학Ⅱ를 모두 학습한 이후에 미적분을

학습할 수 있게 되어있다.

이러한 이유로 2009 개정 수학과 교육과정의 시기에

학생들은 극한을 학습할 때 ‘수열의 극한’을 먼저 학습하

고 나서 ‘함수의 극한’을 학습하는 순서였다면, 2015 개

정 수학과 교육과정의 시기에 학생들은 ‘함수의 극한’을

먼저 학습한 다음 ‘수열의 극한’을 학습하는 차이가 있

다.

다만 두 교육과정에서 개발된 교과서 18종 모두 ‘함

수의 극한’을 소개하는 방식에 있어서, ‘한 없이 가까이

간다.’와 같은 직관적인 표현으로 극한을 도입한 다음 그

래프를 이용하여 이에 대한 이해를 돕고 나서 극한을 구

하는 계산문제를 제시하는 구성 방식을 택하고 있다는

점은 동일하다. [표 1]은 2009 개정 수학과 교육과정에서

개발된 미적분Ⅰ 교과서 1종의 함수의 극한 내용 도입

순서를 제시한 것으로서, 해당 교과서는 본 연구에 참여

한 세 명의 학생들이 학습한 교과서이다.

[표 1]과 같이 도입 초반에는 lim
→


 
와 같은 대수

식과 그래프가 함께 제시된 상태에서 극한을 구하는 과

제가 제시된다. 대수식과 그래프가 함께 제시되어있다고

는 하지만, [표 1]에서 제시되었듯이 ‘오른쪽 그림과 같

이’라는 표현처럼 그래프를 이용한 직관적인 이해를 거

쳐 대수식의 극한 값을 정당화하는 방식으로 이루어져있

다. 이후에는 lim
→


 
와 같은 대수식만 주어진 상태
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에서 그래프를 학생이 그리도록 한 다음 극한을 구하는

형태로 변형되고, 마지막에는 lim
→


 
와 같은 대수식

에서 그래프를 떠올리지 않고 계산에 의하여 극한을 구

하는 과제가 제시된다.

내용 쪽

54


예제 1 다음 극한값을 구하여라.

⑴ lim
→

 

풀이

⑴ 라고 하면 함수  의 그래프는 다음
그림과 같다.

의값이 이아니면서 에한없이가까워질때,의값은
에 한없이 가까워지므로 lim

→
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풀이

⑴ lim
→  


 

 lim
→  
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[표 1] 교수실험 참여 학생이 학습한 교과서에서 함수

의 극한 도입 순서

[Table 1] Sequence of task introduction among extreme

contents of function, in the textbooks taught by the

participating students

그런데 lim
→


 
유형의 과제를 교과서에서 초반에

도입할 때, 대수식과 그래프를 함께 제시하는 부분에서

학생들이 대수식과 그래프의 관계를 어떻게 생각하고 있

는지에 대하여 주목할 필요가 있다. 이에 대한 확인은

함수의 극한 문제를 해결할 때 학생들이 대수적인 방식

과 그래프를 이용한 방식의 연결성을 어떻게 생각하고

있는지 살펴보고자 하는 본 연구주제와도 맥을 같이 한

다.

이를 확인하기 위해서는 학생들에게 대수식을 주고

그래프를 그릴 수 있는지 확인하고 또 역으로 그래프를

주고 나서 대수식을 구성하는지 확인하는 과정이 필요하

다. [표 1]에서 교과서의 구성을 살펴보면 학생들이 함수

 

 
에서 그래프를 떠올리는 것은 가능한 것으

로 판단한 것 같다. 그러나 역에 해당하는 과정인 ‘그래

프가 주어졌을 때 대수식을 구하는 과제’는 교과서에서

제시된 바 없다. 따라서 본 연구에서는 추후 학생들을

대상으로 확인할 때 이러한 점을 고려하여 그래프에서

학생들이 대수식을 구성하는 과정이 어떠한지에 대하여

확인할 수 있는 과제에 대하여 관심을 가지고 연구를 진

행할 것이다.

2. 함수의 대수적 표현과 그래프적 표현의 연결성

Stacey & Turner(2014)는 수학적 표현에 대하여 수

학적 개념 혹은 관계를 기술하는 식, 그래프, 표, 다이어

그램, 이미지, 언어적 기술, 구체적 모델 등을 언급하였

다. 이러한 다양한 표현들은 학생들에게 개념을 다른 각

도에서 볼 수 있게 해준다. Lesh, Post, & Behr(1987)는

한 표현에서 다른 표현으로 변환하는 능력을 가진 것을

수학 개념의 이해로 언급하였는데, 비슷한 맥락에서

Vinner(1992)는 함수를 예로 들어서 대부분의 학생들이

함수를 학습할 때 함수식이라는 대수적 표현과 그래프

표현을 동일시한다고 하였다. 그러나 Knuth(2000)는 학

생들이 다른 표현들보다도 대수적 표현을 더 선호한다고

하였고, Markovits, Eylon, & Bruckheimer(1986)는 학생

들이 구간마다 다른 식으로 표현된 것에는 함수가 아닌

것으로 판단하고 그래프로 제시된 것에는 함수로 판단하

는 것을 드러내었다. 이러한 선행연구들을 정리하여보면,

학생들이 함수를 표현할 때 대수적 표현과 그래프 표현
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을 같은 것으로 볼 수도 있지만, 각 표현마다 담고 있는

정보가 다르므로 상황마다 적절한 표현이 있음에도 불구

하고 학생들은 대수적 표현을 더 선호하는 경향이 있음

을 알 수 있다. 그러나 함수를 표현함에 있어 대수적 표

현만을 고집하는 것은 적절치 않으며, 표현 간에 변환이

적절하게 이루어질 수 있어야함을 확인할 수 있다. 다만

Adu-Gyamfi(2007)가 학생들이 함수에서 표현 간 변환에

어려움을 겪는다고 지적한 것을 고려할 때, 교수학습 상

황에서 학생들이 ‘대수적 표현에서 그래프 표현으로의

변환’과 역으로 ‘그래프 표현에서 대수적 표현으로의 변

환’이 자연스러운 것으로 간주해버리는 것은 조심할 필

요가 있다.

Elia, Gagatsis, & Gras(2005)는 표현 간의 변환에서

일관성을 보이지 못하는 경우 학생들이 동일한 개념의

다른 표현을 한 개념의 다른 측면이 아닌 전혀 별개의

개념으로 인식하고 있는 것으로 보았다. Hiebert &

Carpenter(1992)는 수학적 이해에 대하여 언급하면서 연

결성을 강조하였는데, 이해의 정도를 연결된 정도로 설

명하였다. 이동근(2018b)의 연구에서도 등비급수의 다양

한 표현에 대하여 학생들이 표현 간 연결성이 부족함을

지적하면서 결과적으로 이러한 연결성의 부족에 근거하

여 학생들이 교사와 달리 동일한 개념의 다양한 형태의

과제들을 서로 별개의 과제로 인식하고 있음을 드러내었

다.

예를 들어 이동근(2018b)의 연구에서 학생들은

lim
→∞

  





 
 
 

의 값은 계산 절차에 의하여

lim
→∞

  





 
 
 

 이라고 하였다. 그러나 학생들

은 lim
→∞

  





 
 
 

와 동일하지만 다른 표현인

⋯에 대하여는 그 값이 보다 작다고 답을 하였

다. 이러한 관찰을 통하여 이동근(2018b)는 학생들이 두

표현을 별개의 다른 표현으로 인식하고 있으며, 등비급

수 학습에서 두 표현간의 연결성을 고려할 필요가 있음

을 주장하였다. 한편 이동근(2018a)의 연구는 학생들이

서로 다른 표현간의 연결성을 통하여 수학적 개념에 대

한 이해를 더해가는 것을 보여주었다. 이동근(2018a)의

연구에서 학생들은 평균 개념에 대하여 ‘자료의 값을 모

두 더해서 자료의 개수로 나누어주는 것’으로 생각하고

있었으며, 이를 이용하여 세 수   의 평균을 구하는

과제에 대하여


와 같이 표현하였다. 그러나 학

생들은 이러한 표현 방법으로는 기하평균이나 평균속도

에서의 ‘평균’이라는 용어를 설명할 수 없었다. 이동근

(2018a)의 연구에서는 학생들이 ‘자료를 동일하게 만들어

주는 것’으로 평균에 대한 개념을 수정한 이후, 두 수 

와 의 기하평균은 ‘넓이가 인 직사각형의 가로와 세

로의 길이를 동일하게 해주는 것’으로 설명하고, 연속적

인 변수를 다루는 평균속력에 대하여는 ‘일정시간 동안

순간순간 변하는 속도들의 변화의 결과에 해당하는 이동

거리에 대하여 일정시간 동안 같은 거리를 동일한 속도

로 이동한다고 하였을 때의 동일한 속도’로 설명하는 모

습을 보여주었다. 이동근(2018a)은 학생들의 ‘평균’에 대

한 표현의 변화가 산술평균, 기하평균, 평균속도와 같이

처음에는 학생들에게 별개였던 개념들을 서로 연결시켜

주었음을 지적하면서 이미 연결성을 경험한 교사가 개념

간의 연결성을 당연시 하면서 학생들이 개념 혹은 표현

의 연결성을 경험할 기회를 제거하는 실수를 하지 않도

록 조심해야한다고 하였다.

이러한 선행연구들의 내용을 본 연구주제와 관련하여

정리하면, 학교수학에서 함수의 극한을 도입할 때 대수

적 표현과 그래프를 함께 제시하는 과정에서 학생들이

대수적 표현과 그래프를 이용한 표현의 연결성을 고려하

고 있는지 확인할 필요가 있음을 알 수 있다.

Ⅲ. 연구방법

본 연구는 12차시의 교수실험을 거쳐 고등학교 2학년

학생 세 명을 대상으로 함수의 극한 문제의 과정에서 나

타난 대수적 표현과 그래프 표현의 연결성에 대한 장면

을 구성적 관점에서 살펴본 질적 사례연구(qualitative

case study)이다.

교수실험은 급진적 구성주의에 근거하여, 학습자가

수학개념을 구성해가는 활동에 대한 지속가능한 모델을

확립하기 위한 연구 방법이다(Glasersfeld, 1999). 따라서

‘극한 문제에 대하여 대수적 절차를 이용한 풀이와 그래

프를 이용한 풀이의 연결 과정에서 학생들의 구성 과정’

을 살펴보고자 하는 본 연구에 적절한 연구방법이 될 수



이동근84

있다. 교수실험은 기존의 수업방식이나 교육과정에 의한

구속을 받지 않지만, 선행연구 자료를 중요한 자료로 참

고하기 때문에 학습자에게 제시되는 상황 대부분은 기존

교육과정일 가능성이 높다. 이와 같이 선행연구 자료를

참고하여 최초 교수실험의 과제를 준비하면서 연구자는

과제에 대한 학생들의 반응을 예상하기는 하지만, 교수

실험의 진행은 전반적으로 과제에 대한 학생의 반응에

따라 구성되기 때문에 학생들의 반응이 연구자의 예상과

다르게 나올 수 있다.

Glasersfeld(1999)는 교수실험이 피 실험자의 반응과

연구자들 간의 일치된 합의 과정에 따른 다음 과제의 투

입이 반복적으로 이루어지면서 진행된다고 하였다. 즉,

매 차시 실험 종료 이후 ‘진행 중 분석’ 과정을 거쳐 연

구자들 사이의 협의에 의하여 다음 실험을 진행하게 되

며, [그림 1]과 같이 교수실험 진행→진행 중 분석→다음

차시 과제 결정이라는 순환과정의 반복을 거쳐 교수실험

이 종료되면 연구자는 최종적으로 전체 교수실험에 대한

자료(학생 반응지, 연구자간 회의 일지, 교수실험 영상

및 전사자료)를 이용하여 종합적인 분석을 하게 된다.

이러한 과정을 회고분석이라 하는데, 이동근(2017)은 회

고분석을 거쳐 연구자가 연구 주제와 관련된 의미 있는

시사점을 찾아내게 된다고 하면서, 교수실험의 일련의

과정을 [그림 1]과 같은 도식으로 표현하였다.

[그림 1] 교수실험의 도식

[Fig 1] Figure of teaching experiment

교수실험은 2018년 4월 중순부터 2018년 11월 말까지

교육과정 내의 동아리 활동 시간(연간 17시간)을 이용하

여 총 7개월 동안 진행하였으며, 실제 학생들과의 마지

막 차시 교수실험은 9월 초순에 진행되었다. 차시별 교

시실험의 대략적 개요는 [표 2]와 같다.

차

시

일자

(시간)
활동 내용

1
2018.04.13.

(6,7교시)

극한 계산 문제(2009 개정 수학과 교육과정에서

의 미적분Ⅰ 교과서에 수록된 문제) Test 실시

2

2018.04.20.

(7교시)

극한 문제lim
→


     및 등비급수


  

∞



 
 



 문제 해결 과정 관찰

3
2018.06.22.

(6교시)

극한 문제lim
→


   의 대수적 풀이

및 그래프를 이용한 풀이 관찰

4
2018.06.22.

(7교시)

극한 문제lim
→


   의 대수적 풀이

및 그래프를 이용한 풀이의 관계에 대한 대화

(1)

5
2018.06.29.

(6교시)

극한 문제lim
→


   의 대수적 풀이

및 그래프를 이용한 풀이의 관계에 대한 대화

(2)

6
2018.06.29.

(7교시)
극한의 의미에 대한 대화

7
2018.07.20.

(6교시)

등비급수에 대한 다양한 형태의 과제에 대한 학

생들의 표현 관찰(대수적 표현, 언어적 표현)

8
2018.07.20.

(7교시)
‘도달가능성’ 대한 고민과 표현 관찰

9
2018.08.17.

(6교시)

등비급수에 대한 다양한 형태의 과제들 사이의

관계에 대한 고민 관찰(대수적 표현, 그림 표현,

언어적 표현)

10
2018.08.17.

(7교시)

제논의 역설 관련 과제 중 화살문제를 소개하고

이에 대한 학생들의 생각을 자유롭게 발표

11
2018.09.07.

(6교시)

제논의 역설 관련 과제의 변형(아킬레스와 거북

이 이야기)

12
2018.09.07.

(7교시)

제논의 역설 관련 과제를 등비급수와 일차함수

를 이용하여 설명하는 학생들의 모습 관찰

* 6교시(14:10~15:00), 7교시(15:10~16:00)

[표 2] 교수실험 차시별 개요

[Table 2] Sequence of teaching experiment contents

연구자는 교수실험 진행을 담당하였으며, 교수실험의

완성도를 높이고 진행자가 실수하는 부분에 대한 보완과

방향성을 제시하기 위하여 1명의 다른 연구보조교사가

관찰자로 참여하였다. 연구보조교사는 직접 매 교수실험

에 관찰자로 참석하기 보다는 주로 촬영된 영상자료를

분석한 다음 연구자와의 회의를 통하여 다음 차시 교수

실험 과제를 정하는데 기여하였다.
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과제 내용

[과제1]
lim
→


 
의

값을 구하시오.

분자를 인수분해해
서 약분 후 대입 가
능

[과제2]
lim
→


 
의

값을 구하시오.




꼴. 분자 인수분

해 안 되나 인수분
해 할 필요 없음

[과제3]
lim
→


 
의

값을 구하시오.




꼴. 분자 인수분

해 안 되나 인수분
해 할 필요 없음

[과제4]
lim
→


 
의

값을 구하시오.

분자 인수분해 가능
하나 인수분해 할
필요 없음

[과제5]

다음 두 함수 와 의 그래프에서
lim
→

와 lim
→

를 각각 구하시오.

[과제6]

다음 두 함수 와 의 그래프에서 함
수식을 찾아서 쓰시오.

[과제7]

다음 두 함수 와 의 그래프에서 함
수식을 찾아서 쓰시오.

[표 3] 교수실험 과제

[Table 3] Tasks of teaching experiment

매 차시 종료 이후 연구자는 이전 차시에서 보인 학

생들의 사고와 행동의 의미를 연구보조교사와 공동으로

분석하고 상호 합의에 근거하여 다음 교수실험을 설계하

였다. 이와 같이 연구자들의 협의를 거쳐 다음 차시에

대한 교수실험이 설계되면, 연구자는 이를 반영하여 최

종 투입과제를 선정하여 다음 차시 교수실험을 진행하는

과정을 반복하였다. 교수실험 진행은 학생들 간의 의사

소통을 중심으로 진행하되 필요에 따라 연구자가 다른

학생들의 의견을 정리하여 전체 학생들에게 다시 확인시

키거나 혹은 다음 단계로 넘어가기 위한 발문 또는 연구

자가 궁금한 부분을 질문하는 정도의 수준에서 개입하기

도 하였다.

1. 교수실험에 적용된 과제

총 12차시의 교수실험 중 본 연구에서는 연구주제와

관련된 2차시에서 6차시까지의 자료를 중심으로 분석하

였으며, 해당 교수실험에서 사용된 과제는 총 7개였다.

[과제1], [과제2], [과제3], [과제4]는 2차시에 적용된 과

제로서 주로 학생들의 함수의 극한 문제에 대한 대수적

풀이를 할 수 있는 지 확인하고, 그 과정에서 학생들의

풀이에 대한 절차를 연구자가 확인하는데 도움이 된 과

제들이다. 또한 4개의 과제를 통하여 연구자는 학생들과

의 의사소통을 통하여 학생들이 자신들의 조작 행위와

문제를 해결하는 절차에 대하여 어떻게 생각하는지에 대

하여 학생들의 표현을 중심으로 관찰하였고, 이에 근거

하여 후속 차시의 교수실험 과제들을 준비할 수 있었다.

[과제5]는 3차시 교수실험에서 이용된 과제로서 그래프

가 주어진 상황에서 극한을 구하는 과제이고, [과제6]과

[과제7]은 4차시에서 6차시까지 적용된 과제이며 그래프

표현을 대수적 표현으로 변환하는 과제이다.

교수실험에서 사용된 7개의 과제는 교수실험 진행 과

정에서 교사와 학생들 사이에서 상호 합의된 과제 또는

각 차시 종료 후 교수실험 자료(영상분석, 전사록, 회의

록)를 분석하는 과정에서 연구자와 연구보조교사가 상호

합의하에 결정한 과제들로서 다음 차시 과제 투입 여부

는 교수실험을 진행하는 교사가 최종적으로 결정하였다.

[표 3]은 교수실험에 사용된 과제를 제시한 표이다.



이동근86

2. 자료 수집

본 연구에서 교수실험은 차시 당 40분 내외로 진행되

었다. 차시 당 실험 시간은 사전에 정하고 시작하는 것

은 아니었으나, 일반계 고등학교의 교육과정에서 할당된

동아리 활동 시간을 이용하여 진행을 한 관계로 1차시

당 50분이라는 제한된 시간 안에 진행하였으며, 이중에

서 학생들이 학급 교실에서 동아리 교실로 이동해서 오

는 시간과 다시 학급 교실로 돌아가는데 소요되는 시간

을 제외하면 1차시 당 교수실험 시간은 40분 이내로 제

한이 되었다. 교수실험이 진행된 공간은 연구대상들의

반응을 기록으로 남길 수 있는 카메라와 오디오 녹음기

가 설치되어있는 곳이었으며, 평상시에는 학급 교실로

이용되는 공간이다. [그림 2]는 교수실험을 진행한 공간

을 나타낸 그림이다.

[그림 2] 교수실험 공간에 대한 그림

[Fig 2] Figure about spot of teaching experiment

사례연구를 포함한 질적 연구들은 범주로 분류하거나

수치화하는 것에 치중하기 보다는 특별한 현상의 변수들

을 그것의 맥락으로부터 분리할 수 없는 상황에서 그 자

체의 맥락에서 현상을 조사하기에 적합한 연구이다(곽영

순, 2014; Yin, 2009). 이러한 이유에서 Hatch(2008)는 사

례연구가 상황을 총체적으로 분석하여 본질에 대한 왜곡

없이 세부적으로 묘사하는 것을 가능하게 해 준다고 하

였다. 또한 이광원(2012)은 교사와 학생의 수업에서의 활

동을 분석할 때 수업의 복합적인 맥락과 의미를 총체적

으로 분석할 필요가 있다고 하였는데, 이러한 점을 고려

하면 교수실험을 통하여 지속적으로 학생들의 활동에 대

한 영상 및 음성자료, 활동지, 회의록 등을 수합하는 사

례연구는 교사와 학생의 수업 활동을 분석할 때 적합한

연구로 볼 수 있다. Hatch(2008)는 사례연구가 다른 질

적 연구들과 유사하지만, 특정 사례 혹은 전형적인 사례

등에 주목한다는 특징이 있다고 하였는데, 본 연구는 함

수의 극한을 대수적으로 해결할 수 있는 학생들이 자신

들의 조작 행위에 대한 절차를 그래프를 이용한 풀이와

연결하여 설명하는 과정을 담고 있으며, 특히 이러한 구

성 과정에서 학생들의 ‘그래프를 이용한 표현에서 대수

적 표현으로의 변환 과정’에 대한 정보를 제시하였다는

점에서 사례연구로서의 의미를 갖는다. 또한 양쪽 표현

의 차이를 드러낼 때 학생들이 그러한 차이점에 주목하

게 되면서 대수적 표현과 그래프를 이용한 표현 사이의

연결성을 구성하는 장면을 제시한 것은 추후 함수의 극

한 학습과 관련된 연구들에 의미 있는 시사점을 제공할

수 있을 것으로 보인다.

Yin(2009)는 사례연구에서 자료 수집은 문서, 기록물,

인터뷰, 참여관찰 등과 같이 다양한 유형의 정보를 활용

한다고 하였는데, 본 연구에서는 교수실험을 진행하고

여기서 발생하는 자료(영상 및 음성 자료, 전사록, 학생

활동지, 회의일지)를 주로 수집하였다. 본 연구는 총 12

차시의 교수실험 결과물 중에서 연구주제와 관련된 2차

시에서 6차시까지의 교수실험 자료를 집중적으로 분석한

것으로서, 비디오카메라 1대로 연구대상 학생 세 명에

대한 수학적 활동을 촬영하였으며, 이 외에도 별도로 녹

음된 오디오자료의 전사과정을 통하여 분석에 활용하였

다.

또한 교수실험 과정에서 학생들이 작성한 활동지와

연구자들이 작성한 현장노트 및 다음 과제를 구성하기

위한 연구자간의 회의일지를 수합하여 교수실험 진행 중

일어나는 교수학적 결정 과정과 변화의 양상을 살펴보

고, 이러한 자료들을 기초로 교수실험 진행과 분석 과정

에서 발생했던 수정과 재구성의 이유를 ‘Ⅳ. 결과 분석

및 논의’ 부분에 함께 기술하였다.

3. 연구 참여 학생들의 특성

Creswell(2018)은 사례연구에서 표본은 연구 목적에

맞게 의도적으로 추출할 수 있다고 하였는데, 본 연구에



극한 문제의 풀이 과정에서 대수적 절차와 그래프를 이용한 방식의 연결에 대한 사례연구 87

서는 2018년 교육과정 내의 동아리 활동에 자원한 학생

들 중에서 lim
→


 
과 같은 함수의 극한 문제를 대수

적으로 풀 수 있는 학생들 중에서 선정하였다. 특히 이

들 자원자들 중에서 ‘자신들이 문제 해결 과정에서 보여

주는 절차의 의미에 대한 고민은 하지 않은 학생들’로

선정하였으며, 이는 그러한 고민이 시작되었을 때 학생

들이 다른 수학적 개념과의 연결을 시도할 것이라 판단

한 연구자의 의도가 반영된 것으로 볼 수 있다. 연구자

는 이 과정에서 학생들의 함수의 극한 문제의 대수적 표

현 방법의 변화를 살펴볼 수 있기를 기대하였다. 앞서

언급한 바와 같이 본 연구에 참여한 학생들은 서울 소재

일반계 고등학교 이과 계열 여학생 3명이다. 최초 자원

하였던 16명의 학생들 중에서 ‘함수의 극한 문제를 대수

적으로 해결할 수 있으나 그러한 절차로 해결해야하는

이유에 대한 고민이 없는 학생들 중’에서 학생 상호간의

친밀도를 고려하여 선정하였다. 학생들 상호간의 친밀도

를 고려한 점은 교수실험에서 자신들의 의견을 자유롭게

표현할 수 있을 것이라는 연구자의 주관적 판단에 따른

것이다. 선정된 3명의 학업 성취 수준은 2018년 4월에

실시한 전국연합학력평가의 수학 성적 등급을 기준으로

학생1은 4등급, 학생2는 3등급, 학생3는 2등급1)으로 서

로 상이한 학생들이다. 학생들의 수학학습 수준이 상이

하지만, 본 연구에서 연구에 참여한 학생들의 수학 성적

은 참고자료일 뿐이며, 교수실험에서 학생들에 의하여

구성되는 수학 개념의 질적 차이와는 관련이 없다. 즉,

본 연구에서의 교수실험에서는 학생 반응에 대하여 어느

반응이 우수하다는 식의 평가를 하지 않았다.

또한 Merriam(1994)은 질적 연구에서 서로 상이한 수

준의 대상자를 선정하는 것이 면담에서 연구자가 더 많

은 정보를 얻을 수 있다는 장점을 가지고 있다고 하였는

데, 본 연구에서는 의도적으로 성취도를 고려하여 선정

한 것은 아니었지만, 학생들의 다양한 표현을 분석하여

학생들의 생각을 분석할 때, 다양한 학습 수준의 학생들

과 교수실험을 진행한 것이 도움이 된 것으로 보였다.

연구에 참여한 학생들은 교수실험을 진행하기 이전에

1) 전국연합학력평가의 성적은 구간척도(Stanine)에 따라 1등급

부터 9등급으로 구분되며 작은 값의 등급일수록 상위권 학

생에 해당한다.

학교 수업에서 2009 개정 수학과 교육과정에 기반한 미

적분Ⅰ 과목의 함수의 극한 단원을 학습한 학생들이다.

또한 2018년 4월에 처음 교수실험을 진행한 이후 2018년

9월 마지막 12차시 교수실험을 진행하는 기간 동안 학생

들은 학교에서 다항함수의 부정적분까지 학습하였다. 사

전에 연구자가 3명의 학생들과의 면담과정을 거쳐 파악

한 바에 의하면, 3명의 학생들은 극한, 미분, 부정적분

관련 문제들에 대하여 계산 절차에 의하여 결과를 구할

수는 있으나, 그러한 계산을 왜 그렇게 해야 하는 지에

대하여는 별다른 답변을 해주지 않았고 “그렇게 해야 시

험문제에 답을 제시할 수 있다.”와 같은 반응을 일관되

게 보여주었다. 연구자가 선행학습 정도를 확인하였을

때 3명의 학생 모두 학원에서 일주일에 2회 정도의 수업

을 하고 진도는 학원에서 학교 수업을 참고하여 소단원

두 개 정도 앞서 배우는 빠르기로 학습한다고 하였다.

다만, 학원에서 하는 수업은 주로 문제를 제시해주고 답

을 제공한 다음, 그러한 답이 나오는 과정을 학원에서

강의식으로 설명하는 수업이었으며, 연구에 참여한 3명

의 학생들은 자신들이 학원 수업에서 질문을 많이 하지

는 않는다고 하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

1. lim
→


 
의 대수적인 풀이에서 학생들의 특징

연구자와 연구보조자는 최초 과제 설정을 위한 논의

를 통하여, 함수의 극한 계산에서 학생들의 절차적 지식

을 확인하는 것에서부터 시작하기로 하였다. 이에 연구

자들은 lim
→


 
형태의 극한 문제를 구성하여 학

생들에게 제시하였으며, [과제1]은 학생들에게 제시된 첫

과제이다. [과제1]은 대수적인 절차로 풀었을 때는 분자

에 있는 다항식이 인수분해가 가능하며 인수분해 이후

분모에 있는 인수와 약분을 거쳐서 해결할 수 있는 문제

이다. 그래프를 이용하여 풀 경우에는 실수 전체 집합에

서 한 점을 제외한 집합을 정의역으로 하는 직선 형태의

그래프를 이용하여 해결할 수 있다.

3명의 학생 모두는 lim
→


 
을 구하기 위해서
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분자에 있는 을 인수분해하고 분모에 있는

인수 을 약분한 다음   을 대입하여 값을 구

하였다. 그래프를 이용하여 해결을 시도한 학생들은 없

었으며, 학생들이 문제 해결을 위하여 가장 먼저 보인

조작은 분자에 있는 식을 인수분해 하는 것이었다. 그런

데 이어서 제시된 [과제2], [과제3], [과제4]에서 학생들

이 보여준 모습을 보면, 인수분해를 하는 조작에 대한

고민이 관찰되지 않고 기계적인 절차에 의하여 우선적으

로 분자에 있는 식을 약분하려는 모습을 보여주었다. 2

차시 교수실험에서 연구자가 [과제1]에 대한 학생들의

최초 반응을 관찰하였을 때는 학생들이 분자에 있는 식

을 인수분해 하는 이유가 분모에 있는 인수와 함께 약분

을 하려는 의도를 가지고 있을 것이라 생각하였다. 그러

나 학생들은 분자에 있는 식의 인수분해가 쉽지 않은

[과제2]와 [과제3]에서 인수분해가 되지 않아서 극한을

구하는 것에 어려움을 겪는 모습을 보여주었을 뿐만 아

니라, 굳이 분자에 있는 식을 인수분해 할 필요가 없는

[과제4]에 대하여도 인수분해를 한 다음 극한을 구하는

모습을 보여주었다. 이후 교사와 학생들 사이의 의사소

통을 통하여 ‘과제들을 해결하는 과정’에 대하여 학생들

이 설명하는 장면에서 표현의 변화가 관찰되었다. 특히

[과제3]을 거치면서 학생들은 분모를 인수분해 하는 이

유에 대하여 lim
→


 
에서 lim

→
이라는 표현을

‘  을 대입하는 것’이고 이때 분모가 0이 되어   

을 대입할 수 없기 때문에 분자에 있는 식을 인수분해

해서 약분할 필요가 있다는 것으로 자신들의 행위에 대

해서 설명하는 모습을 보여주었다. 이러한 대화를 거치

며 학생들은 ‘선 인수분해, 후 대입’이라는 절차적 지식

에서 ‘선 대입, 후 인수분해’로 변화된 절차를 말하기는

하였으나, 이후에도 lim
→


 
와 같은 유형의 문제

를 해결할 때는 인수분해부터 먼저 시도하는 모습이 지

속적으로 관찰되었었다. 이러한 점을 종합하여 보면 본

연구에 참여한 학생들은 lim
→


 
형태의 과제에

서 극한을 구하기 위하여 대수적인 절차를 거쳐서 극한

을 구하는 것으로 보이며, 대수적인 절차 중에서는 특히

분자에 있는 식을 인수분해 하는 것에 우선을 두고 있지

만 그러한 행위에 대한 별다른 고민은 없었던 것으로 보

였다. 다만, 적절한 과제 제시 여부에 따라 학생들이 자

신들의 행위에 대하여 고민할 수 있는 기회를 제공할 수

있다는 가능성을 보여주었다.

한편 [과제1]을 해결하는 과정에서 연구자는 학생들이

대수적으로 구한 결과를 답으로 생각하는 것이 아니라고

표현한 것에 주목하였다. 특히 학생2의 [과제1]에 대한

풀이 과정에서 시작된 대화를 통하여 학생들은 자신들이

대수적으로 구한 답에 대하여 그렇게 답을 하는 것이 학

교 수업에서 선생님이나 교과서가 원하는 답이라 생각한

다는 의견을 나타내었다.

학생2의 [과제1]에 대한 풀이와 대화과정을 살펴보면,

처음에 학생2는
 

에다가   을 대입하였으

며 그렇게 할 경우 값이 이 된다고 하였는데, 그 이유

에 대하여 학생2는 분모도 이고 분자도 이면 분수 전

체의 결과도 이라고 생각한다고 표현하였다. 교사의 입

장에서는 학생2가 ‘
 

에서   을 대입하면

이 된다.’라고 한 수학적 표현에 오류가 있는 것으로

보였지만, 다른 두 학생(학생1, 학생3)은 학생2의 표현에

공감하는 모습을 보여주었다. [대화1]은 lim
→


 

를 계산하는 과정에 대한 학생2의 의견에 다른 학생들이

동의하는 장면이 제시된 대화이다.

[대화1]

교사 : 약분은 왜 해요?

학생2 : 1을 대입하면 0이 나오니까 해봤자 0나오니까

약분해서 구했어요.

교사 : 1을 대입하면 0이 나온다는 건 뭐가 0이 된다

는 거죠? 분모가 아니면 분수 전체가?

학생2 : 분수 전체요.

교사 : 그러면 답을 0이라고 해야지?

학생2 : (고민하는 모습을 보여줌) 사실 그렇게 생각

해요.

교사 : 극한값은 0이 나오면 안 되나요? 너희들의 의

견은 어때? 일단 궁금한 것은 분모에 있는 

에 1을 넣으면 0이 되었고, 그래서

lim
→


 
의 값이 0이라서 안된다고 했
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는데, lim
→


 
의 값을 0이라고 하면 안

되나?

학생1 : 나도 이상한데... 공감이 되는데.

교사 : 그러면 솔직하게 이전에도 이것의 값을 0이라

고 생각한 적이 있었던 것이에요? 아니면 지

금 문득 든 생각이에요?

학생1, 학생2 : 지금이요

교사 : (학생3에게) 어때요?

학생3 : 저도 예전에 그렇게 생각했는데 약분해서 대

입하면 값이 달라져서...

교사는 학생들이 학생2의 의견에 공감하는 것을 확인

한 다음, 그렇다면 본인이 생각한 답을 답으로 제시하지

않고 약분해서 대입하여 얻어진 값을 답으로 제시한 이

유에 대하여 물어보았다. 이에 3명의 학생들은 과 

중에서 하나를 답해야하는데, 학교 혹은 교과서 등에서

를 답으로 제시하도록 설명하고 있어서 그렇게 답을

하게 되었다고 하였다.

해당 차시 종료 이후, 다음 차시 과제 준비를 위한

연구자간 협의과정에서 연구자와 연구보조교사는, 2차시

교수실험에서 관찰된 학생들의 반응을 종합해볼 때 학생

들이 lim
→


 
의 값을 절차적 지식에 의하여 

로 답하기는 하였지만, 이러한 절차에 의하여 값을 구하

는 과정이 학생들에게 자연스러운 절차가 아닐 수 있다

는 것과 그렇게 얻어진 결과 역시 학생들에게 자연스러

운 결과가 아닐 수 있다고 판단하였다. 즉, 학생들이 대

수적 절차에 의하여 lim
→


 
라고 답을 구하

였다고 해서, 학생들이 함수의 극한 개념을 이해하여 답

을 구한 것이라고 볼 수 없다고 판단하였다. 오히려 학

생들은 교사가 원하는 답을 제시하기 위한 절차적 지식

을 구성한 것으로 보였다.

이러한 논의를 거쳐 연구자와 연구보조교사는 학생들

이 학습한 미적분Ⅰ 교과서에서 함수의 극한을 소개할

때 그래프를 도입하여 설명하는 것에 착안하여 학생들이

그래프를 이용한 극한 문제 풀이를 어떻게 생각하는지

확인하고자 하였다. 그래프를 이용하여 접근하는 것은

이전 선행연구들에서 살펴본 바와 같이 함수를 다루는

또 다른 표현 방식이다. 대수적으로 문제를 해결하는 과

정에서 학생들이 자신들이 이해한 방식으로 지식을 구성

하였다기 보다는 교사가 원하는 답을 제시하기 위한 방

식으로 지식을 구성하였다는 점을 확인하였기 때문에 연

구자와 연구보조교사는 이를 통하여 또 다른 표현 방법

으로 접근할 수 있는 기회를 제공하여 대수적 접근 방식

과의 연결성을 살펴볼 수 있을 것이라 기대하였다.

한편 미적분Ⅰ 교과서에서 그래프를 이용하여 함수의

극한을 구하는 과정은 ‘함수의 극한의 성질’을 학습하기

이전에 다루어지는 내용이므로 학생들이 인수분해나 약

분 혹은 대입과 같은 대수적 조작 이전에 극한을 구하는

방법으로 도입된 내용이다. 연구자와 연구보조교사는 함

수의 극한을 대수적인 절차로 구하는 지식을 구성한 학

생들에게 대수적 절차가 아닌 다른 방식으로 함수의 극

한을 구하는 과정을 제공함으로써 학생들이 어떠한 방식

으로 함수의 극한 개념을 이해하고 있는지 확인할 수 있

을 것이라 예상하였다.

2. 그래프를 이용한 함수의 극한 풀이에서 학생들의

특징

2차시 교수실험의 영상자료와 전사록 및 학생 활동지

를 분석한 것에 근거하여 연구자와 연구보조교사는 3차

시 교수실험에서 [과제5]와 같이 ‘그래프에서 함수의 극

한을 구하는 과제’에 대한 학생들의 반응을 살펴보기로

하였다.

3차시 교수실험에서는 2차시 교수실험에서 다루었던

과제들을 다시 학생들과 다루어보면서 학생들의 반응을

확인하였으며, 확인 결과 학생들은 lim
→


 
과 같

은 유형의 과제에 대하여 여전히 분자를 인수분해 하여

분모에 있는 인수와 약분해서 대입하는 절차로 값을 구

하였고 그러한 답에 대하여 자신들이 생각하는 답과 교

과서에서 원하는 답이 차이가 있기 때문에 교과서가 원

하는 답을 제시하였다는 반응을 보여주었다. [과제5]는

이러한 내용들이 확인 된 이후 3차시 후반부 교수실험에

서 교사에 의하여 제시되었다.

[과제5]에서 함수 의 그래프는   에서 불연

속인 함수이고, 함수 는   에서도 연속인 함수

의 그래프라는 차이가 있다. 학생들도 두 그래프의 차이

점을 인지하고 있었으며, 학생들은 그래프에서 불연속인
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부분을 ‘구멍’이라는 용어로 표현하였다. 학생들 표현에

의하면 불연속인 함수는 ‘구멍’이 있는 그래프이고 연속

인 함수는 ‘구멍’이 없는 그래프가 된다. 그리고 학생들

은 ‘구멍’을 함숫값과 연결 지어 설명하기도 하였는데,

‘구멍’이 있는 함수 는   에서 함숫값 이

없다고 설명하였고, ‘구멍’이 없는 함수 는   

에서 함숫값 이 있다고 설명하였다. 3명의 학생들

은 [과제5]에서 두 함수의 차이점을 ‘구멍’이라는 용어로

설명하였다는 공통점이 있었지만, [과제5]에서 극한을 구

하는 과정에 대한 설명과 그 값에 대한 생각에서는 학생

별로 차이가 있었다. 우선 극한을 구한 결과에서의 차이

를 살펴보면, 학생2와 학생3은 가 로 가까이 가기 때

문이라고 설명하면서

lim
→
   lim

→
 

라고 답을 한 반면에 학생1은 lim
→

에 대하여 값이

존재하지 않기 때문에

lim
→
   lim

→
 

로 생각했다고 답을 하였다. 2차시 교수실험에서는 [과

제1]에 대하여 학생2를 중심으로   을 대입하였을

때 분모가 이 되므로 [과제1]에서의 극한 값이 없다고

설명하였고, 다른 학생들이 학생2의 견해에 동의하는 모

습이 관찰된바 있었다. 그런데 [과제5]에서는 학생2에게

서는 그러한 고민이 관찰되지 않았던 반면, 학생1에게서

는 [과제1]에서와 마찬가지로 값이 존재하지 않기 때문

에 그 값을 ‘’으로 답하는 현상이 관찰되었다. 제한된

자료에 근거하여 학생들의 반응에서 일관된 판단 기준을

찾아낼 수는 없지만, 한 점에서 함숫값이 정의되지 않은

불연속 함수의 극한을 구할 때 대수적 방식으로 값을 구

하는 경우와 그래프를 이용하여 값을 구하는 경우 모두

에서 학생들이 해당 값을 ‘없다.’로 판단할 가능성이 있

으며 ‘없다.’라는 판단의 근거를 ‘’으로 표현할 가능성이

있음을 확인할 수 있었다.

다음으로 극한을 구하는 과정에서의 차이점에 대하여

살펴보면, 3명의 학생 모두 그래프에서 함수의 극한을

구할 때 ‘가까이 간다.’라는 표현을 이용하여 설명하는

공통점이 있었지만 어떠한 방식으로 ‘가까이 가는 지’에

대한 설명에서는 차이가 있었다. 학생1과 학생2는 함수

의 그래프에서 직선을 따라서 점이 ‘구멍’으로 이동하는

것으로 설명한 반면, 학생3은 축과 축을 분리하여 

축에서 이동할 때, 축에서의 변화를 살펴보는 차이가

있었다.

세부적인 방식에서의 차이가 관찰되기는 하였지만, 3

명의 학생들 모두는 그래프를 이용하여 함수의 극한을

구할 때 ‘가까이 간다.’라는 표현과 같이 그래프를 이용

하여 동적인 변화의 종착점으로 극한을 생각하는 모습이

공통적으로 관찰되었으며, 이 과정에서 해당 그래프를

대수적인 식 혹은 학생들이 이전 차시에서 보여주었던

‘대수적 절차’와 연결 지어 고민하는 모습이나 표현은 관

찰되지 않았다. 3차시 교수실험 종료 이후 다음 차시 교

수실험 과제 결정을 위한 연구자와 연구보조교사의 회의

에서도 이러한 부분이 논의되었는데, 연구자와 연구보조

교사는 [과제1]과 [과제5]에서 학생들의 표현과 접근 방

식을 고려하였을 때, 조심스럽기는 하지만 학생들이 두

과제를 연결 지어 생각하지 않는 것으로 판단하였다. 또

한 이에 근거하여 연구자와 연구보조교사는 다음 차시

교수실험을 진행할 때 학생들이 두 과제를 별개의 과제

로 생각하는 것으로 전제하여 진행하기로 하였으며, 두

과제 사이의 연결성에 대한 고민을 할 수 있는 경험을

제공하기로 합의하였다.

3. [과제6]과 [과제7]에서 학생들의 대수적 풀이와 그래

프를 이용한 풀이의 연결과정

1) 그래프로 주어진 함수에서 대수적 표현으로 변환

과정

연구자들은 3차시 교수실험이 종료된 이후 4차시 과

제 선정을 위한 분석과정에서, 학생들이 [과제1]과 같은

형태에서 극한을 구할 때의 방식과 [과제5]와 같이 그래

프로 주어진 형태에서 극한을 구할 때의 방식에서 차이

가 있다는 것에 주목하였다.

이에 연구자와 연구보조교사는 [과제6]과 같이 그래프

로 표현된 함수를 대수적인 표현으로 변환하는 과제를

사전에 준비하였다. 4차시 교수실험에 적용할 과제를 위

한 사전 ‘연구자와 연구보조교사의 회의’에서는 대수식으

로 표현된 함수를 그래프로 구성하는 과제도 고려하였으

나, 해당 방식은 [표 1]에서와 같이 학생들이 이전에 학

습한 미적분Ⅰ 교과서에서 소개된 방식이라는 점을 고려

하여 그래프로 표현된 함수를 대수적 표현으로 변환하는
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과제를 살펴보기로 하였다.

[과제6]은 교사의 질문 이후 학생들의 답변을 듣고 나

서 4차시 교수실험 초반에 투입되었다. 교사는 학생들에

게 ‘그래프로 주어진 과제에서 극한을 구할 때는 이전에

대수식으로 표현된 극한을 구할 때처럼 약분을 하거나

대입하는 과정으로 하지 않고 ‘가까이 간다.’와 같은 설

명으로 해결한 이유’를 물어보았고, 학생들은 교사의 질

문에 대하여 ‘그래프로 주어진 과제에서는 식이 주어지

지 않았기 때문에 약분을 할 필요가 없다’고 답하였다.

교사는 학생들의 대답 이후 [과제6]을 제시하여 그래프

에서의 풀이와 대수적 풀이 사이의 연결 과정을 어떻게

구성하는지에 대하여 살펴보았다.

[과제6]은 주어진 그래프에서 함수식을 찾아보는 과제

이다. 두 함수 와 는 이전 3차시의 [과제5]에

서와 마찬가지로   에서 함숫값의 정의 유무에 따른

차이가 있었다. [과제6]에 대한 학생들의 최초 반응은 다

음과 같다.

학생1 :   

학생2 :      

학생3 :    ≠   

학생1은 두 그래프의 식이 동일하기 때문에

  라는 식 하나만을 제시하였다고 하였으며, 학

생2도 학생1과 마찬가지로 두 그래프의 식을 동일하게

표현하였다. 두 학생은 교사와의 대화를 통하여, 두 그래

프가   에서 정의 유무에 따른 차이가 있다는 것을

인지하고 있었으나, 그 부분을 제외하고는 모두 같기 때

문에 동일한 함수식으로 표현하였다고 설명하였다. 반면,

학생3은 해당 부분의 차이를 ≠이라는 표현을 통하

여 드러내었는데, 학생3의 표현에 대하여 다른 학생들이

자신들의 표현을 수정하여 학생3의 표현과 같이 수정하

려는 모습을 보이지는 않았었다. 오히려 학생1은 학생3

의 표현을 보고나서   일 때를 제외하고는 규칙이

다 같은 것이니까 동일한 식으로 표현해야하는 것 아니

냐고 반문하면서 학생3의 표현 보다는 자신의 표현이 맞

는 것 같다고 주장하기도 하였다.

학생3은 다른 학생들을 설득하기 위하여 자신의 표현

을 수정하여 제시하였는데, 수정한 표현은 다음과 같다.

    



학생3의 수정된 표현에서 주목할 부분은 함수 

에서 정의되지 않은 정의역의 원소   을 처리한 방

식의 변화이다. 이전과 달리 대수식 자체에서 분모에

을 포함시켜서 표현하였다는 차이가 있었으며,

학생3 역시 자신이 수정하여 제시한 식의 특징을 설명할

때 이 부분을 분명하게 생각하고 표현하였다. 즉, 교사가

학생3에게 표현을 바꾼 것에 대하여 설명을 해달라고 요

구하였을 때, 학생3은

“을 집어넣었을 때 값이 없어야하는데,
 

로 나

타내면 

꼴이 되어서 값이 안 나오니까 분모를 

로 하고, 약분해서 다른 거하고 같게 되도록 하려고 이

렇게 했어요.”

라고 설명하였다. 학생3의 설명을 듣고 난 이후 학생1과

학생2도 학생3의 방식에 동의하는 모습을 보여주었으며,

학생1은 이전 학생3의 최초 표현에는 동의하지 않았지만

학생3이 수정하여 제시한 표현은 받아들이는 모습을 보

여주었다.

4차시 교수실험 분석 및 5차시 교수실험 과제를 위한

협의에서 연구자와 연구보조교사는, 4차시 교수실험에서

나타난 학생3의 표현방법이 학생3에게서 반복적으로 제

기될 수 있는 표현인지와 다른 학생들이 학생3의 방식에

동의한다고 표현한 것에서 그들도 학생3의 표현대로 표

현할 수 있는 것인지 확인할 필요가 있다고 판단하였다.

이에 [과제6]에서 함수식만을 조정한 [과제7]을 5차시 초

기 과제로 제시하였다.

5차시 교수실험에서는 교사에 의하여 바로 [과제7]이

제시되었으며, [과제7]에 대한 학생들의 초반 반응은 다

음과 같았다.

학생1 : 제시하지 못함

학생2 :    ≠   

학생3 :  


   

학생들의 반응을 살펴보면, 학생3은 이전 [과제6]에서

수정된 방식(분수 형태로 나타낸 것)으로 보여준 반응과
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동일하게 표현을 하였으나, 학생1과 학생2는 학생3과 다

르게 표현을 하거나 제시하지 못하였다. 학생2는 이전

[과제6]에서 학생3이 보여주었던 초기 표현과 동일하게

함숫값이 정의되지 않은 부분을 정의역에서 제거하는 방

식으로 표현을 하였고, 학생1은 결과를 제시하지 못하고

계속 고민하는 모습을 보여주었다. 그러나 학생3의 표현

을 본 다음에는 학생1과 학생2도 [과제6]에서 보여준 반

응과 마찬가지로 학생3의 표현에 동의한다고 답을 하였

다.

2) 그래프를 대수적 표현으로 변환한 이후 극한 값에

대한 학생들의 표현

학생들이 그래프에서 대수적 표현으로 변환하는 과정

이 마무리된 직후 교사는 학생들에게 [과제7]에서

lim
→

의 값을 물어보았다. 교사의 질문에 대하여 학

생들의 표현은 다음과 같다.

학생1 : 에 을 대입하면 가 이 되기 때문에

lim
→
 이다.

학생2 : 가 로 가면 가 에 가까워진다.

학생3 : 가 로 가까이 가면 의 값이 이 된

다.

이러한 반응은 [과제7]에서 학생들이 대수적인 식을

구한 직후에 lim
→

 을 구하는 과정에서 보인 반응

이며, 학생1은 그래프에서 대수식을 직접 구성하지는 못

하였었지만 다른 학생이 제시한 대수적 표현에   을

대입하여 극한을 구하였고, 다른 두 학생들(학생2, 학생

3)은 그래프에서 극한을 구하는 방식으로 답을 하였다는

차이가 있다. 또한 학생2와 학생3의 표현에서도 주목할

만한 차이가 있는데, 학생2는 함숫값이 으로 가까이 가

는 과정으로 표현하였고 학생3은 함숫값이 이라고 답

하는 차이가 있었다.

5차시 교수실험 이후 6차시 교수실험 과제를 준비하

는 과정에서 연구자와 연구보조교사는 회의 과정에서 학

생들의 반응 중에서 함숫값을 언급한 경우를 확인할 필

요가 있다고 의견을 모았다. 예를 들어 학생1은   

을 대입해서 의 값을 극한 값으로 제시하였고, 학

생3도 의 값을 으로 제시한 것은 의 값을

극한 값으로 제시한 것으로 볼 수 있는데, 이전 2차시

교수실험에서 [과제1]을 해결하는 과정에서 학생들은 극

한 값을 대수적 계산을 통하여 구하기는 하였지만 그 값

은 교사가 원하는 답이라고 하였으며 자신들은 값이 존

재하지 않는다고 본다는 반응과 비교하여 현재의 반응을

살펴볼 필요가 있다고 판단하였기 때문이다. 즉, 연구자

들은 학생들이 그래프로 표현된 함수에서 대수적 표현으

로 변환한 이후 극한 값을 언급한 것은 학생들 생각에

존재하는 값으로 답을 한 것인지, 아니면 여전히 자신들

은 그렇게 생각하지 않지만 다른 사람들과의 의사소통을

위해서 그러한 답을 하고 있는 것인지 확인하고 싶었다.

이러한 궁금증을 확인하기 위해서 연구자들은 6차시 교

수실험에서 학생들에게 함수 가   이 정의되어

있지 않은 상태에서 의 값을 구할 수 있는지를 학

생들에게 물어보기로 하였다.

3)   에서 정의되지 않은 함수 에서 이

라는 값의 의미에 대한 학생들의 생각

교사는 6차시 교수실험 초반에 5차시에서 [과제7]에

대하여 학생들이 작성하였던 활동지를 보여주면서 5차시

학생들의 반응을 상기시켜주었다. 이후 교사는 학생들에

게 직접적으로 함수 는   에서 값이 없는데 어

떻게 있지도 않는 라는 값을 극한 값으로 이야기

할 수 있는지 물어보았다. 교사의 질문에 대하여 학생들

이 바로 반응을 보이지는 않았는데, 교사의 이 질문이

학생들로 하여금 곤란함을 느끼게 만든 것으로 보였다.

교사의 질문에 대하여 답을 고민하던 중 학생3은 종

이에 lim
→


 
을 쓰고 나서 lim

→



를 적은

다음 분모에 있는 인수 을 약분하는 과정을 수

행하였다. 교사는 이에 대하여, 약분하는 행동은 왜 하는

지에 대하여 물어보았는데, 학생3은 lim
→
을

lim
→
로 보고 풀겠다는 의도라고 답을 하였다. 학생

3의 답에 대하여 다른 두 학생들(학생1, 학생2)은 고개를

끄덕거리며 동의하는 반응을 보여주었으며, 학생2의 경

우는 자신들이 푸는 문제가 lim
→
이 아니라 결과적

으로 lim
→
를 푸는 것이라고 답하였다.
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학생2의 답변에 이어서 학생3은 lim
→


 
을 계

산할 때 lim
→



 lim
→

   와 같이 인수분해

하여 인수 를 약분하여   을 대입하는 과정

이, 그래프에서 극한을 구하는 과정과 동일하다고 설명

하였다. 학생3은 그래프에서도 가 로 가까이 갈 때

가 으로 가까이 가는 것인데 함숫값 이 존

재하지 않는 것은 교사의 지적과 같이 문제가 된다고 하

였다. 그래서 학생3은 ‘  에서의 함숫값이 존재하고

다른 부분에서는 함수 와 동일한’ 함수 로 문

제 상황을 바꾸어주어서 생각하였다고 답하였다. 이렇게

할 경우 함수 에서는 이 존재하기 때문에

을 답으로 한 것이라고 이유를 설명하였다. 즉, 학

생3의 표현은 구멍이 있는 함수 의 그래프에 대하

여 구멍을 채워서 함수 의 그래프로 만들어준 다

음, 함수 에서는 을 구할 수 있으니까

lim
→
 로 볼 수 있다고 설명한 것이며, 특히

학생3은 이러한 자신의 설명이 대수적인 식으로 푸는 것

과 다르지 않다고 표현한 것으로 볼 수 있다.

학생들이 극한 문제에 해결 과정에서 대수적 풀이와

그래프를 이용한 풀이를 연결 지어 설명하는 것을 다 듣

고 난 이후 교사는 학생들에게 lim
→
의 의미를 물어

보았다. 이는 학생들의 설명을 들으면서 교사 입장에서

는 앞서 학생들의 보여준 반응과 비교하였을 때 학생3의

설명에서 이해가 안가는 부분이 있었기 때문이었다. 교

사가 6차시 교수실험에서 의 값이 정의되지 않았는

데 그 값을 극한 값으로 답한 것에 대하여 학생들에게

질문을 한 배경은 2차시 교수실험의 [과제1]에서 학생들

은 ‘극한 값이 존재하지 않는데 교과서에서 원하는 답을

해주기 위해서 계산에 의한 결과를 답한 것’이라고 보여

주었던 반응에 변화가 있는지를 확인하는데 있었다. 그

런데 학생3은 5차시 후반 교수실험에서 [과제7]의 극한

값을 함숫값 로 답을 하였었기 때문에 교사는 학생

3의 표현이 [과제1]에서의 반응과 달리 이제는 교과서에

서 원하는 답으로 제시한 것이 아니라 본인도 인정하는

답으로 제시한 것이라는 추측을 했었다. 그러나 6차시

교수실험에서 학생3의 설명을 들어보면 여전히 학생3은

[과제7]의 극한은 존재하지 않지만 함숫값 이 답이

기 때문에 존재하지 않는 함숫값 을 구하기 위하여

함수 를 이용하여 구하였다는 논리가 되기 때문에

교사의 관점에서는 학생3의 설명을 이해하는 것에 어려

움이 있었다. 한편 6차시 교수실험을 진행하면서 교사는

학생3의 설명을 이해하기 힘들었던 반면 다른 학생들은

학생3의 설명을 이해하는 모습을 보여주었을 뿐만 아니

라 학생2는 종종 학생3의 의견을 받아서 자신의 견해를

이야기 하는 모습을 보여주었는데 이 역시 교사로서는

이해하기 힘든 상황이었다. 교사의 입장에서는 교수실험

진행을 위해서라도 교사가 느끼고 있는 이해의 어려움을

정리할 필요가 있었고, 그러한 배경에서 나온 질문이 학

생들에게 lim
→
의 의미를 물어보는 것이었다.

교사의 질문에 대하여 의외로 학생들은 교사의 질문

을 예상한 듯 자신들의 견해를 활발하게 표현하였는데

학생1, 학생2 및 학생3의 순으로 답을 하면서 점차적으

로 표현이 바뀌어가는 것이 관찰되었다.

최초 6차시 교수실험 초반에 학생3은

‘가 1로 가까이 갈 때 의 값’

이라고 했었다. 이후 6차시 교수실험 후반에는 학생1은

학생3의 표현을 언급한 것을 이야기하면서 학생3의 표현

을

‘가 1로 가까이 갈 때 의 극한값’

이라고 바꾸어서 표현을 하였다. 또한 학생2는 학생1의

표현에 동의하면서

‘가 1로 가까이 갈 때 는 으로 가까이 간다.’

로 표현을 수정하였으며, 학생3과 학생1도 학생2의 수정

된 표현에 동의하였다. 사실 이러한 표현은 학생2가 5차

시 교수실험에서도 표현하였던 것이지만 당시에는 학생2

의 표현에 다른 학생들이 동의하지는 않았었다. 그러나

학생3의 표현을 학생1이 수정하고 다시 학생2가 수정을

해서 다시 표현하는 일련의 변화과정을 거치면서 학생1,

학생2와 학생3이 모두 동의하는 표현으로 재표현된 것으

로 보였다.

또한 이러한 표현 이후 학생들은 lim
→
를 구하는

것에 대하여, ‘lim
→
는 가 1로 가까이 갈 때 

가 어디로 가까이 가느냐?’라는 질문으로 받아들인다고

답하였다. 특히 학생3은 lim
→
에 대하여 ‘함숫값’으
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로 표현하였던 것에서 학생1과 학생2의 표현을 보면서

자신의 표현을 바꾸었는데, 이 과정에서 학생3은 [그림

3]과 같은 예를 스스로 만들어서 다른 상황을 가정하여

설명하는 모습을 보여주기도 하였다. [그림 3]은 함숫값

은 정의되어있지만 ≠ lim
→
에 해당하는 상황

이다.

[그림 3] 학생3이 lim
→

에서 구성한 예

[Fig 3] Examples of students composed of lim
→



학생3은 [그림 3]을 통하여 이런 상황에서도 학생2의

표현이 적용된다고 하면서 [그림 3]에서 lim
→
의 값

도 이라고 답하였다. 그 이유에 대하여는

“가 1로 가까이 갈 때 가 어디로 가느냐가 질

문이니까 되네요.   에서의 값이 아니니까.”

라고 답하였다.

이상의 과정을 통하여 연구자는 학생들의 lim
→


에 대한 표현의 변화를 관찰할 수 있었고, [과제7]에 대

한 논의를 통하여 학생들이 분모를 약분하여 대입하는

대수적 절차가 lim
→
을 lim

→
로 보고 푼 것이라

고 해석하는 과정을 통하여 학생들이 그래프를 이용한

풀이에서 대수적 풀이를 연결지어가는 과정을 관찰할 수

있었다.

Ⅴ. 결론 및 제언

1. 학생들의 ‘ lim
→


 
을 대수적 절차로 값을 구하

는 방식’과 ‘그래프를 이용하여 구하는 방식’의 연결성에

대한 생각

학생들의 대수적 절차로 값을 구하는 방식과 그래프

를 이용하여 구하는 방식의 특징에 대하여 각각 살펴본

다음 두 방식의 연결성에 대한 학생들의 생각을 정리하

고자 한다. 우선 학생들에게 제시된 [과제1]은 실수전체

에서 연속성을 조사한다고 하였을 때, 제 1종 불연속 함

수 중에서 정의역의 원소가 아닌 특정 점에서 함숫값이

정의되지 않은 함수에 해당한다. 함수 가   에

서 제 1종 불연속 함수라 함은, 좌극한과 우극한이 각각

존재하면서 불연속인 함수이다. 따라서 함수 가

  에서 제 1종 불연속 함수라고 하면, 다음과 같은

두 가지 경우 중 한 가지 경우에 해당한다.

• lim
→

  lim
→



• lim
→

≠ lim
→



[과제1]은 전자의 경우에 해당하는 과제이며, 학생들

은 [과제1]에 대하여 분자를 약분한 다음 분모에 있는

인수를 약분하여   을 대입하는 방식으로 극한 값

를 구하였다. 이를 학생들이 표현한 수식으로 제시하

면,

lim
→



 lim
→



 lim
→

  

가 된다. 학생들이 이렇게 대수적인 절차로 해결한 것에

는 두 가지 특징이 있다. 우선 학생들이 대수적인 절차

로 값을 구하였을 때 등호로 연결된 값을 표현하였다는

특징이 있다. 다른 특징은 학생들은 이러한 절차로 값을

계산하여 구하였지만, 얻어진 답에 대하여 ‘교사와 교과

서가 원하는 답’ 혹은 ‘시험 문제에서 점수를 얻기 위한

답’이라고 표현하였으며, 자신들은 [과제1]의 답이 존재

하지 않기 때문에 굳이 값으로 표현한다면 ‘’으로 표현

해야한다고 설명하는 것과 같이 이중적인 답을 제시하였

다는 특징이다.

학생들이 함수의 극한을 이해하는 것에 어려움을 경

험할 수 있다는 여러 선행연구들(Orton, 1983;

Thompson, 1994)들이 있지만, 학생들이 교사가 원하는

답과 자신이 생각하는 답을 이중적으로 제시하고 있다는

것은 선행연구들에서의 지적과는 또 다른 종류의 문제점

을 드러낸 것이라 할 수 있다. 특히 이러한 이중적인 함
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수의 극한 개념은 학생들이 함수의 극한 개념을 확장하

여 연속 개념 혹은 미분 개념을 구성하게 되는데 영향을

줄 수 있으므로 추후 더 심화된 연구가 필요할 것으로

보인다.

다음으로 [과제1]을 그래프로 제시한 경우에 학생들이

함수의 극한을 해결하는 과정에서의 특징을 살펴보면,

학생들은 ‘가까이 간다.’라는 표현을 이용하여 극한 값을

구하는 모습을 보여주었다. 이러한 접근 방식에서도 일

부 학생들에게서는 lim
→
  lim

→
인 제 1종

불연속 함수에 대하여 극한이 존재하지 않기 때문에 ‘’

이라고 표현하는 경우가 관찰되기는 하였지만, 대수적인

절차로 해결할 때와 같이 이중적인 답을 제시하는 모습

은 관찰되지 않았었다. 연구자들은 학생들이 이중적인

답을 제시하지 않는 현상이 학생들이 그래프에서 극한을

구할 때 ‘lim
→
 ’를 구하는 것은 가 로 가까이 갈

때 가 어디로 가까이 가는지를 묻는 것으로 받아

들이기 때문인 것으로 판단하였다. 반면, 대수적인 절차

에서 ‘lim
→
 ’를 구하는 것은   을 대입하였을 때

의 값을 구하는 과제로 받아들이는데   을 대입하면

분모가 이 되는 인식적 장애가 발생하기 때문에 이중

적인 답을 제시하게 되는 것으로 판단하였다.

이는 [과제1]에 대하여 ‘대수적으로 제시된 것’과 ‘그

래프로 제시된 것’이 학생들에게 전혀 별개의 두 과제로

받아들여지고 있을 수 있다는 의심을 연구자들이 하게

된 근거가 된다. 또한 그래프로 함수의 극한을 구하는

과정에서 학생들이 이전에 대수적인 절차와 연결 지어

고민하는 모습이나 표현은 관찰되지 않았다는 점도 연구

자들이 [과제1]의 두 가지 표현 형태가 별개의 과제로

학생들에게 받아들여지고 있다는 판단을 하게 된 근거이

다.

선행연구들 중 이동근(2018b)에서도 학생들이 등비급

수 lim
→∞

  





 
 
  

의 값을 구하는 과제에 대하여
는 lim

→∞

  





 
 
 

 이라고 표현하고, 이와 동일
하지만 다른 표현인 에 대하여는 보다 작다고 표현

한 것을 제시하면서 학생들이 두 과제를 별개의 과제로

인식하고 있다고 지적한 바 있는데, 비슷한 맥락에서 본

연구에서도 [과제1]의 두 가지 형태에서 학생들이 보여

준 모습에 근거하여 학생들이 두 가지 형태의 과제를 별

개의 과제로 생각하고 있다는 판단이 가능할 것으로 보

인다.

2. ‘학생들의 lim
→



을 대수적 절차로 구하는 방

식’과 ‘그래프를 이용하여 구하는 방식’의 연결 과정

학생들이 lim
→

  lim
→

인 제 1종 불연속함

수의 과제를 대수적인 절차로 해결하는 방식과 그래프를

이용하여 해결하는 방식의 연결 과정의 고리는 [과제6]

에 대한 활동이 해준 것으로 판단된다. 학생들은 [과제6]

에서의 그래프를 대수적 표현으로 변환할 때   에서

불연속인 것을 분모에 이라는 인수를 이용한 분

수함수로 표현하여 처리하는 것으로 합의를 하였다. 이

때 주목할 부분은 대수식으로 표현된 함수에서 그래프를

구성하는 것은 한 가지 방식으로 결정되지만, 그래프로

표현된 함수를 대수적으로 변환하는 것은 학생들의 입장

에서 다양하게 표현될 수 있다는 점이 확인되었다는 점

이다. 예를 들어 학생들은 [과제6]을 대수적인 표현으로

변환할 때  


라는 표현뿐만 아니라

   ≠로도 표현하였으며, 오히려 처음

에 구성한 대수적 표현은    ≠이었다.

선행연구들에서도 함수를 표현할 때 대수적 표현과

그래프로 표현하는 방식 사이의 변환이 자연스럽지 않음

을 지적한 바 있는데, 본 연구에서의 결과 역시 둘 사이

의 표현의 변환이 자연스럽지 않다는 것을 학생들을 대

상으로 하여 실제적인 증거를 확인한 것으로 볼 수 있

다. 이러한 증거들은 추후 다른 교수실험들을 통하여 검

증과정을 거칠 필요가 있으며, 그 결과의 축적 여부에

따라 현재와 같이 학교수학에서 함수의 극한을 제시하는

과제에서 대수적 표현과 그래프를 함께 제시하여 설명하

는 방식에 대하여 좀 더 심도 있게 고민할 수 있는 기회

를 제공할 것으로 기대된다.

본 연구에서는 [과제6]과 [과제7]에서 학생들이 그래

프로 표현된 함수를 대수적 표현으로 전환하는 과정을

경험한 이후, 함수의 극한을 구하는 ‘대수적인 절차’를

‘그래프를 이용한 풀이’와 연결하여 설명하는 장면을 드



이동근96

러내었다.

학생들이 함수의 극한을 대수적인 절차로 해결할 때,

‘약분’과 ‘대입’이라는 두 가지 절차를 거치게 되는데, [과

제7] 이전에는 그러한 절차들이 그래프를 이용한 풀이와

연결되어 설명되지 않았었다면, [과제7]에서는 두 가지

절차를 각각 그래프를 이용한 풀이와 연결하여 설명하는

모습을 보여주었다. 예를 들어 학생들은 [과제7]에서 분

모에 있는 인수 을 약분하는 것은   에서 불

연속인 함수 를   에서도 연속인 함수 로

바꾸어주는 과정이며, 이후   을 대입하는 것은

을 구하는 과정으로 연결 지어 설명하였다. 물론

이러한 설명에서 lim
→
를 구한 것이 아니라

lim
→
를 구한 것이라는 문제가 발생하는데, 이러한

부분은 학생들도 인식하고 있던 문제였다. 그러나 [과제

6]을 거치면서 학생들이 그래프를 이용하여 극한을 구하

는 경험을 통하여 학생들의 함수의 극한을 구하는 과제

에 대한 생각이 바뀌게 된 것이 이러한 문제를 학생들

관점에서 해결해 준 것으로 보인다. 즉, 학생들은 대수적

으로 함수의 극한 문제를 풀 때는   을 대입하는 것

으로 생각하였으나, 그래프에서 대수적 표현으로 변환하

는 경험 이후 그래프에서 극한을 해결할 때 이용하였던

‘가까이 간다.’라는 표현을 사용하는 것으로 변하게 되면

서 대수적 절차와 그래프를 연결하는 것이 가능했던 것

으로 볼 수 있다. 학생들의 이러한 연결 과정에 대하여

수학적으로 오류가 있을 수 있다. 그러나 본 연구에서의

초점은 그럼에도 불구하고 학생들이 ‘대수적 절차에서

그래프를 이용한 풀이와의 연결’을 통하여 더 이상 교사

가 원하는 답을 하는 것이 아니라 자신들이 구성한 답을

제시하게 되었다는 점에 있다. 이는 대수적인 절차만으

로 극한 문제를 해결하는 과정에서 학생들이 보여준 이

중적으로 답한 것과는 다른 모습이다. 물론 이와 같은

연결은 소수의 학생들에게서 제한된 교수실험에 의하여

드러난 장면이므로 일반화에는 어려움이 있지만, 추가적

인 연구의 필요성을 제시하였다는 점과 관련 연구들에

시사점을 제공하는 역할을 해준다는 점에서 의미를 찾을

수 있다.

3. 제언

앞서 언급한 바와 같이, 본 연구는 소수의 학생들과

의 교수실험에서 나타난 결과를 분석하였다는 제한점이

있기 때문에, 연구에서 소개한 자료를 교수학습 상황에

바로 적용한다거나 일반화하는 것에는 어려움이 있으며,

학생들이 구성한 방식에서 수학적으로 오류가 있는 부분

도 일정부문 존재한다. 그럼에도 불구하고 본 연구에서

의 결과는 일정부분 학교수학에서 ‘함수의 극한’을 도입

할 때, 그래프를 이용하여 극한의 개념을 도입한 다음

식으로 주어진 계산문제를 풀도록 하는 수업 방식에 대

하여 주의할 필요가 있음을 드러내었다는 점에서 의미가

있다.

학교 현장에서는 함수의 극한을 구할 수 있으면 학생

이 함수의 극한에 대하여 이해한 것으로 오해할 소지가

있다. 그러나 그렇게 함수의 극한 값을 구한 학생들이

정작 자신들이 구한 값의 의미를 고민하지 않고, 단지

주어진 문제에 그러한 방식으로 답하는 것으로 길들여지

고 있는 것이라면(혹은 교사가 원하는 답 따로 자신이

생각하는 답을 따로 생각하면서 교사가 묻는 질문에는

교사가 원하는 답을 하는 것이 수학이라고 생각한다면),

이는 수학교육을 담당하는 이들이 함께 진지하게 고민해

야할 부분이라 생각한다.

교사가 수업을 통하여 지식을 어떻게 잘 전달할 것인

지 고민하는 것도 중요한 의미를 갖지만, 이를 위해서는

먼저 학생들이 어떻게 개념을 구성하고 있는지에 대한

정보를 얻기 위해 노력하는 것도 중요하다. 본 연구는

학생들이 함수의 극한 개념을 어떻게 구성하고 있는지에

대하여 대수적인 절차와 그래프를 이용한 풀이의 연결을

구성적 관점에서 살펴본 연구이다. 본 연구와 같이 학생

들의 함수의 극한 개념 구성에 대한 실질적인 정보를 축

적하는 것은, 앞으로 함수의 극한 학습 경험이 없는 학

생들을 대상으로 극한 개념 발달 과정에 대한 연구를 진

행하는 것에 도움이 될 수 있을 것이다.
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A case study on students' expressions in solving the limitations of

functions problems
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This study is a study to collect information about ‘Limitations of functions’ related learning. Especially, this

study was conducted on three students who can find answers by algebraic procedure in the process of extreme

problem solving. Students have had the experience of converting from their algebraic procedures to graphical

expressions. This shows how they reflect on their algebraic procedures. This study is a study that observes

these parts. To accomplish this, twelfth were teaching experiment in three high school students. And we

analyzed the contents related to the research topic of this study. Through this, students showed the difference

of expressions in the method of finding limits by using algebraic interpretation methods and graphs. In

addition, we examined the connectivity of the limitations of functions problem solving process of functions

using algebraic procedures and graphs in the process of converting algebraic expressions to graph expressions.

This study is a study of how students construct limit concepts. As in this study, it is meaningful to

accumulate practical information about students' limit conceptual composition. We hope that this study will help

students to study limit concept development process for students who have no limit learning experience in the

future.
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