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‘역 분수 문제’에 대한 5학년 학생들의 해결 방법 분석
1)

방정숙(한국교원대학교 교수)

조선미(한국교원대 대학원 학생)

I. 서론

분수와 대수는 학교 수학에서 매우 중요한 학습 주제

이면서 동시에 학생들이 가장 학습하기 어렵다고 생각하

는 주제 중의 하나이다(NCTM, 2000). 범자연수가 전부

였던 학생들의 수 체계가 분수를 통해 유리수로 확장되

기 때문에 학생들에게 분수의 개념은 복잡하다. 또한, 학

생들은 분수가 맥락에 따라 가지는 다양한 의미를 이해

하고 연결해야 하며, 분수의 연산을 학습할 때는 알고리

즘의 개념적 의미를 파악해야 하기 때문에 분수를 더욱

어렵게 생각한다(박현재, 김구연, 2018; Barnett-Clarke,

Fisher, Marks, & Ross, 2011).

한편 대수는 형식적이고 기호적인 특징으로 인해 중

학교 수학에서 본격적으로 도입된다. 전통적으로 산술

학습이 구체적인 수와 연산에 대한 계산 과정에 중점을

두는 것에 반하여 대수는 구조와 관계에 초점을 두고 이

를 일반화하는 것을 강조한다(Kieran, Pang, Schifter, &

Ng, 2016). 이러한 산술과 대수의 차이로 인해 많은 학

생들이 대수를 본격적으로 학습하는 중등학교에서 어려

움을 겪는다(우정호, 김성준, 2007; Carraher &

Schliemann, 2007). 이에 따라 최근에는 초등학교에서부

터 대수적 사고를 강조하여 산술 학습과 대수 학습을 연

결해야 한다는 주장이 제기되고 있다(방정숙, 최지영,

2011; Blanton, Levi, Crites, & Dougherty, 2011; Kieran

et al., 2016).

초등학교에서 대수적 사고의 중요성이 부각되는 것과

관련하여 분수 지식과 대수 학습 사이의 관련성에 관한
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관심도 높아지고 있다. 미국의 수학 자문 패널(The

National Mathematics Advisory Panel, 2008)에서는 분

수를 개념적으로 이해하는 것이 대수를 배우는 데 필수

적이며 분수 연산을 쉽고 빠르게 할 수 있는 능력은 대

수 학습의 기본이 된다고 주장하면서 분수와 대수 사이

의 관계를 강조하고 있다. Barnett-Clarke 외(2011)에서

도 대수에서 다루는 대부분의 예들은 분수로 표현되기

때문에 대수 학습은 분수를 이해하지 않고서는 불가능하

며 이러한 표현을 잘 다루기 위하여 분수에 관한 지식이

필요하다고 주장한다.

하지만 학생들의 분수 이해 능력에 초점을 두고 대수

적 사고와의 관련성에 관해 조사한 연구는 부족한 편이

다. 이에 분수 지식과 대수적 사고 사이의 관계를 연구

한 몇 개의 예외적인 논문을 살펴보면 분수를 능숙하게

다룰 수 있는 능력은 대수를 이해하는 데 필수적이며 대

수에서의 성취를 예측할 수 있는 지표라는 결과를 보여

준다(Empson, Levi, & Carpenter, 2011; Pearn &

Stephens, 2018). 특히 Pearn과 Stephens(2018)는 선행

연구를 바탕으로 초등학생들에게 ‘역 분수 문제(Reverse

Fraction Problems)’를 제시하여 학생들의 해결 방법을

탐색하고 이와 관련하여 학생들이 어떻게 분수 구조

(fractional structure)를 이해하고 활용하며 일반화할 수

있는지 분석하였다. 여기서 ‘역 분수 문제’란 예를 들어,

“10개의 동그라미가 있는데, 이것은 처음에 가지고 있던

동그라미 수의 

이다. 처음에 가지고 있던 동그라미의

수는 몇 개인가?”와 같이, 부분에 해당하는 양(partial

quantity) 10과, 이 양과 동치인 분수(equivalent fraction

of partial quantity) 

가 주어졌을 때 전체에 해당하는

양(the quantity of an unknown whole), 즉 분수 

에

해당하는 양을 구하는 문제이다(Pearn & Stephens,
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2018, p. 241).

이와 같은 연구 배경을 바탕으로 본 연구에서는 아직

분수의 나눗셈을 학습하지 않은 5학년 학생들을 대상으

로 ‘역 분수 문제’를 어떻게 해결하는지 그 방법을 살펴

보고자 하였다. 사실 분수의 나눗셈을 학습한 이후에는

‘역 분수 문제’를 쉽게 해결할 수 있기 때문에, 5학년 학

생들을 대상으로 하여 주어진 문제에 어떻게 접근하는지

그 해결 과정을 살펴보는 데 초점을 두었다. 구체적으로

여러 문제 맥락(예를 들어 부분에 해당하는 양이 연속량

또는 이산량인 경우)에 따라 학생들의 문제 해결 방법이

어떻게 달라지는지 자세히 살펴보고, 어떤 문제 맥락에

서 상위 해결 방법을 더 많이 사용하는지를 중점적으로

분석하였으며 해결 과정에서 드러나는 대수적 사고를 부

가적으로 탐색하고자 하였다.

II. 이론적 배경

1. 분수와 대수적 사고에 관한 선행연구 고찰

분수 지식과 대수적 사고에 관한 연구는 학생들이 가

진 분수 지식과 대수적 사고를 바라보는 관점에 따라 다

음과 같이 나누어 살펴볼 수 있다. 첫째, 방정식을 해결

할 때 학생들이 분수 지식을 어떻게 사용하는지를 살펴

본 연구이다(이혜민, 신인선, 2011; Lee & Hackenburg,

2014). 특히 이 연구들에서는 분수 지식을 스킴의 관점

에서 살펴보았는데 이혜민과 신인선(2011)의 연구에서는

방정식을 배우지 않은 초등학교 5학년 학생 2명을 대상

으로   형태의 일차방정식을 조작적으로 해결하는

과정에서 분수 스킴과 조작을 어떻게 사용하는지를 조사

하였다. 연구 결과에 따르면, 미지수와 주어진 양 사이의

동치 관계를 세우는 데 학생들은 반복 분수 스킴

(iterative fraction scheme)을 사용하였으며, 동치관계를

세우고 나서 미지수를 찾는데 동치 분수가 중요한 역할

을 한다는 것을 발견하였다. Lee와 Hackenburg(2014)의

연구에서는 18명의 중등학생을 대상으로 임상면담을 실

시한 후, 역 반복 분수 스킴(reversible iterative fraction

scheme)을 가지고 분수를 승수(multipliers)로 사용하는

7학년 학생을 대상으로 사례연구를 진행하였다. 이 연구

에서는 분수에 관한 지식이 두 미지의 양 사이의 관계를

곱셈적으로 표현하는 방정식을 쓰는 데 영향을 준다는

것과 대수적 맥락에서 구조와 관계를 파악하는 데 도움

이 된다는 것을 밝혔다.

둘째, 학생들이 분수 문제를 해결할 때 사용하는 관

계적 사고가 대수적 사고의 전조가 된다는 생각과 관련

된 연구이다(Empson et al., 2011; Pearn & Stephens,

2016, 2018; Siegler et al., 2012). 이 연구들은 분수에 관

한 지식이 뛰어난 학생들이 대수 지식과 관련된 문제에

서도 성과를 나타낸다는 결과들을 보고하고 있다.

Siegler 외(2012)는 고등학교 학생들의 대수 및 전반적인

수학 성취와 관련된 수학적 지식은 무엇인가를 조사하기

위해 미국과 영국의 학생들을 대상으로 종적 연구를 진

행하였다. 미국과 영국의 초등학교 학생들이 가진 자연

수의 덧셈, 뺄셈, 곱셈, 나눗셈과 분수에 관한 지식을 조

사한 다음, 이 학생들이 고등학생이 되었을 때의 수학적

지식을 조사하였다. 연구 결과에 따르면 학생들의 지능,

부모의 교육 수준과 같은 외부 요인을 통제하였을 때,

초등학교 학생들의 분수에 관한 지식과 자연수의 나눗셈

에 관한 지식이 고등학교에서 학생들의 대수를 비롯한

전반적인 수학적 성취에 영향을 주는 유일한 요소임이

드러났다. 즉 초등학교에서 자연수의 나눗셈과 분수를

잘 이해한 학생들이 중등학교에서 대수를 배울 때 높은

성취를 나타낸다는 것이다. Empson 외(2011)는 학생들

이 분수를 관계적인 양으로 이해하게 되면 계산을 단순

화하고 식을 변형하기 위해 양을 분해하고 합성할 수 있

게 된다고 하였다. 학생들이 연산에 관해 관계적으로 사

고하는 능력을 기른다면 식을 의미 있게 추론할 수 있으

며 대수적으로 사고하는 데 도움이 된다. 또한, Pearn과

Stephens(2016)의 연구에서는 초등학교 5～6학년 학생들

을 대상으로 지필 평가를 시행하였는데 연구 결과에 따

르면, 분수 관련 문제를 능숙하게 해결한 학생들이 대수

지식에 관한 문제도 잘 해결하였다. 이를 통해 연구자는

분수 문제를 잘 해결하는 것이 대수적으로 사고하는 것

과 관계가 깊다고 주장하였다.

이와 같이 분수에 관한 지식과 대수적 사고 사이에는

깊은 관련성이 있음을 알 수 있다. 이에 본 연구에서는

Pearn과 Stephens(2016, 2018)에서 제시한 ‘역 분수 문

제’를 우리나라 5학년 학생들에게 제시하고, 학생들이 문

제를 해결하는 과정에서 나타나는 특징에 관해 면밀히

살펴보았다.
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[표 1] Pearn과 Stephens(2018)에서 제시한 ‘역 분수 문제’

[Table 1] Reverse Fraction Problems presented in Pearn and Stephens (2018)

문제 맥락
문제
번호

문제부분에
해당하는 양

부분에 해당하는 양을
나타내는 분수

그림
제시

이산량 자연수

진분수 ○ 1

10개의 동그라미가 있는데 이것은 처음에 가지고 있

던 동그라미 수의 

이다. 처음에 가지고 있던 동그

라미의 수는 몇 개인가?

진분수 × 2

수지가 가지고 있는 CD의 수는 케이가 가진 CD의

수의 

이다. 수지가 가진 CD의 수는 12개이다. 케

이가 가진 CD의 수는 몇 개인가?

가분수 ○ 3

14개의 동그라미가 있는데 이것은 처음에 가지고 있

던 동그라미 수의 

이다. 처음에 가지고 있던 동그

라미의 수는 몇 개인가?

2. Pearn과 Stephens(2018) 연구의 개관

Pearn과 Stephens(2018)는 ‘역 분수 문제’를 중심으로

분수를 다루는 능력과 대수적 사고 사이의 연결에 관한

연구를 진행하였다. 우선, 예비 연구로 수학적 능력이 뛰

어난 6학년 학생들 18명을 대상으로 ‘역 분수 문제’를 제

시하고 그 해결 방법을 분석하였다. 후속 연구로 학업

수준이 다양한 5학년 학생들 26명과 6학년 학생들 20명

의 학생들에게 지필 평가로 ‘역 분수 문제’를 해결하도록

한 후 17명을 선정하여 면담한 결과를 분석하였다. 본

연구의 목적상 지필 평가를 중점적으로 살펴보면 다음과

같다.

Pearn과 Stephens(2018)는 선행 연구를 바탕으로

(Jacobs, Franke, Carpenter, Levi, & Battey, 2007;

Stephens & Ribeiro, 2012) 대수적 사고의 특징인 동치

(equivalence)의 이해, 동치를 이용한 변형, 일반화할 수

있는 방법의 사용에 초점을 두고 학생들의 해결 방법을

분석하였다. 구체적으로, ‘역 분수 문제’를 성공적으로 해

결한 학생들이 사용한 문제 해결 방법은 무엇인지, 이

학생들이 사용한 문제 해결 방법은 어떤 특징이 있는지,

학생들이 사용한 문제 해결 방법이 대수적 사고와 관계

가 있는지 등을 탐색하였다.

Pearn과 Stephens(2018, p.241)의 지필 평가에서는

[표 1]에 제시한 바와 같이 총 3개의 문제를 활용하였다.

예비 연구에 참여한 6학년 학생들 18명 중 3문제를 모두

해결한 학생은 11명이었으며 그 중 수학적으로 의미 있

는 풀이를 한 7명의 문제 해결 방법을 분석한 결과, 학

생들은 부분에 해당하는 양과 분수 사이의 동치를 이해

하고, 부분에 해당하는 양을 분자로 나누어 단위분수에

해당하는 양을 찾은 다음, 분모를 곱하여 전체에 해당하

는 양을 구하는 방법을 사용하고 있었다.

학생들의 해결 방법을 살펴보기 위해 1번 문제의 예

를 들면, [그림 1]과 같이 수학적 표기와 표현은 정확하

지 않았지만 곱셈 방법을 활용하여 수학적으로 의미 있

는 풀이를 하였다. 학생들은 단순히 그림을 그리거나 묶

어서 세는 방법으로 문제를 해결한 것이 아니라 부분에

해당하는 양과 그 양과 동치인 분수 사이의 관계를 파악

하였으며 양 변에 동일한 수를 곱하고 나누는 방법을 활

용하여 문제를 해결함으로써 대수적으로 사고하고 있었

다. 이는 대수 방정식을 해결하는 방법과 유사하다고 볼

수 있다.

[그림 1] ‘역 분수 문제’에 대한 학생들의 해결 방법의 예

(Pearn & Stephens, 2018, p. 243)

[Fig. 1] An example of students’ solution methods about

Reverse Fraction Problems
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한편, Pearn과 Stephens(2018)의 예비 연구에서는 수

학적 능력이 뛰어난 6학년 학생들만 연구 대상으로 하였

으나, 후속 연구에서는 수학적 능력이 다양한 5학년 학

생들과 6학년 학생들을 대상으로 하여 동일한 문제를 가

지고 지필 평가를 하였는데, 전체 46명 중 7명의 학생들

이 곱셈 방법과 고급 곱셈 방법을 활용하여 문제를 해결

할 수 있었다. 그리고 이 학생들 중 일부를 면담한 결과,

‘역 분수 문제’에서 부분에 해당하는 양과, 그 양을 나타

내는 분수를 임의의 양으로 제시한 경우에도 일반화할

수 있는 방법으로 문제를 해결하는 경향이 드러났다. 이

를 통해 연구자들은 ‘역 분수 문제’를 해결할 때 곱셈 방

법을 사용하는 것은 일반화의 전조(precursor)가 된다는

것과, 일반화할 수 있는 방법을 사용한다면 이는 대수적

사고를 드러내는 것이라고 주장하였다. 이에 본 연구에

서는 우리나라 학생들이 기존에 학습하지 않은 유형인

‘역 분수 문제’ 에 대해 어떻게 접근하는지, 특히 상위

해결 방법인 곱셈 방법을 얼마나 어떻게 사용하는지에

초점을 두고 분석하였다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 대상

본 연구는 분수의 나눗셈을 학습하지 않은 5학년 학

생들이 ‘역 분수 문제’를 어떻게 해결하는지를 분석하고

문제 해결 과정에서 나타나는 특징을 살펴보는 데 그 목

적이 있다. 이를 위해 서울특별시에 소재한 초등학교 4

개교와 충청북도에 소재한 초등학교 5개교를 편의 표집

하여 총 9개교에서 5학년 각 1학급씩을 선정하여 전체

207명의 학생들에게 평가지를 제공하였다. 이 중 선행학

습 여부를 조사하여 분수의 나눗셈을 학습한 38명의 학

생들은 분석 대상에서 제외하였다.

Pearn과 Stephens(2018)의 연구에서 지필 평가는 총

3문제로 구성된 반면에([표 1] 참조), 본 연구에서는 문

제 맥락에 따른 학생들의 해결 방법을 자세히 분석하기

위해서 총 12문제로 확장하였다(이에 대해서는 다음 절

에서 상세히 기술함). 본 연구의 목적상 학생들이 ‘역 분

수 문제’를 어떻게 해결하는지 분석하는 데 초점을 두었

기 때문에, 해결한 문제의 수가 3개 이하인 1231)명의 학

생들은 분석 대상에서 제외하여 결과적으로 46명의 학생

들을 최종 분석 대상으로 하였다.

2. 검사 도구

본 연구에서 사용한 검사 도구는 Pearn과

Stephens(2018)의 ‘역 분수 문제’와 우리나라 수학 교과

서 6학년 1학기 4단원 <비와 비율>의 문제를 참고하였

다(교육부, 2018). 예를 들어 ‘비율과 비교하는 양으로 기

준량 구하기’ 차시에서는 [그림 2]와 같이 비교하는 양

30과 비율 

이 주어졌을 때 기준량을 구하는 문제를

제시하고 있는데, 이 문제의 구조는 ‘역 분수 문제’와 유

사하다. 다만, 선행 연구에서 사용된 ‘역 분수 문제’는 모

두 이산량을 사용한 반면에, [그림 2]의 경우는 연속량을

사용하고 있음에 주의를 기울일 필요가 있다.

[그림 2] ‘역 분수 문제’와 관련된 우리나라 교과서 문제

의 예(교육부, 2018, p. 114)

[Fig. 2] An example of problems in the mathematics

textbooks related to Reverse Fraction Problems

또한 ‘역 분수 문제’에 제시된 수가 바뀌더라도 일반

화할 수 있는 곱셈 방법을 학생들이 어느 정도 일관되게

사용하는지 알아보기 위해서는 선행 연구 중 지필 평가

에서 사용한 3문제가 충분하지 않다고 생각되었다. 이와

더불어 [표 1]을 자세히 살펴보면 문제 1과 문제 2의 경

우 동일한 진분수 맥락에서 그림이 제시된 경우와 그렇

지 않은 경우로 학생들의 해결 방법을 비교할 수 있다.

또한, 문제 1과 문제 3에서는 동일하게 그림이 제시된

맥락에서 부분에 해당하는 양이 진분수인지 가분수인지

1) 본 연구에 참여한 5학년 학생들에게 ‘역 분수 문제’는 기존

에 학습하지 않은 유형의 문제이기 때문에 낮은 정답률이

특이하지는 않다고 생각된다. 이는 유사한 맥락에서 Pearn

과 Stephens(2018)의 연구와 비교해 봐도 예상할 수 있다.
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[표 2] 본 연구에서 사용한 ‘역 분수 문제’

[Table 2] Reverse Fraction Problems presented in this study

문제 맥락
문제
번호 문제의 예부분에

해당하는 양

부분에 해당하는 양을

나타내는 분수

그림
제시

이산량 자연수

진분수

○ 1 민서가 가지고 있는 사탕의 수는 10개입니다. 이것은

지현이가 가지고 있는 사탕 수의 

입니다. 지현이가

가지고 있는 사탕의 수는 몇 개일까요?× 7

가분수

○ 2 경수가 현재 가지고 있는 바둑알의 수는 21개입니다.

이것은 경수네 집에 있는 바둑알 수의 

입니다. 경수

네 집에 있는 바둑알 수는 몇 개일까요?× 8

연속량 자연수

진분수
○ 3 내 연필의 길이는 20cm입니다. 이것은 예림이 연필 길

이의 

입니다. 예림이 연필의 길이는 몇 cm일까요?× 9

가분수
○ 4 내 몸무게는 18kg입니다. 이것은 성현이 몸무게의 


입

니다. 성현이의 몸무게는 몇 kg일까요?× 10

연속량 분수

진분수
○ 5 내 필통의 무게는 


g입니다. 이것은 선영이 필통 무게

의 

입니다. 선영이 필통의 무게는 몇 g일까요?× 11

가분수
○ 6 교실 커텐의 길이는 


m입니다. 이것은 창문 세로 길

이의 

입니다. 창문 세로의 길이는 몇 m일까요?× 12

에 따라 분석이 가능하다. 하지만 부분에 해당하는 양을

모두 이산량과 자연수의 경우로만 제한한 것과, 부분에

해당하는 양을 나타내는 분수가 가분수이면서 그림을 제

시하지 않은 경우는 학생들이 어떻게 문제를 해결하는지

살펴볼 수 없다는 점에서 문제 맥락을 보다 체계적으로

보완할 필요가 있다고 판단하였다.

이에 다양한 문제 맥락을 고려하여 [표 2]와 같이 문

제를 추가하였다. 우선 Pearn과 Stephens(2018)에서는

제시하지 않았던 부분에 해당하는 양이 연속량인 경우와

분수인 맥락을 추가하였다. 그런 다음 각각의 문제 맥락

에서 학생들의 반응을 비교할 수 있도록 부분에 해당하

는 양이 이산량인지 연속량인지, 그리고 자연수인지 분

수인지, 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분수

인지 가분수인지, 그림이 제시되었는지 아닌지에 따라

평가지의 문제를 구성하였다. 이때 이산량에서 부분에

해당하는 양이 분수인 경우는 자연스러운 맥락이 아니라

고 판단되어 다루지 않았다.

한편, 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수는 그대로

두고 부분에 해당하는 양만 변화시켰을 때 학생들이 여

전히 같은 해결 방법을 사용할 수 있는지 알아보기 위해

문제 1～6번과 7～12번의 분수를 동일하게 제시하였다.

예를 들어, 문제 1번에서는 부분에 해당하는 양을 10, 부

분에 해당하는 양을 나타내는 분수를 

로 제시하였고,

같은 맥락에서 그림만 제시하지 않은 문제 7번에서는 분

수 

는 그대로 두고 부분에 해당하는 양만 12로 변화

를 주었다. 이와 관련하여 Pearn과 Stephens(2018)는 만

약 학생들이 문제에 제시된 수가 바뀌어도 계속해서 같

은 방법을 사용하여 문제를 해결한다면, 이를 일반화의

강력한 증거로 해석할 수 있다고 주장하였다.

이러한 과정을 통해 개발된 검사 도구는 초등 수학
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[표 3] ‘역 분수 문제’에 대한 학생들의 해결 방법 설명 및 예

[Table 3] Explanations and examples of students’ solution methods used for Reverse Fraction Problems

1번 문제) 민서가 가지고 있는 사탕의 수는 10개입니다.

이것은 지현이가 가지고 있는 사탕 수의 

입니다.

지현이가 가진 사탕의 수는 몇 개일까요?

문제 해결 방법 설명

형식화 방법

․분수의 나눗셈을 이용하여 문제를 해결하는 방법

예) 

÷2=


, 

×3=

, 10÷2=5, 5×3=15 / 10÷


=10×


=15

곱셈 방법

․부분에 해당하는 양을 분자로 나누어 단위분수에 해당하는 양을 구한 다음, 이에 분모를

곱하여 전체에 해당하는 양을 찾는 방법 예) 10÷2=5, 5×3=15 / 

=10, 


=5, 5×3=15

․단위분수에 해당하는 양을 구한 다름, 이를 분자와 분모에 곱하여 전체에 해당하는 양을

찾는 방법 예) 

=5, 2×5=10, 3×5=15

부분적 곱셈 방법

․단위분수에 해당하는 양을 구한 다음, 필요한 양만큼을 더하거나 빼서 전체에 해당하는

양을 찾는 방법 예) 10÷2=5, 10+5=15 / 2×5=10, 10+5=15 / 

=5, 


+

=15

덧셈 방법

․단위분수에 해당하는 양을 구한 다음, 이를 반복해서 더하는 방법으로 전체에 해당하는

양을 찾는 방법 예) 10÷2=5, 5+5+5=15 / 

=5, 5+5+5=15 / 


=5, 


=10, 


=15

그림 방법

․문제에 주어진 그림을 이용하거나 새로운 그림을 그려 문제를 해결하는 방법

․그림만을 이용하여 문제를 해결하는 경우에는 그림 방법으로 분류함.

․그림을 이용하고 덧셈 방법, 부분적 곱셈 방법, 곱셈 방법, 형식화 방법을 함께 사용하는

경우에 각각 그림+덧셈 방법, 그림+부분적 곱셈 방법, 그림+곱셈 방법, 그림+형식화 방법으

로 분류함.

교육 전문가 1명 및 대학원에서 초등 수학 교육으로 박

사 과정 중인 교사 4명의 검토를 받았다. 구체적으로 선

행연구의 문제를 본 연구의 목적에 따라 문제 맥락별로

적절하게 추가하였는지, 5학년 학생들이 해결하기에 적

합한 난이도의 문제인지, 어떻게 문제의 순서 및 그림을

제시하는 것이 보다 타당한지 등의 측면에서 검토를 받

았다. 그런 다음 문제의 타당도, 문제 수의 적절성, 평가

상의 유의점 등을 확인하기 위해 대전광역시 소재 C초

등학교 5학년 1개 학급을 대상으로 예비 검사를 실시하

였다. 예비 검사의 결과를 토대로 수정한 사항을 요약하

면 다음과 같다. 먼저 문제의 내용을 학생들이 이해하기

쉽도록 수정하였다. 예를 들어, 문제 1번을 예비 검사에

서는 ‘지현이가 가지고 있는 사탕 수의 

는 민서가 가

지고 있는 사탕의 수입니다. 민서가 가지고 있는 사탕의

수는 10개입니다. 지현이가 가지고 있는 사탕의 수는 몇

개일까요?’와 같이 제시하였는데 학생들이 문제의 의미

를 파악하는 데 어려움을 겪는다고 판단하여 본 검사에

서는 어순을 변경하여 제시하였다. 또한, 부분에 해당하

는 양을 분수로 제시한 경우(5번, 6번, 11번, 12번)에 학

생들이 문제를 잘 해결하지 못했다는 점을 참고하여 보

다 문제에 쉽게 접근할 수 있도록 분수를 작게 조정하였

다. 예를 들어, 예비 검사에서는 문제 11번의 분수를 


와 

로 제시하였는데 본 검사에서는 


과 

으로 수

정하여 제시하였다. 모든 문제는 학생들의 사고 과정을

보다 면밀히 살펴볼 수 있도록 문제 해결 방법을 자세히
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기술하도록 하였다.

3. 자료 수집 및 분석

학생들은 각 반 담임교사의 감독 아래 약 40분 동안

평가지에 답과 해결 과정을 기록하였다. 평가가 끝난 후,

평가지를 수집하여 각 문제에 대한 학생들의 반응을 정

답, 오답, 무응답으로 구분하였고 정답의 경우에는 어떤

해결 방법을 사용하였는지에 관해 분석하였다.

문제 해결 방법을 분류할 때는 Pearn, Pierce 그리고

Stephens(2017)에서 제시한 분석틀을 바탕으로 하되, 보

다 체계적인 분석을 위해 분류 기준을 좀 더 세분화하였

다. 검사 도구의 경우와 마찬가지로 초등 수학 교육 전

문가 1명 및 초등 수학 교육으로 박사 과정 중인 교사 4

명에게 이에 대한 검토를 받았다. 이 과정에서 특히 선

행연구에서 분류하지 않았던 문제 해결 방법을 어떤 기

준으로 분류할 것인지, 그 기준이 타당한지에 초점을 두

고 살펴보았다.

먼저 Pearn 외(2017)에서 학생들이 단위분수에 해당

하는 양을 찾고 덧셈을 한 경우 덧셈(additive) 방법, 덧

셈과 곱셈을 함께 사용한 경우는 부분적 곱셈(partially

multiplicative) 방법, 곱셈만 사용한 경우는 곱셈

(multiplicative) 방법으로 분류한 것을 본 연구에도 그대

로 적용하였다. Pearn 외(2017)에서는 분수의 나눗셈으

로 문제를 해결한 경우를 고급 곱셈 방법(advanced

multiplicative)으로 명명하여 분류하였으나 본 연구에서

는 형식화 방법으로 구분하였다([표 3] 참조).

그러나 그림(visual) 방법의 경우에는 Pearn 외(2017)

의 분석틀로 학생들의 사고 과정을 면밀히 살펴보기에

부족함이 있다고 판단하여 다음과 같이 분석틀을 세분화

하였다. Pearn 외(2017)에서는 주어진 그림을 분할하거

나 새로운 그림을 그려 문제를 해결한 경우를 단순히 그

림 방법으로 분류하였다. 이에 반해 본 연구에서는 그림

을 이용한 방법을 그림 방법, 그림+덧셈 방법, 그림+부

분적 곱셈 방법, 그림+곱셈 방법, 그림+형식화 방법으로

구분하였다. 예를 들어, 그림+덧셈 방법을 사용한 학생

은 단위분수에 해당하는 양을 찾은 다음 전체에 해당하

는 양을 구하기 위해 반복된 덧셈을 사용한다는 점에서

는 덧셈 방법을 사용한 학생과 같지만 문제를 해결할 때

주어진 그림을 분할하거나 새로운 그림을 그리는 방법을

함께 사용한다는 점에서 차이가 있다. 이와 같이 분석틀

을 좀 더 세분화함으로써 문제에서 그림을 제시하는 것

이 학생들의 문제 해결 과정에 어떤 도움을 주는지 좀

더 면밀히 살펴보고자 하였다.

한편 학생들의 해결 방법을 분석할 때 수학의 형식적

인 측면에서 다소 정교함이 부족한 풀이 과정을 볼 수

있었다. 예를 들어 부분에 해당하는 양 10과 그 양을 나

타내는 분수 

가 서로 같은 양을 나타내고 있다는 것

을 ‘

=10’으로 표현하는 경우이다. 이는 Pearn과

Stephens(2018)에서도 드러난 경우인데, 초등학생들의

표현임을 감안하여, 수학적 표기는 정확하지 않더라도

학생들의 의미 있는 사고 과정을 파악할 수 있는 경우는

모두 정답으로 인정하고 분석의 범위에 포함하였다.

학생들의 문제 해결 방법을 분류할 때는 학생들이 가

장 많이 사용한 방법을 기준으로 하였으며 방법의 수가

동률인 경우는 보다 상위 해결 방법으로 구분하여 표기

하였다. 예를 들어, 해결한 문제의 수 4개 중 2개는 부분

적 곱셈 방법, 2개는 곱셈 방법으로 해결한 학생의 문제

해결 방법은 곱셈 방법으로 분류하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

본 장에서는 먼저 학생들이 ‘역 분수 문제’를 해결하

기 위해 어떤 방법을 사용했는지에 초점을 두고 살펴보

았으며, 문제 해결 과정에서 나타나는 대수적 사고를 분

석하였다. 그런 다음 문제 맥락별 정답률과 해결 방법을

비교․분석하여 학생들이 쉽게 접근할 수 있는 맥락과

상위 해결 방법을 사용하는 맥락의 특징에 관해 알아보

았다.

1. 학생들이 사용한 문제 해결 방법

1) 전체적인 경향

본 연구의 분석 대상이 된 46명의 학생들이 사용한

문제 해결 방법을 분석한 결과는 다음과 같다. [표 4]에

서 알 수 있는 바와 같이, 5학년 학생들이 가장 많이 사

용한 방법은 곱셈 방법으로 전체의 82.60%를 차지하고

있으며, 다음으로 그림 방법, 부분적 곱셈 방법, 덧셈 방

법 순으로 나타났다. 분수의 나눗셈을 아직 배우지 않은
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학생들을 대상으로 하였기 때문에 형식화 방법을 중점적

으로 사용하여 문제를 해결한 학생들은 없었다. 그림 방

법을 사용한 학생들의 경우 4명 중 3명은 그림+부분적

곱셈 방법을 사용하였고 1명은 그림+곱셈 방법을 사용

한 것으로 나타났다. 이는 그림 방법을 사용한 학생들

대부분이 단순히 그림을 분할하거나 묶어 세는 방법으로

문제를 해결한 것이 아니라 보다 수준이 높은 방법들을

함께 사용했다는 것을 의미한다.

[표 4] 학생들이 사용한 문제 해결 방법 (N=46)

[Table 4] Solution methods used for Reverse Fraction

Problems (N=46)

구분
그림

방법

덧셈

방법

부분적

곱셈

방법

곱셈

방법

형식화

방법
합계

학생 수

(%)

4

(8.69)

1

(2.17)

3

(3.12)

38

(82.60)
-

46

(100)

한편 어떤 학생들은 부분에 해당하는 양이나 분수가

달라져도 동일한 방법을 사용하여 문제를 해결하였으며

어떤 학생들은 문제에 따라 방법을 다르게 사용하였다.

이에 46명의 학생들 중 한 가지 방법만을 사용하여 문제

를 해결한 학생들이 얼마나 있는지 분석해 보았더니 17

명(36.96%)으로 나타났다. 이 중 16명은 곱셈 방법만을

사용하여 문제를 해결하였고 1명은 그림+곱셈 방법만으

로 문제를 해결하였다. 이를 통해 상위 해결 방법인 곱

셈 방법을 사용하는 학생들이 부분에 해당하는 양이나

분수를 다르게 제시하더라도 동일한 해결 방법으로 문제

를 해결할 가능성이 더 높다는 사실을 확인할 수 있었

다.

2) 세부적인 특징

본 연구의 5학년 학생들이 ‘역 분수 문제’를 해결하기

위해 가장 많이 사용한 방법은 곱셈 방법이다. 곱셈 방

법을 사용한 학생들은 부분에 해당하는 양을 분자로 나

누어 단위분수에 해당하는 양을 구한 다음 분모를 곱하

여 전체에 해당하는 양을 구하였다. 예를 들어, [그림 3]

과 같이 학생들은 부분에 해당하는 양 10과 그 양을 나

타내는 분수 

가 같은 양을 나타내기 때문에 부분에

해당하는 양을 분자로 나누어 단위분수 

에 해당하는

양 5를 구하고 이에 분모 3을 곱하여 전체에 해당하는

양이 15임을 구했다.

[그림 3] 곱셈 방법의 예

[Fig. 3] An example of multiplicative methods

어떤 학생들은 분자와 분모에 같은 양을 곱하는 방법

으로 문제를 해결하기도 하였다. [그림 4]의 학생은 분자

2가 지현이가 가지고 있는 사탕 수 10과 같은 양을 나타

내기 때문에 1(단위분수 

)에 해당하는 양은 5이고 구

하고자 하는 양은 분모 3에 해당하는 양인 15라는 것을

알아냈다.

[그림 4] 곱셈 방법의 다른 예

[Fig. 4] Another example of multiplicative methods

부분적 곱셈 방법을 사용한 학생들은 곱셈 방법을 사

용한 학생들처럼 단위분수에 해당하는 양을 구한 다음

바로 분모를 곱하여 전체에 해당하는 양을 찾는 것이 아

니라 필요한 양만큼을 더하거나 빼는 방법으로 문제를

해결하였다. 예를 들어 [그림 5]와 같이 전체에 해당하는

양 

을 구하기 위해서는 문제에서 주어진 


에 해당하

는 양에서 

에 해당하는 양을 빼야 한다. 따라서 이 학

생은 

에 해당하는 양은 21이고 


에 해당하는 양은 3

인 것을 이용하여 21에서 3을 빼서 전체에 해당하는 양

이 18임을 구하였다.
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[그림 5] 부분적 곱셈 방법의 예

[Fig. 5] An example of partially multiplicative methods

덧셈 방법을 사용한 학생들은 앞서 언급한 곱셈 방법,

부분적 곱셈 방법을 사용한 학생들처럼 전체에 해당하는

양을 구하기 위해 바로 곱셈을 하거나 필요한 양만큼을

더하거나 빼는 대신 단위분수에 해당하는 양을 반복해서

더하는 방법으로 전체에 해당하는 양을 구하였다. 학생

들은 [그림 6]과 같이 

에 해당하는 양이 20임을 확인

한 후 단위분수 

에 해당하는 양 5를 반복해서 더함으

로써 

에 해당하는 양이 35라는 것을 알아냈다.

[그림 6] 덧셈 방법의 예

[Fig. 6] An example of addictive methods

그림 방법을 사용한 학생들은 문제에서 주어진 그림

을 이용하거나 직접 그림을 그려서 문제를 해결하였다.

하지만 학생들은 그림만으로 문제를 해결하기보다는 앞

서 언급한 곱셈 방법, 부분적 곱셈 방법, 덧셈 방법을 함

께 사용하는 경우가 많았다. [그림 7]과 [그림 8]은 각각

이산량, 연속량 맥락에서 학생들이 그림을 사용하여 곱

셈 방법으로 문제를 해결한 예이다. [그림 7]의 학생은

문제에서 주어진 그림을 2묶음으로 나누어 1묶음(단위분

수 

)에 해당하는 양이 5이고, 전체에 해당하는 양은 5

개의 3배인 15개라는 것을 확인하였다. [그림 8]의 학생

은 띠 그림을 3등분하여 한 칸(단위분수 

)에 해당하는

양이 6이고, 구하고자 하는 양은 띠 그림에서 두 칸(분

수 

)에 해당하는 양이라는 것을 파악하였다.

[그림 7] 그림 방법의 예 ①

[Fig. 7] The first example of visual methods

[그림 8] 그림 방법의 예 ②

[Fig. 8] The second example of visual methods

한편, 일부 학생들은 문제를 해결하기 위해 그림이

주어지지 않은 문제에 직접 그림을 그리기도 하고 제시

된 맥락을 바꾸기도 하였다. 예를 들어, [그림 9]의 학생

은 동그라미를 14개 그린 다음 14개가 

에 해당하는

양이므로 

에 해당하는 양을 구하기 위해서 


에 해당

하는 양 2를 빼서 5학년 학생의 수가 12명이라는 것을

알아냈다.

[그림 9] 그림 방법의 예 ③

[Fig. 9] The third example of visual methods
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다른 예로, [그림 10]의 학생은 문제에 제시된 연속량

맥락의 그림을 사용하지 않고 이산량 맥락의 그림을 그

려 문제를 해결하였다. 이 학생은 동그라미를 18개 그린

다음 이를 3묶음으로 나누어 단위분수 

에 해당하는

양 6을 구하고 18에서 6만큼을 빼서 

에 해당하는 양

12를 구했다.

[그림 10] 그림 방법의 예 ④

[Fig. 10] The fourth example of visual methods

3) 문제 해결 과정에서 드러난 대수적 사고

앞에서 제시한 바와 같이, 학생들이 ‘역 분수 문제’를

해결하는 과정에서 사용한 문제 해결 방법은 다양했지만

세 가지 공통점을 찾을 수 있었다. 첫째, 학생들은 부분

에 해당하는 양과 분수가 서로 같은 양을 나타내고 있다

는 것을 파악하였다. 예를 들어 1번 문제에서 학생들은

민서가 가지고 있는 사탕의 수가 10개이고 이것이 지현

이가 가지고 있는 사탕 수의 

라면 이 문제에서 


에

해당하는 양은 10과 같은 양을 나타낸다는 것을 이해하

였다. 어떤 학생들은 부분에 해당하는 양 10이 

에서

분자 2와 동일한 양을 나타낸다고 생각하기도 하였다.

둘째, 학생들은 전체에 해당하는 양이 분수 

, 즉 1

에 해당하는 양이 된다는 것을 이해하였다. 예를 들어, 1

번 문제에서 학생들은 지현이가 가지고 있는 사탕의 수

를 구하려면 전체를 나타내는 분수 

에 해당하는 양

또는 분모 3에 해당하는 양을 구해야 한다는 것을 알고

있었다.

셋째, 학생들은 전체에 해당하는 양을 구하기 위해

단위분수에 해당하는 양을 먼저 구해야 한다는 것을 파

악하였다. 예를 들어, 1번 문제에서 학생들은 전체를 나

타내는 분수 

에 해당하는 양을 구하기 위해 단위분수




에 해당하는 양을 먼저 구했다. 그런 다음 단위분수에

해당하는 양을 반복해서 더하는 방법(덧셈 방법), 부분에

해당하는 양에서 필요한 양만큼을 더하거나 빼는 방법

(부분적 곱셈 방법), 단위분수에 해당하는 양에 바로 분

모를 곱하는 방법(곱셈 방법)을 이용하여 문제를 해결하

였다.

이와 같은 공통점은 Pearn과 Stephens(2018)에서 대

수적 사고의 특징으로 제시했던 동치의 이해, 동치를 이

용한 변형과 일맥상통한다. 즉 학생들은 ‘역 분수 문제’

의 의미를 이해하고 문제에 제시된 분수의 구조를 파악

함으로써 부분에 해당하는 양과 분수 사이의 동치 관계

를 이해할 수 있었으며, 다양한 방법을 사용하여 아직

학습하지 않은 문제를 해결할 수 있었다.

2. 문제 맥락에 따른 학생들의 정답률 및 해결 방법

분석

1) 문제 맥락별 정답률

5학년 학생들이 어떤 맥락의 문제를 더 잘 해결하는

지 알아보기 위해 문제 맥락에 따른 정답률을 비교해 보

았다([표 5] 참조). 선행 연구에 비해 문제 맥락을 좀 더

체계적으로 다양하게 구성하였기 때문에, 문제를 해결한

학생들이 보다 쉽게 접근할 수 있는 문제 맥락에 관한

정보를 얻을 수 있었다. 본 절에서는 문제 맥락별 정답

률만 간단히 살펴보고 후속 절에서 문제 맥락별로 학생

들이 어떤 해결 방법을 사용했는지 구체적인 분석 결과

를 제시하였다.

첫째, 부분에 해당하는 양이 이산량인지 연속량인지

에 따른 정답률은 전반적으로 이산량 맥락에서 더 높았

다(1번과 3번, 7번과 9번, 2번과 4번, 8번과 10번). 다만

부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분수이고 그림

이 제시된 1번과 3번 맥락에서는 연속량인 경우에 정답

률이 더 높았다. 학생들은 이산량 맥락에서 상대적으로

그림 방법을 사용하여 문제를 해결한 경우가 많았는데

(후속 절의 [표 6]과 [표 7]에서 자세히 다룸), 이는 문제

의 구조를 파악하기 위해 주어진 그림을 이용하거나 그

림을 그릴 때 연속량 맥락보다는 이산량 맥락에 더 쉽게

접근할 수 있었기 때문인 것으로 유추된다.
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[표 5] 문제 맥락별 정답률 (N=46)

[Table 5] A percentage of correct answers according to the problem contexts

문제 맥락

문제 번호 빈도수(%)부분에

해당하는 양

부분에 해당하는 양을

나타내는 분수
그림 제시

이산량 자연수

진분수
○ 1 41(89.13)

× 7 35(76.09)

가분수
○ 2 43(93.48)

× 8 38(82.61)

연속량 자연수

진분수
○ 3 44(95.65)

× 9 31(67.39)

가분수
○ 4 37(80.43)

× 10 32(69.57)

연속량 분수

진분수
○ 5 5(10.87)

× 11 7(15.22)

가분수
○ 6 8(17.39)

× 12 8(17.39)
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이산량 연속량 이산량 연속량 이산량 연속량 이산량 연속량

A B C D

89.13
95.65

76.09
67.39

93.48

80.43 82.61

69.57

* A: 자연수, 진분수, 그림 ○ B: 자연수, 진분수, 그림 ×

C: 자연수, 가분수, 그림 ○ D: 자연수, 가분수, 그림 ×

[그림 11] 부분에 해당하는 양이 이산량인지 연속량인지

에 따른 정답률

[Fig. 11] A percentage of correct answers according to

the problem contexts in which the partial quantity with a

natural number is discrete or continuous

둘째. 부분에 해당하는 양이 자연수인지 분수인지에

따른 정답률을 살펴보았다(3번과 5번, 9번과 11번, 4번과

6번, 10번과 12번). 부분에 해당하는 양이 연속량, 분수

인 맥락([그림 13]의 문제 참조)에서는 학생들이 정답을

맞힌 빈도수가 자연수 맥락에 비해 현저히 낮다.
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자연수 분수 자연수 분수 자연수 분수 자연수 분수

A B C D

95.65

10.87

67.39

15.22

80.43

17.39

69.57

17.39

* A: 연속량, 진분수, 그림 ○ B: 연속량, 진분수, 그림 ×

C: 연속량, 가분수, 그림 ○ D: 연속량, 가분수, 그림 ×

[그림 12] 부분에 해당하는 양이 자연수인지 분수인지에

따른 정답률

[Fig. 12] A percentage of correct answers according to

the problem contexts in which the partial quantity is a

natural number or a fraction

앞서 언급한대로 학생들이 ‘역 분수 문제’를 해결하기

위해서는 부분에 해당하는 양과 분수가 서로 같은 양을

나타내고 있음을 파악하고 전체에 해당하는 양이 분수




(=1)이라는 것을 이해하여 단위분수에 해당하는 양을

구해야 한다. 하지만 이 문제에서는 부분에 해당하는 양

을 분수로 제시하였기 때문에 5학년 학생들이 문제의 구

조를 파악하는 데 어려움을 겪었을 것으로 판단된다.
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[그림 13] 부분에 해당하는 양이 분수인 맥락에서 곱셈

방법을 사용하여 문제를 해결한 예

[Fig. 13] An example of multiplicative methods for the

problems in which the partial quantity with a fraction is

continuous

셋째, 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분수

인지 가분수에 따른 정답률을 비교해 보았을 때는 대체

적으로 가분수 맥락에서 문제의 정답률이 더 높은 것을

확인하였다(1번과 2번, 7번과 8번, 3번과 4번, 9번과 10

번, 5번과 6번, 11번과 12번). 하지만 예외적으로 부분에

해당하는 양이 연속량이고 그림이 제시된 맥락인 3번과

4번에서는 진분수 맥락의 정답률이 더 높았다.
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진분수 가분수 진분수 가분수 진분수 가분수 진분수 가분수 진분수 가분수 진분수 가분수

A B C D E F

89.13
93.48

76.09
82.61

95.65

80.43

67.39 69.57

10.87
17.39 15.22 17.39

* A: 자연수, 이산량, 그림 ○ B: 자연수, 이산량, 그림 ×

C: 자연수, 연속량, 그림 ○ D: 자연수, 연속량, 그림 ×

E: 분수, 연속량, 그림 ○ F: 분수, 연속량, 그림 ×

[그림 14] 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분수

인지 가분수인지에 따른 정답률

[Fig. 14] A percentage of correct answers according to

the problem contexts in which the equivalent fraction of

partial quantity is a proper fraction or an improper

fraction

학생들은 가분수 맥락에서 그림+부분적 곱셈 방법과

부분적 곱셈 방법을 상대적으로 많이 사용하는 것으로

드러났는데(후속 절의 [표 6], [표 7], [표 8]에서 자세히

다룸), 이는 학생들이 전체에 해당하는 양 

을 구하기

위해 가분수 맥락에서 필요한 양만큼 빼는 것을 진분수

맥락에서 필요한 양만큼 더하는 것보다 더 쉽게 생각할

수도 있음을 드러낸다. 예를 들어, 

에 해당하는 양에

서

만큼을 구하기 위해 


에 해당하는 양을 빼는 과정

과, 

에 해당하는 양에서 


만큼을 구하기 위해 


에

해당하는 양을 더하는 과정 중 전자를 더 쉽게 할 수 있

다는 것이다. 이러한 경향은 연속량 맥락보다 이산량 맥

락에서 더 두드러지게 나타났으며, 이산량 맥락에서는

특히 그림+부분적 곱셈 방법을 많이 사용하였다. 이는

앞서 분석한 바와 같이 학생들이 그림을 이용하여 필요

한 양만큼 빼는 방법을 사용할 때 이산량 맥락을 연속량

맥락보다 좀 더 쉽게 접근할 수 있기 때문으로 판단된

다.

넷째, 그림 제시 여부에 따라 정답률을 비교해 보았

더니 대부분 그림이 제시된 경우에 학생들이 문제를 더

잘 해결하는 것으로 드러났다(1번과 7번, 2번과 8번, 3번

과 9번, 4번과 10번, 5번과 11번, 6번과 12번). 특히 부분

에 해당하는 양이 연속량이고 자연수인 맥락에서 그림을

제시하였을 때 정답률이 확연히 높아짐을 알 수 있다.

그러나 부분에 해당하는 양이 분수인 경우에는 그림을

제시하는 것이 정답의 빈도수에 크게 영향을 끼치지 않

음을 알 수 있다.
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그림○ 그림× 그림○ 그림× 그림○ 그림× 그림○ 그림× 그림○ 그림× 그림○ 그림×

A B C D E F

89.13

76.09

93.48

82.61

95.65

67.39

80.43

69.57

10.87
15.22 17.39 17.39

* A: 자연수, 이산량, 진분수 B: 자연수, 이산량, 가분수

C: 자연수, 연속량, 진분수 D: 자연수, 연속량, 가분수

E: 분수, 연속량, 진분수 F: 분수, 연속량, 가분수

[그림 15] 그림 제시 여부에 따른 정답률

[Fig. 15] A percentage of correct answers according to

the problem contexts in which the diagram is presented

or not
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[표 6] 이산량, 자연수 문제 맥락에서 학생들이 사용한 해결 방법

[Table 6] Students’ solution methods for the problems in which the partial quantity with a natural number is discrete

문제 맥락
문제
번호 문제 해결 방법 빈도수(%)부분에

해당하는 양

부분에 해당하는 양을

나타내는 분수

그림
제시

이산량 자연수

진분수

○
1

(N=41)

그림 사용

그림 1(2.44)

그림+덧셈 -

그림+부분적 곱셈 2(4.88)

그림+곱셈 8(19.51)

덧셈 1(2.44)

부분적 곱셈 2(4.88)

곱셈 27(65.85)

×
7

(N=35)

그림 사용

그림 -

그림+덧셈 1(2.86)

그림+부분적 곱셈 1(2.86)

그림+곱셈 1(2.86)

덧셈 3(8.57)

부분적 곱셈 1(2.86)

곱셈 28(80.00)

가분수

○
2

(N=43)

그림 사용

그림 1(2.33)

그림+덧셈 1(2.33)

그림+부분적 곱셈 7(16.27)

그림+곱셈 8(18.60)

덧셈 1(2.33)

부분적 곱셈 3(6.98)

곱셈 22(51.16)

×
8

(N=38)

그림 사용

그림 -

그림+덧셈 -

그림+부분적 곱셈 5(13.15)

그림+곱셈 -

덧셈 -

부분적 곱셈 3(7.89)

곱셈 30(78.95)

2) 문제 맥락별 해결 방법

본 절에서는 학생들이 어떤 문제 맥락에서 상위 해결

방법인 곱셈 방법과 형식화 방법을 더 많이 사용하는지

알아보기 위해 맥락별로 학생들이 사용한 해결 방법을

분석하였다. 특히 선행 연구를 바탕으로 하되, 여러 가지

문제 맥락을 고려하여 추가 문제를 구성하였기 때문에,

보다 자세히 맥락에 따른 학생들의 해결 방법을 살펴볼

수 있을 것이라고 기대되었다. 이를 위해 오답과 무응답

인 경우는 제외하고 정답에 한해 문제 해결 방법의 빈도

수 및 비율(%)을 기록하였으며, 학생들이 사용한 해결

방법 중 곱셈 방법이 차지하는 비율을 중심으로 각 문제

맥락을 비교하여 살펴보았다.

첫째, 부분에 해당하는 양이 이산량, 자연수인 맥락에

서 학생들이 사용한 문제 해결 방법을 살펴보면 [표 6]

과 같다. 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 각각

진분수, 가분수로 같은 맥락에서 그림이 있는 경우와 없

는 경우를 비교해 보면(1번과 7번, 2번과 8번) 그림이 있

는 문제보다 그림이 없는 문제에서 곱셈 방법의 비율이
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[표 7] 연속량, 자연수 문제 맥락에서 학생들이 사용한 해결 방법

[Table 7] Students’ solution methods for the problems in which the partial quantity with a natural number is

continuous

문제 맥락
문제
번호 문제 해결 방법 빈도수(%)부분에

해당하는 양

부분에 해당하는 양을

나타내는 분수

그림
제시

연속량 자연수

진분수

○
3

(N=44)

그림 사용

그림 -

그림+덧셈 -

그림+부분적 곱셈 2(4.55)

그림+곱셈 8(18.18)

덧셈 1(2.27)

부분적 곱셈 5(11.36)

곱셈 28(63.64)

×
9

(N=31)

그림 사용

그림 -

그림+덧셈 -

그림+부분적 곱셈 1(3.23)

그림+곱셈 -

덧셈 -

부분적 곱셈 1(3.23)

곱셈 29(93.54)

가분수

○
4

(N=37)

그림 사용

그림 1(2.70)

그림+덧셈 -

그림+부분적 곱셈 4(10.81)

그림+곱셈 6(16.22)

덧셈 1(2.70)

부분적 곱셈 4(10.81)

곱셈 21(56.76)

×
10

(N=32)

그림 사용

그림 -

그림+덧셈 -

그림+부분적 곱셈 1(3.13)

그림+곱셈 1(3.13)

덧셈 2(6.24)

부분적 곱셈 2(6.24)

곱셈 26(81.25)

더 높았다. 하지만 그림이 있는 문제에서는 그림+곱셈

방법의 사용이 곱셈 방법 다음으로 높은 비율을 차지하

였다. 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분수인

지, 가분수인지에 따라 비교해 보면(1번과 2번, 7번과 8

번) 그림이 있는 문제와 그림이 없는 문제 모두 진분수

인 경우에 곱셈 방법의 비율이 더 높았다.

둘째, 부분에 해당하는 양이 연속량, 자연수인 맥락에

서 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 각각 진분수,

가분수로 같은 경우에 그림이 있는 문제와 그림이 없는

문제를 비교해 보았다(3번과 9번, 4번과 10번). 분석한

결과, 그림이 없는 문제에서 그림이 있는 문제보다 곱셈

방법의 비율이 더 높았으며, 그림이 있는 문제에서는 그

림+곱셈 방법의 사용이 곱셈 방법 다음으로 많았다. 부

분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분수인지, 가분

수인지에 따라 비교해 보면(3번과 4번, 9번과 10번) 그림

이 있는 경우와 그림이 없는 경우 모두 진분수 맥락에서

곱셈 방법의 비율이 더 높았다. 이는 앞서 분석한 이산

량, 자연수의 문제 맥락과 동일한 결과이다.
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[표 8] 연속량, 분수 문제 맥락에서 학생들이 사용한 해결 방법

[Table 8] Students’ solution methods for the problems in which the partial quantity with a fraction is continuous

문제 맥락
문제
번호 문제 해결 방법 빈도수(%)부분에

해당하는 양

부분에 해당하는 양을

나타내는 분수

그림
제시

연속량 분수

진분수

○
5

(N=5)

부분적 곱셈 1(20.00)

곱셈 4(80.00)

형식화 -

×
11

(N=7)

부분적 곱셈 1(16.67)

곱셈 4(50.00)

형식화 2(33.33)

가분수

○
6

(N=8)

부분적 곱셈 1(12.50)

곱셈 4(50.00)

형식화 3(37.50)

×
12

(N=8)

부분적 곱셈 -

곱셈 4(50.00)

형식화 4(50.00)

한편 [표 6]과 [표 7]의 이산량과 연속량의 맥락을 비

교하기 위해 같은 문제 맥락별로 살펴보았더니 그림이

있는 진분수 맥락(1번과 3번)에서만 이산량의 경우에 곱

셈 방법의 비율이 더 높았다. 다시 말해, 그림이 없는 진

분수 맥락(7번과 9번), 그림이 있는 가분수 맥락(2번과 4

번), 그림이 없는 가분수 맥락(8번과 10번)에서는 모두

연속량 맥락에서 곱셈 방법의 비율이 더 높은 것으로 나

타났다.

셋째, 부분에 해당하는 양이 연속량, 분수인 맥락에서

는 다른 맥락과 다르게 소수의 학생들이 형식화 방법을

사용하기도 하였다. 이 학생들은 예를 들어 [그림 16]과

같이 부분에 해당하는 양 

을 분자 4로 나누어 단위분

수에 해당하는 양 

을 구한 다음, 분모 3을 곱하여 전

체에 해당하는 양 

을 구하였다. 부분에 해당하는 양을

분자로 나누고 분모를 곱한다는 점에서 곱셈 방법과 유

사해 보이지만 보다 정확한 대수적 표현을 사용했다는

점에서 차이가 있다. 그런데 [표 8]에서와 같이 문제 5번

에서는 형식화 방법을 사용한 학생들이 없어 그 원인을

살펴보았더니 5번 문제에서 형식화 방법으로 문제 해결

을 시도하였으나 계산 실수를 한 학생들이 상대적으로

많았다. 이는 5학년 학생들이 아직 분수의 나눗셈을 배

우지 않아 형식화 방법에 익숙하지 않기 때문으로 판단

된다.

[그림 16] 형식화 방법의 예

[Fig 16] An example of advanced multiplicative methods

한편, 부분에 해당하는 양이 연속량, 분수인 맥락에서

부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 각각 진분수, 가

분수로 같은 경우에 그림이 있는 문제와 그림이 없는 문

제에서(5번과 11번, 6번과 12번) 학생들이 사용한 해결

방법을 비교해보면 그림이 없는 문제에서 곱셈 방법과

형식화 방법을 사용한 비율이 더 높았다. 이는 앞서 살

펴본 문제 맥락들과 일치하는 부분이다. 한편 부분에 해

당하는 양을 나타내는 분수가 진분수인지, 가분수인지에

따라 비교했을 때는(5번과 6번, 11번과 12번) 그림이 있

는 경우와 그림이 없는 경우 모두 가분수인 경우에 형식

화 방법의 비율이 더 높았는데 이는 앞서 분석한 문제

맥락들과는 상반되는 결과이다.
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이와 같이 문제 맥락별로 학생들의 해결 방법에 관해

분석한 결과를 문제 맥락별 정답률과 비교하여 살펴보면

다음과 같다. 첫째, 전반적으로 연속량의 문제 맥락에서

상위 해결 방법의 비율이 높았다. 학생들은 부분에 해당

하는 양이 자연수, 진분수이고 그림이 제시된 맥락을 제

외한 나머지 문제 맥락에서 연속량일 경우에 곱셈 방법

을 다른 방법에 비해 더 많이 사용하였다. 반면 정답을

맞힌 빈도수를 비교했을 때는 이산량의 맥락이 연속량의

경우보다 더 높았다. 학생들이 이산량 맥락에서 그림 방

법을 상대적으로 많이 사용하여 문제를 잘 해결한 것을

바탕으로 연속량 맥락에서 분수의 연산을 지도할 때에도

그림을 좀 더 쉽게 사용할 수 있도록 도움을 줄 필요가

있다.

둘째, 부분에 해당하는 양이 분수로 제시된 문제 맥

락에서 학생들은 주로 상위 해결 방법을 이용하여 문제

를 해결하였다. 부분에 해당하는 양이 분수인 경우에 정

답의 빈도수가 다른 문제에 비해 현저히 낮기 때문에 단

순히 비율을 비교하기에는 어려움이 있다. 하지만 정답

을 맞힌 학생들이 거의 없는 문제에서 학생들이 주로 사

용한 방법이 곱셈 방법과 형식화 방법이라는 것은 앞서

분석한 바와 같이 상위 해결 방법을 사용하는 학생들이

부분에 해당하는 양이나 분수가 바뀌어도, 즉 부분에 해

당하는 양을 분수로 제시하더라도 일반화할 수 있는 방

법을 사용하여 문제를 해결할 수 있는 가능성이 높다는

사실을 드러낸다.

셋째, 대체적으로 진분수의 문제 맥락에서 다른 방법

에 비해 상위 해결 방법의 비율이 높은 편이었다. 학생

들은 부분에 해당하는 양이 연속량, 분수로 제시된 맥락

을 제외한 나머지 문제 맥락에서 진분수일 경우에 곱셈

방법을 사용하는 비율이 더 높았다. 하지만 정답을 맞힌

빈도수는 진분수 맥락보다 가분수 맥락에서 더 높게 나

타났다. 앞서 학생들이 가분수 맥락에서 상대적으로 그

림+부분적 곱셈 방법, 부분적 곱셈 방법을 많이 사용한

것을 확인하였는데 이를 바꿔 말하면 진분수 맥락에서는

이러한 방법의 사용이 어렵다는 것을 의미한다. 이를 통

해 진분수 맥락에서 학생들이 좀 더 쉽게 접근할 수 있

는 문제 해결 방법에 대한 고민이 필요해 보인다.

넷째, 모든 문제 맥락에서 그림이 없는 경우에 상위

해결 방법이 차지하는 비율이 더 높았다. 학생들은 부분

에 해당하는 양이 이산량인지 연속량인지, 자연수인지

분수인지, 부분에 해당하는 양을 나타내는 분수가 진분

수인지 가분수인지에 관계없이 그림이 없는 문제에서 다

른 방법에 비해 곱셈 방법과 형식화 방법을 더 많이 사

용하였다. 이는 Pearn과 Stephens(2018)에서 학생들에게

그림을 제공하지 않는 것이 보다 상위 해결 방법인 곱셈

방법을 사용하도록 이끌 수 있다고 밝힌 것과 유사한 결

과이다. 하지만 정답을 맞힌 빈도수는 그림이 있는 문제

가 그림이 없는 문제보다 더 높았으며. 그림이 있는 경

우에는 그림+곱셈 방법을 사용하는 학생들의 비율이 상

대적으로 높았다. 이는 앞서 살펴본 바와 같이 그림의

제시가 학생들이 문제의 구조를 파악하고 이해하는 데

도움을 주었기 때문으로 유추된다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서는 분수의 나눗셈을 학습하지 않은 5학년

학생들이 ‘역 분수 문제’를 해결하기 위해 어떤 문제 해

결 방법을 사용하는지, 어떤 문제 맥락에서 상위 해결

방법을 더 많이 사용하는지를 중심으로 상세히 살펴보았

다. 특히 학생들이 주어진 문제를 해결하는 과정에서 나

타나는 특징을 대수적 사고의 관점에서 분석한 결과,

Pearn과 Stephens(2018)가 제시하였던 동치의 이해, 동

치를 이용한 식의 변형, 일반화할 수 있는 해결 방법의

사용 등을 확인할 수 있었다. 이와 같은 결과를 토대로

결론 및 논의를 제시하면 다음과 같다.

첫째, 문제의 의미를 이해하고 구조를 파악하는 활동

은 학생들이 대수적으로 사고할 수 있도록 돕는다. 본

연구에서 5학년 학생들은 문제의 구조를 파악하여 아직

학습하지 않은 유형의 문제를 해결할 수 있었다. 구체적

으로 학생들은 ‘역 분수 문제’를 해결하면서 부분에 해당

하는 양과 분수가 서로 같은 양을 나타낸다는 것을 파악

하고, 전체에 해당하는 양이 분수 

이 된다는 것을 이

해하였으며, 이를 구하기 위해 단위분수에 해당하는 양

을 구해야 한다는 것을 파악하였다. 이는 대수적 사고의

특징으로 간주되는 동치에 대한 이해, 동치를 이용한 식

의 변형 등과 일맥상통한다. 즉 학생들은 문제의 의미를

이해하고 구조를 파악함으로써 부분에 해당하는 양과 분
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수 사이의 동치를 이해하고 다양한 방법을 사용하여 새

로운 유형의 문제를 해결할 수 있었다. 이에 교사들은

학생들이 문제를 해결할 때 문제의 의미를 이해하고 문

제에 내포된 구조를 파악할 수 있도록 도와야 한다

(Lampert, 2001). 구조를 파악하는 활동을 통해 학생들은

대수적으로 사고할 수 있으며 수학적으로 좀 더 의미 있

게 문제를 해결할 수 있다(Kieran et al., 2016).

둘째, 그림을 제시하는 것은 초등학교 학생들이 문제

의 구조를 시각화하는 데 도움을 주기 때문에 문제 해결

에 효과적이다. 본 연구에서 5학년 학생들은 ‘역 분수 문

제’를 해결하기 위해 곱셈 방법 다음으로 그림 방법을

많이 사용하였다. 하지만 본 연구의 학생들은 Pearn과

Stephens(2018)에서 제시한 것과 달리 단순히 그림을 분

할하거나 묶어서 세는 방법으로 문제를 해결하지 않고

그림을 이용하여 문제의 구조를 시각적으로 표현한 다음

곱셈 방법과 같은 상위 해결 방법을 함께 사용하였다.

또한 학생들이 정답을 맞힌 빈도수를 비교했을 때 그림

이 있는 문제 맥락의 빈도수가 그림이 없는 문제 맥락의

빈도수보다 대체적으로 더 높았다. 이와 같은 결과는 그

림의 제시가 학생들이 문제의 구조를 파악하고 이해하는

데 도움을 준다는 사실을 뒷받침한다(Cooper & Warren,

2011; Moss & McNab, 2011). 이에 특히 초등학교 학생

들을 대상으로 대수적 사고를 신장하기 위한 활동을 할

때 문제의 구조 파악에 도움이 되는 시각적 표현을 적극

적으로 활용할 필요가 있다.

셋째, 학생들이 보다 쉽게 접근할 수 있는 문제 맥락

과 상위 해결 방법을 더 많이 사용하는 문제 맥락에는

차이가 있다. 이는 본 연구에서 선행 연구에 비해 문제

맥락을 좀 더 체계적으로 구성한 것을 바탕으로 문제 맥

락별 정답률과 해결 방법을 비교하여 살펴본 결과이다.

구체적으로 학생들은 부분에 해당하는 양이 이산량, 자

연수이고 부분에 해당하는 양이 가분수이며 그림이 제시

된 맥락에서 문제를 더 잘 해결하였다. 반면 상위 해결

방법을 더 많이 사용하는 문제 맥락은 부분에 해당하는

양이 연속량, 분수이며 부분에 해당하는 양이 진분수이

고 그림이 제시되지 않은 경우로 나타났다. 이를 통해

보다 상위 해결 방법을 사용할 수 있는 학생들은 다른

학생들에 비해 쉽게 접근하기 어려운 문제도 잘 해결한

다는 것을 알 수 있다. 즉 상위 해결 방법을 사용하게

되면 맥락에 관계없이 방법을 일반화하여 사용할 가능성

이 더 높다는 것이다(Pearn & Stephens, 2018). 또한 학

생들이 보다 쉽게 접근할 수 있는 맥락의 특징을 확인한

것은 분수의 연산을 처음 접하는 학생들의 지도에 시사

점을 제시할 수 있다. 정답률이 높은 문제 맥락에서 학

생들이 어떤 방법을 사용하여 문제를 해결하였는지 상세

하게 살펴봄으로써 보다 의미 있는 분수 연산의 지도에

도움을 줄 수 있을 것으로 기대된다.

넷째, 학생들의 사고 과정을 좀 더 면밀히 살펴보기

위해서는 학생들에게 제시되는 문제와 분석틀을 좀 더

체계적으로 설계할 필요가 있다. 본 연구에서는 선행연

구(Pearn & Stephens, 2018)에서 제시한 문제를 수정하

고 보완하여 문제의 수를 12문제로 늘리고, 문제 맥락을

다양하게 구성하였다. 그 결과, 46명의 학생들 중 17명의

학생들이 곱셈 방법을 일관되게 사용하여 문제를 해결한

것을 확인하였으며, 학생들이 보다 쉽게 접근할 수 있는

문제 맥락과 상위 해결 방법을 더 많이 사용하는 문제

맥락에 관해 구체적으로 살펴볼 수 있었다. 또한 Pearn

외(2017)에서는 그림을 이용하여 문제를 해결한 경우를

그림 방법으로만 분류한 것에 반해, 본 연구에서는 그림

방법과 다른 방법의 혼용 여부에 따라 좀 더 세분화하여

학생들의 방법을 분석하였다. 그 결과 문제에 그림을 제

시하는 것이 학생들이 문제를 해결하고 대수적으로 사고

하는 데 도움을 준다는 것을 파악할 수 있었는데 이는

해결 방법의 분석틀을 좀 더 세분화했기에 얻을 수 있는

시사점이다.

마지막으로, 학생들이 상위 해결 방법을 사용하여 문

제를 해결하는 것은 해결 방법을 일반화하고 대수적으로

사고하는 데 도움이 된다. 앞서 분석한 바와 같이 부분

에 해당하는 양이나 분수를 다르게 제시하더라도 계속해

서 같은 방법으로 문제를 해결한 학생들이 사용한 방법

은 곱셈 방법이었다. 특히 부분에 해당하는 양이 분수인

문제 맥락의 경우, 정답을 맞힌 학생들이 많지 않았는데

그 학생들의 대부분이 곱셈 방법과 형식화 방법을 사용

하여 문제를 해결하였다. 이는 Pearn과 Stephens(2018)

가 대수적 사고의 특징으로 강조했던 일반화할 수 있는

방법의 사용과 관계가 있다. 즉 상위 해결 방법을 사용

한 학생들은 문제에서 제시된 수가 바뀌어도 자신의 해

결 방법을 일반화하여 계속해서 같은 방법으로 문제를
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해결할 수 있었다. 하지만 본 연구의 지필 결과만으로

상위 해결 방법을 사용하는 학생들이 다른 방법을 사용

한 학생들에 비해 좀 더 대수적으로 사고한다고 단언하

기에는 무리가 있다. 대수적 사고를 지원하는 것은 해결

방법의 일반화 뿐 아니라 이를 표현하고 정당화하는 과

정도 포함하기 때문이다(Blanton et al., 2011). 이에 학

생들이 문제를 해결하는 과정에서 나타나는 대수적 사고

의 특징을 좀 더 다각도로 분석할 수 있는 연구를 진행

할 필요가 있다. 아무튼 본 연구를 통해 부족하나마 분

수와 대수적 사고 간의 밀접한 관계를 부각시키고, 초등

학교에서 분수 연산을 지도할 때 학생들이 문제의 구조

를 파악하고 이를 다양한 맥락에서 일반화할 수 있는 방

법에 관해 생각해 볼 수 있는 기회를 제공함으로써 학생

들의 대수적 사고를 진작하는 데 도움이 되기를 기대한

다.
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As the importance of algebraic thinking in elementary school has been emphasized, the links between

fraction knowledge and algebraic thinking have been highlighted. In this study, we analyzed the solution

methods and characteristics of thinking by fifth graders who have not yet learned fraction division when they

solved ‘reverse fraction problems’ (Pearn & Stephens, 2018). In doing so, the contexts of problems were

extended from the prior study to include the following cases: (a) the partial quantity with a natural number is

discrete or continuous; (b) the partial quantity is a natural number or a fraction; (c) the equivalent fraction of

partial quantity is a proper fraction or an improper fraction; and (d) the diagram is presented or not. The

analytic framework was elaborated to look closely at students’ solution methods according to the different

contexts of problems. The most prevalent method students used was a multiplicative method by which students

divided the partial quantity by the numerator of the given fraction and then multiplied it by the denominator.

Some students were able to use a multiplicative method regardless of the given problem contexts. The results

of this study showed that students were able to understand equivalence, transform using equivalence, and use

generalizable methods. This study is expected to highlight the close connection between fraction and algebraic

thinking, and to suggest implications for developing algebraic thinking when to deal with fraction operations.
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