
ISSN 1975-8359(Print) / ISSN 2287-4364(Online)

The Transactions of the Korean Institute of Electrical Engineers Vol. 68, No. 1, pp. 159~166, 2019

http://doi.org/10.5370/KIEE.2019.68.1.159

Copyright ⓒ The Korean Institute of Electrical Engineers 159

This is an Open-Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution Non-Commercial License (http://creativecommons.org/

licenses/by-nc/3.0/)which permits unrestricted non-commercial use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.

1. 서  론

충돌각 제어를 위한 유도법칙은 다양한 구속조건 내에서 정해

진 충돌각을 만족하는 비행궤적을 산출하는 것을 목적으로 한다. 

지금까지 다양한 충돌각 제어 유도법칙이 가속도, 지향각(Look 

angle) 등의 구속조건을 만족하는 형태로 제안되어 왔다. 최적제

어 기반의 유도법칙은 충돌각 요구조건을 만족하며 가속도 및 지

향각 구속조건을 만족하는 에너지 최소 비행궤적을 산출하였다

[1-4]. 또한, 비례항법(Proportional Navigation) 기반의 유도법

칙들도 가속도 및 지향각 구속조건을 만족하는 형태로 다양하게 

제안되고 있다[5-7]. 하지만, 다른 상태변수들에 대한 구속조건

이 주어지거나 구속조건이 시간 또는 거리에 따라 변하는 문제에 

대해서는 기존 유도법칙을 적용하기 힘들기 때문에, 이를 고려한 

새로운 유도법칙을 산출하거나 다양한 시뮬레이션을 통하여 기존 

법칙을 적용해야 한다. 따라서, 각 문제에 대하여 해석적으로 산

출되는 유도법칙과 달리 다양한 구속조건들을 고려하며 수치적으

로 비행궤적을 산출할 수 있는 최적화 기법이 최근 들어 많이 

연구되고 있다[8,9].

유도탄의 비행궤적 최적화 문제는 비선형 최적화 문제이기 때

문에, 비선형 프로그래밍(nonlinear programming)을 이용하여 분

석을 수행해야 한다[10,11]. 하지만, 비선형 프로그래밍은 초기 

조건에 매우 민감하며, 수렴성을 보장할 수 없을 뿐만 아니라 계

산 시간이 오래 걸리는 단점이 있다. 따라서, 최근 들어 항공우주 

분야의 다양한 문제들에 대하여 컨벡스 최적화를 이용한 접근이 

시도되고 있다[12-14]. 컨벡스 최적화 문제는 초기 조건에 강건

하며 수렴성이 보장되는 장점이 있다. 특히, 2차 원뿔 프로그래밍

의 경우, 계산 시간이 매우 짧기 때문에 이를 활용한 실시간 궤

적 최적화 기법에 대한 연구도 활발히 진행되고 있다[15,16].

본 논문에서는 순차 컨벡스 프로그래밍을 기반으로 허용 고도 

구속조건이 추가적으로 주어진 충돌각 제어 비행궤적에 대한 최

적화를 수행하였다. 순차 컨벡스 프로그래밍은 비선형 특성을 지

닌 최적화 문제를 선형화 및 이산화를 연속적으로 수행하며 수렴

하는 최적해를 산출하는 방법이다[17-20]. 본 기법은 상태변수나 

제어입력에 대한 다양한 구속조건이나 여러 목적함수들에 대하여 

빠르게 해를 구할 수 있는 장점이 있다. 본 논문의 구성은 다음

과 같다. II장에서는 유도탄의 비행궤적 최적화에 대한 문제를 정

의하였다. III장에서는 순차 컨벡스 프로그래밍 기법을 구성하는 

선형화 및 이산화 기법에 대하여 기술하였다. IV장에서는 공대지 

유도탄에 대한 시뮬레이션 결과를 도출하였고, V장에서는 결론을 

기술하였다.

2. 궤적 최적화 문제

2.1 문제 정의

본 장에서는 1단 고체 추진기관이 탑재된 중단거리 유도탄의 

교전 시나리오를 기반으로 충돌각 제어 궤적 최적화 문제를 정의

한다. 그림 1은 유도탄 발사부터 표적 요격까지의 비행궤적을 나

타낸다.

여기서    는 각각 발사 시점에서의 거리, 고도, 속

도, 경로각을 나타내며,    는 표적 요격 시점의 거리, 
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고도, 속도, 경로각을 나타낸다. 또한, max는 유도탄 운용 상에

서 허용된 최대고도를 나타낸다. 이와 같은 유도탄의 비행궤적은 

식 (1)에 기술된 유도탄의 종방향 운동방정식에 의하여 결정된다. 

 cos
  sin 
 

 cos
 sin

 
sin



 cos

  








    ≤   

 (1)

여기서,      는 각각 유도탄의 거리, 고도, 속도, 

경로각, 받음각, 받음각 명령을 나타낸다. 또한,   는 유도

탄의 질량과 중력가속도, 받음각 명령에 대한 시정수를 나타내고, 

  는 유도탄에 작용하는 추력, 양력, 항력을 나타낸다. 본 

연구에서는 추진 구간에서 일정 크기의 추력 가 발생하고, 연

소구간 동안 유도탄의 무게가 일정하게 감소한다고 가정하였다. 

그리고, 유도탄에서 발생하는 양력과 항력은 다음과 같이 받음각

의 1차 및 2차 함수로 근사화하였다.

 

  

  

  

     (2)

여기서,  는 공기 밀도와 유도탄의 기준면적을 나타내

고,     는 양력 및 항력과 관련된 공력계

수들을 나타낸다. 만일 비행 중 발생하는 유도탄의 받음각이 

작다고 가정하고, 유도탄의 상태변수 및 제어변수를 각각 

      와  로 선정하면, 추진-활공 유도탄의 

비선형 운동방정식은 다음과 같이 기술된다. 단, 상태변수의 개수

를 최소화하고 최적화 문제 설정을 용이하게 하도록, 유도탄의 

질량은 상태변수로 선정하지 않았다.

   








 cos
 sin






 


sin









cos






























 










 

 
  ≤ 

  

    ≤   

  (3)

2.2 최적화 문제 설정

본 연구에서 고려하는 충돌각 제어 최적화 문제는 고도 및 받

음각 구속조건을 만족하며 유도탄의 종말 경로각을 만족하는 최

소에너지 비행궤적을 산출하는 문제이다. P0는 2.1절에서 기술한 

식들을 기반으로 한 비선형 최적제어 문제를 나타낸다.

P0 : min 








• dynamics

 

• state constraint

≤ ≤ max
• control constraint

max ≤≤max
• initial conditions

  


• final conditions

         

위와 같은 최적제어 문제를 수치적으로 해결하기 위해서는 단

조 증가하거나 단조 감소하고, 경계값이 정해진 변수를 독립변수

로 설정해야 한다. 본 연구에서는 고려하는 문제는 최종 시간이 

고정되지 않았기 때문에, 시간 대신 거리를 독립변수로 선정하고 

다음 식을 이용하여 운동방정식을 변환하였다.

 cos

     (4)

이에 따라 유도탄의 상태변수는     로 재선정되

고, 식 (3)의 운동방정식은 식 (5)의 운동방정식으로 변환된다. 

단, 유도탄의 추력과 질량은 컨벡스 프로그래밍을 위한 이산화를 

그림 1 충돌각 제어를 위한 유도탄 비행궤적

Fig. 1 Missile trajectory for impact angle control
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수행하며 각각 식 (9) 및 식 (10)과 같이 거리에 대한 형태로 근

사화하여 변환된다.

′    








tan

cos









 tan

  cos





 




cos


















cos







 










 

 
  ≤ 

  

    ≤   

   (5)

독립변수 변경에 따라 P0은 다음과 같이 P1로 변경된다.

P1 : min 




cos




• dynamics

′   
• state constraint

≤ ≤ max
• control constraint

max ≤≤max

• initial conditions

  


• final conditions

     

3. 순차 컨벡스 프로그래밍

P1 최적제어 문제는 비선형 미분방정식을 포함하기 때문에 컨

벡스 프로그래밍을 적용하기 위해서는 추가적인 컨벡스 변환과 

이산화에 대한 적분이 요구된다. 우선, 비선형 미분방정식은 부분 

선형화(partial linearization)와 신뢰 구간(trust region)을 설정하

여 선형 모델을 도출하였고, 사다리꼴 기법(trapezoidal rule)을 

적용하여 이산화에 대한 적분을 수행하였다[14]. 컨벡스 변환이 

수행된 최종 최적화 문제는 선형점에 대한 근사적인 최적화 결과

를 산출하기 때문에, 비선형 문제에 대한 최적 결과를 산출하기 

위해서 산출된 결과를 바탕으로 연속적으로 최적화를 수행하는 

순차 컨벡스 프로그래밍을 적용하였다.

3.1 운동방정식 선형화 및 신뢰구간 설정

최적화 문제에서 번째로 산출된 결과를 라고 가정하자. 운

동방정식 (5)는 부분 선형화를 기반으로 다음과 같이 선형화할 

수 있다.

′   


 



 



  sec
   cos


cos



 

 tan
 cos

tan
cos
 tan




 sec

 cos




 
 cos


 


 
 cos
 tan

 cos
 tan

 

  cos


 cos




     (6)

 


cos


 cos
 tan

 cos


      

 cos


     

여기서  는 행렬과 행렬의 번째 행과 번째 열의 

값을 나타낸다. 부분 선형화 기법은 선형화를 수행하면서 제어 

입력에 대한 정보가 요구되지 않기 때문에, 진동 특성을 억제하

고 수렴 속도를 높이는 것으로 알려져 있다. 그리고 선형화는 하

나의 평형점에 대한 근사화 결과를 산출하므로 다음과 같은 신뢰 

구간을 추가적으로 설정하여 타당성을 확보하는 것이 필요하다. 

∥∥≤      (7)

3.2 운동방정식 이산화

본 연구에서 수행하는 컨벡스 최적화 문제는 독립변수인 를 

초기값()과 최종값() 사이를 동일한 개의 구간으로 나누어 

최적화 결과를 도출한다. 운동방정식은 미분방정식으로 적절한 

적분 기법을 사용하여 각 이산화 지점에서의 산술적인 구속조건 
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형태로 변환해야 한다. 사다리꼴 기법을 기반으로 이산화를 수행

하면 다음과 같다[16].


   

 


  

  
  

 




 




     

     (8)

유도탄의 질량과 추력은 연소 종료 시점인 를 기준으로 값

이 결정되기 때문에, 다음과 같이  시점을 포함하는 번째 구

간(   )을 산출하는 것이 필요하다. 


  



 ≤  
  







   cos cos


       (9)

번째 구간을 기준으로 유도탄의 질량과 추력은 다음과 같이 

기술된다.


 












   ≤ 

   

 
   ≤    

  (10)

3.3 컨벡스 최적화 문제 정의

지금까지 기술된 결과를 바탕으로 비선형 최적제어 문제 P1은 

다음과 같은 컨벡스 최적화 문제 P2로 변환된다.

P2 : min 

  





   cos  cos
∆

• dynamics



• state constraint

≤  ≤max
∥∥≤

• control constraint

max ≤ ≤max

≤

• initial conditions

  


• final conditions

     

여기서 는 2차 원뿔 프로그래밍(Second-Order Cone 

Programming) 형태로 기술하기 위하여 추가된 여유변수(slack 

variable)을 나타낸다. 는 각 구간에서의 입력에 대한 가중치로 

이전 단계에서 산출된 최적해로부터 계산된 값을 사용한다.

4. 시뮬레이션 결과

앞 장에서 기술된 P2 최적화 문제를 공대지 유도탄에 적용하

여 구속조건을 만족하는 충돌각 제어 비행궤적을 산출하였다. 다

음은 본 시뮬레이션에서 사용한 공대지 유도탄의 사양 및 초기조

건을 나타낸다.

표 1 유도탄 사양 및 초기조건

Table 1 Missile Specification & Initial Conditions

무게
30kg(연소 전)

24kg(연소 후)

추력 4500 N

연소시간 3초

최대 받음각 10도

받음각 시정수 0.3

초기 고도 500m

초기 속도 100m/s

초기 경로각 0도

최적화를 위한 이산화 수는 200으로 설정하였고, 신뢰구간과 

수렴 조건은 다음과 같이 설정하였다. 신뢰구간은 기존 문제에 

추가적인 제한사항으로 작용하지 않도록 각 변수의 변경 가능 범

위를 고려하여 설정하였고, 수렴 조건은 수렴 속도를 고려하여 

설정하였다.

 















  














              (11)

표적은 거리 8 km에 위치한 고정 표적으로 가정하였고, 40도 

충돌각에 대하여 허용 고도값을 변화시키면서 결과를 산출하였

다. 또한, 초기 최적화 문제에서 각 이산화 지점에서의 값은 상

태변수의 초기값과 최종값을 선형적으로 연결하는 값으로 선정

하였다.

4.1 순차 컨벡스 프로그래밍 결과

다음 그림은 허용 고도값 1000m에 대한 순차 컨벡스 프로그

래밍의 결과를 보여준다. 총 10번의 연속적인 최적화를 수행한 

후, 충돌각 및 고도 제한조건을 만족하는 수렴해를 도출하였다. 

특히, 초기 비행궤적이 최종 비행궤적과 매우 상이함에도 불구하

고 빠르게 수렴하는 것을 확인할 수 있다. 이와 같이 순차 컨벡
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스 프로그래밍은 초기 값에 매우 강건한 특성을 지니고 있기 때

문에, 비선형 프로그래밍보다 빠르게 수렴 해를 도출하는 장점을 

지니고 있다.

그림 2 고도 제한에 따른 충돌각 제어 비행궤적

Fig. 2 Missile trajectory for impact angle control with altitude 

limit

그림 3 속도, 경로각, 받음각에 대한 초기 및 최종 결과

Fig. 3 Initial and final results for velocity, flight path angle 

and angle-of-attack

그림 3은 속도, 경로각, 받음각에 대한 초기 및 최종 상태 결

과를 나타낸다. 속도의 경우에는 추진-활공 구간을 고려하지 않

고 초기값과 최종값을 선형적으로 연결하는 초기 상태 예측이 주

어졌음에도 최종 결과에는 추진-활공 구간이 반영되어 산출되었

음을 확인할 수 있다. 또한, 경로각은 초기 발사 시점과 최종 요

격 시점에서의 값을 유지한 채 최적화가 수행되었음을 확인할 수 

있다. 마지막으로 받음각은 전 구간에서 3도 이내로 발생하며 초

기 구간에서 다른 구간보다 크게 발생함을 확인할 수 있다.

다음 그림은 허용 고도 변화에 따른 유도탄의 비행궤적을 나

타낸다. 허용 고도가 1200m일 경우에는 제한 값보다 작은 약 

1100m 정도까지 고도가 상승하지만, 허용 고도가 1000m, 800m, 

600m로 감소한 경우에는 허용 고도까지 상승한 후 표적을 요격

하는 결과를 확인할 수 있다.

그림 4 고도 제한에 따른 충돌각 제어 비행궤적

Fig. 4 Missile trajectory for impact angle control with altitude 

limit

다음 표는 허용 고도 변화에 따른 목적함수 값의 변화를 나타

낸다. 고도 제한 값까지 상승하지 않는 1400m, 1200m에서는 동

일한 값을 나타내지만, 고도 제한으로 인하여 비행궤적이 변하는 

경우에는 그에 따라 최소에너지가 증가하고 있음을 확인할 수 

있다.

표 2 고도 제한에 따른 최소에너지 변화

Table 2 Minimum Energy Variation for Altitude Limits

허용고도 최소에너지

1400m 0.0109

1200m 0.0109

1000m 0.0112

800m 0.0155

600m 0.0261

4.2 결과 검증

본 절에서는 순차 컨벡스 프로그래밍으로 산출된 결과의 타당

성을 확인하기 위하여 동일한 문제에 대하여 비선형 프로그래밍

(GPOPS-II) 및 참고문헌 [1]의 최적제어 기반의 유도법칙으로 

산출된 결과를 비교하였다[1]. 단, 최적제어 기반의 유도법칙은 

조종지연을 고려하지 않고 유도한 결과를 사용하였다. 또한, 고도

에 대한 구속조건을 배제한 결과를 비교하기 위하여 컨벡스 및 

비선형 프로그래밍의 허용 고도 제한을 1200m로 설정하여 고도 

제한에 걸리지 않도록 하였다. 다음 그림 5는 세 가지 방법으로 

산출된 결과를 나타낸다.
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그림 5 해석적/수치적 방법에 따른 최적 비행궤적 비교

Fig. 5 Comparison of optimal trajectory with analytic & 

numerical methods

세 가지 다른 방법으로 산출된 비행궤적은 전반적으로 유사한 

결과를 도출하지만, 최대고도 측면에서 약간의 차이가 발생함을 

확인할 수 있다. 특히, 최적제어 기반의 유도법칙은 수치적으로 

산출된 다른 기법들에 비하여 속도가 낮은 초기 구간에서의 명령

이 크게 발생하고 그에 따라 고도가 상승함을 볼 수 있다. 표 3

을 살펴보면 수치 기반의 최적화 기법들은 유도탄의 속도 변화

에 대한 부분이 고려되어 일정 속도를 가정하여 산출된 최적제

어 기반의 유도기법에 비하여 에너지가 적게 소모됨을 확인할 

수 있다.

표 3 최적화 방법에 따른 최소에너지 변화

Table 3 Minimum energy variation for optimization methods

적용방안 최소에너지

Convex Opt. 0.0109

GPOPS-II 0.0101

최적제어 0.0149

다음 표는 컨벡스 프로그래밍과 비선형 프로그래밍의 계산시

간을 비교한 결과를 나타내는데, 컨벡스 프로그래밍이 비선형 

프로그래밍에 비하여 빠르고 안정적으로 해에 수렴하는 것을 확

인할 수 있다. 컨벡스 프로그래밍은 MOSEK을 사용하여 수행하

였고, 코드 최적화를 수행하지 않았음에도 10회의 최적화에 대

하여 약 6.068초의 평균 계산시간이 소요되었다. 반면, 

GPOPS-II의 경우 tolerance 값과 최적화 방식에 따라 계산시간

에 차이가 크게 발생하였는데, tolerance 0.001에 대하여 SNOPT

와 IPOPT을 사용한 결과 각각 17.34초와 983.83초가 소요되었

다. (여기서, mesh는 hp로 적용하였다.) 결과에서 나타난 것과 

같이 GPOPS-II는 문제에 따른 설정 값을 적절하게 선정하는 것

이 계산시간에 매우 중요하게 작용하는 반면, 컨벡스 프로그래밍

의 경우에는 초기 상태변수 예측 이외의 다른 설정 값에 크게 

영향을 받지 않는 장점이 있다.

표 4 최적화 방법에 따른 계산시간 변화

Table 4 Calculation time variation for optimization methods

적용방안 최소에너지

Convex Opt.
5.921초~6.239 초

(평균 6.068초)

GPOPS-II (SNOPT) 17.34 초

GPOPS-II (IPOPT) 983.83 초

다음 그림은 허용 고도 제한에 따른 순차 컨벡스 프로그래밍

과 비선형 프로그래밍을 비교한 결과를 나타낸다. 허용 고도는 

1000m로 설정한 후, 두 최적화 결과를 산출하였다. 허용 고도 구

속조건을 만족하는 유사한 비행궤적을 나타냄을 확인할 수 있다.

그림 6 수치적 방법에 따른 최적 비행궤적 비교

Fig. 6 Comparison of optimal trajectory with numerical 

methods

5. 결  론

본 논문에서는 순차 컨벡스 프로그래밍을 이용한 충돌각 유도 

비행궤적 최적화에 대한 연구를 수행하였다. 다양한 플랫폼에서 

운용되는 유도탄의 경우, 초기 조건과 구속 조건들의 변화가 매

우 크기 때문에 운용 시 이를 고려하여 원하는 목적에 따른 비

행궤적을 빠르게 생성할 필요가 있다. 최근 들어 다양한 분야에

서 적용되고 있는 컨벡스 최적화 기법은 초기 조건에 대한 강건

성과 빠른 수렴 시간으로 유도탄의 실시간 비행궤적 생성에 유리

한 장점을 지니고 있다. 따라서, 본 연구에서는 비선형 특성을 선

형화하여 연속적으로 해를 산출하는 순차 컨벡스 프로그래밍을 

적용하여 충돌각을 제어하는 비행궤적을 산출하였다. 초기 비행

궤적 최적 비행궤적과 매우 상이함에도 불구하고 연속적으로 해

를 산출하며 빠른 시간 내에 수렴하는 것을 확인하였다. 또한, 산

출된 결과를 비선형 프로그래밍 및 최적제어 기반의 유도법칙과 

비교하여 결과의 타당성을 확인하였다.
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