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1. 서  론

디지털 이미지를 분석하기 위하여 그 내부에 존재

하는 객체의 크기, 면적 등을 구하거나 삼차원 이미

지인 경우에는 부피, 곡률 등을 구하기 위한 많은 연

구가 발표되었지만 이들의 위상구조를 측정하기 위

한 연구는 최근 들어 제한적으로 진행되고 있다. 이

미지 내에 존재하는 객체의 위상구조를 분석하기 위

해서는 우선, 이미지를 복합체(combinatorial com-

plex) 형태로 변환하는 전처리 과정이 필요하다. 디

지털 이미지는 격자구조에 정의된 이산함수로 해석

될 수 있기 때문에 이러한 공간에 위상구조를 부여하

는 것이 쉬운 문제는 아니다. 본 논문에서는 Kova-

lesvsky가 제안한 셀 복합체(cubical cellular com-

plex) 모델 [1] 을 이용하여 디지털 이미지를 복합체 

구조로 변환한다. 본 논문에서는 화소를 0-셀로 간주

하고 4-연결된 두 개의 화소와 네 개의 화소를 각각 

1-셀, 2-셀로 인식한다.

매끄러운 다양체의 위상구조를 분석하는 이론은 

지금까지 많이 알려져 있고 그 중에서도 대표적인 

방식으로는 모스(Morse) 이론을 꼽을 수 있다. 하지

만, 단체 복합체(simlicial complex)나 셀 복합체(cell
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complex) 등과 같은 이산 공간(combinatorial space)

의 위상구조를 분석하기 위한 툴은 상대적으로 발표

된 이론이 많지 않은 편이다. 매끄러운 다양체 M의 

위상구조와 M 위에 정의된 임의의 매끄러운 함수 

f의 극점 간에는 긴밀한 관계가 존재한다. 예를 들어 

M이 옹골(compact) 이면 f는 극대점과 극소점을 반

드시 갖는다. Milnor가 발표한 모스이론 [2] 은 이러

한 사실을 이용하여 매끄러운 다양체의 위상구조를 

효과적으로 분석하는 툴이다. 하지만 이산 공간에서

는 이 이론을 바로 적용하기가 쉽지 않은 문제점을 

갖고 있다. 이를 해결하기 위하여 많은 이론이 제안

되었으나 Forman이 이산 모스이론(discrete Morse

theory) [3, 4]을 발표하면서 모스 이론이 복합체에 

적용될 수 있는 기반이 마련되었다. 이 이론은 연속

함수 대신에 복합체의 각 셀에 서로 다른 값을 할당

한 다음 모스이론의 기본개념을 적용하여 이산 공간

을 분석한다. 이를 계기로 이산 모스 이론이 대수적 

위상수학의 대표 이론인 호모토피 군(homotopy

group)과 호몰로지 군(homology group) 등의 개념

과 연결되어 새로운 비전을 제시하고 있다.

이미지로부터 구성된 복합체에서 원하는 객체의 

구조를 정확히 파악하는 것은 사실상 불가능하기 때

문에 호몰로지를 바로 적용하는데 어려움이 발생한

다. 이를 해결하기 위하여 지속적 호몰로지(persis-

tent homology) 개념이 도입된다 [5]. 지속적 호몰로

지는 매개변수에 따라 복합체가 출현(birth)하거나 

사라짐(death)으로 인한 호몰로지의 변화를 측정하

는 이론이다. 매개변수에 따른 복합체의 열을 필트레

이션(filtration)이라고 부르는데, 필트레이션의 어느 

순간에 위상적으로 유의미한 특징들(연결성분, 터널,

void 등)이 발생하여 어느 기간 동안 유지되고 있는

지를 파악함으로써 주어진 객체의 위상구조를 분석

할 수 있다. 이산 벡터장의 극점에 해당되는 극셀

(critical cell)은 복합체의 위상구조를 결정하는 매우 

중요한 인자로서 이미지의 스켈레톤이나 영역분할

과 관련이 깊다. 호몰로지의 지속구간(persistence)

이 길지 않은 극점들을 제거하면 스켈레톤을 간략화

시키고 인근 영역들을 적절히 병합시키는 효과를 얻

을 수 있다.

이산 모스이론은 기본적으로 객체의 위상구조를 

분석하는 툴이므로 이의 응용분야는 비교적 다양한 

편이다. 예를 들어 천문학에서 갤럭시의 분포 [6], 재

료공학에서 물질 내의 기포검출 [7], 특정 국가의 계

절 별 수자원 부족 및 대도시의 월별 범죄발생 추이 

[8] 등을 분석하기 위하여 관련 측정 데이터를 이미

지화시킨 다음, 위에서 설명한 방식으로 이들의 위상

구조를 분석함으로써 주요 정보를 압축, 요약하여 추

출한다. 하지만, 이를 이미지 처리나 컴퓨터 비전 분

야에 응용한 예는 거의 찾아보기 어렵다. 그 이유는 

관심객체의 존재유무 같은 위상정보보다는 그 객체

의 크기, 모양 등의 기하구조에 더 비중을 두기 때문

일 것이다. 본 논문에서는 이산 모스이론을 이용하여 

이미지의 필트레이션을 따라 지속적 호몰로지를 구

함과 동시에 폐곡선을 윤곽선으로 갖는 객체를 검출

하고 해당 영역을 분할하는 알고리즘을 구현한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2 절에서는 셀 복

합체의 구조와 이산 모스이론을 리뷰하고, 복합체로

부터 이산 벡터장과 함께 극셀을 구하는 방법을 알아

본다. 극셀들을 이용하여 모스복합체를 구성할 수 있

는데, 이들 간의 연결 관계를 분석하여 복합체의 필

트레이션에 대한 지속적 호몰로지를 계산하는 기법

을 설명한다. 이산 모스 이론을 이용하여 영역검출하

는 알고리즘을 3절에서 설명하고, 4절에서는 모스 복

합체에서 구한 지속적 호몰로지 연산 결과와 함께 

이미지의 스켈레톤과 영역분할 등을 실험으로 확인

한다. 마지막으로 5절에서는 결론을 맺고 향후 연구 

진행방향에 대하여 논의한다.

2. 이산 모스 이론

2.1 디지털 이미지의 셀 복합체 변환

디지털 이미지를 셀 복합체로 모델링하기 위하여 

점(0-셀), 선(1-셀), 면(2-셀) 등을 본 논문에서는 다

음과 같이 정의한다. 0-셀은 이미지의 각 화소로, 1-

셀은 4-연결된 두 개의 이웃 화소 쌍으로 나타낸다.

2-셀은 정사각형 형태의 네 개 화소로 정의한다. 이미

지 경계면을 제외한 내부에서 각 0-셀을 포함하는 1-

셀과 2-셀의 수는 각각 네 개다. M×N 이미지에서 0-

셀, 1-셀, 2-셀의 수는 각각 MN, ,

이다. 이미지 D 내에 있는 모든 -셀의 

집합을 라고 표현한다. 여기서 는 0, 1, 2이다.

셀의 차원은 위 첨자로 표시한다. 예를 들어 는 

-셀을 의미한다.  이고 의 모든 꼭짓점이 

의 꼭짓점의 부분집합일 때, 는 의 변(face)
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이고 반대로 는 의 공변(coface)이라고 부르

며,  로 표기한다. 셀들의 집합 ⊂는, 모

든 셀 ∈에 대하여 그 변도 N에 속하면 복합체

(complex)라고 부른다.

그레이 스케일 이미지 D의 화소 값이 임계값 t 보

다 작은 화소의 집합을 레벨세트(lower level set)로 

정의하지만 [9] 셀 복합체에서는 셀 에 속한 모든 

화소 값이 임계값보다 작은 모든 셀의 집합으로 정의

한다[10]. 본 논문에서는 임계값이 증가함에 따라 레

벨세트의 위상구조가 어떻게 변하는지를 분석한다.

레벨세트에서의 연결성은 화소들이 4-최근접 이웃

(4-nearest neighbor)일 때 연결되어 있는 것으로 판

정한다.

2.2 이산 모스 함수

이산 모스함수는 기본적으로 차원이 높은 셀일수

록 보다 큰 값을 할당하지만, 최대 한 개의 예외는 

허용한다. 이산 모스함수   →는 각 셀 에 대

하여 다음 두 조건을 만족하도록 각 셀에 적절한 값

을 할당한다.

#  ≤≤ 이고 (1)

#   ≥≤ (2)

가 다음 식을 만족하면,

#  ≤  또는 (3)

#   ≥  (4)

인데, 이를 극셀이라고 부른다. 복합체 K에 이산 

모스함수가 정의될 수 있으면 K는  차원의 극셀 

당, 한 개의  차원 셀을 갖는 CW 복합체 [11] 와 

호모토피 등가(homotopy equivalent)이다 [3, 4]. 이

산 모스함수를 구하면, 함수의 최소값부터 시작하여 

오름차순으로 해당 셀을 이어 붙임으로써 셀 복합체

를 구성할 수 있다. 이를 통하여 복합체 K의 레벨 

부 복합체(level subcomplex) 를 다음과 같이 구

할 수 있다.

∪≤ ∪ ≤  (5)

∈  인 극셀이 존재하지 않으면, 는 

와 호모토피 등가이다.

2.3 경사 벡터장

식 (1)과 식 (2)에 주어진 이산 모스함수의 조건을 

만족하도록 복합체의 각 셀에 적절한 값을 할당하는 

것은 쉬운 일이 아니고 실제로는 그럴 필요도 없다.

모스함수의 벡터장(gradient vector field)을 구하는 

것만으로도 충분하다 [10]. Fig. 1을 살펴보면, 모스

함수 값이 1인 에지( 로 표기)는 보다 큰 모스함

수 값을 갖는 점( )이 존재하기 때문에 극셀이 

아니다. 점( )은 자신보다 작은 공변   이 

존재하므로 극셀이 아니다. 이와 같이 극셀이 아닌 

이웃인 쌍이 존재하는데, 이것이 벡터를 결정한다.

벡터의 방향은  에서  로 향한다. 일반적으

로 극셀이 아닌 두 개의 셀 와   의 이산 

모스함수 값이 ≤를 만족할 때 벡터는 에

서  를 향하고 각 셀 는 최대 한 개의 벡터 쌍에 

포함된다. 이 그림에서  에서  으로 또 다

른 벡터가 존재하고  와  는 각각 식 (3)과 

식 (4)를 만족하는 0-극셀과 1-극셀이다. Fig. 1에 

주어진 복합체는 0-셀과 1-셀이 각각 한 개 존재하

는 CW 복합체와 호모토피 등가인 원이다.

식 (3)과 식 (4)에 따라 모든 셀 는 정확히 한 벡터

의 시작점 또는 끝점, 아니면 시작점도 아니고 끝점

도 아닌 세 부류로 나뉠 수 있다. 시작점도 아니고 

끝점도 아닌 셀은 극셀이다.

복합체 K 상에서의 이산 벡터장 V는 K에 속하는 

셀들의 쌍    들의 집합으로 표현된다. 예

를 들어 Fig. 1과 같이 가 에지 의 경계이고 

≤이면, 는 에서 시작하여 로 향하는 

이산 접 벡터(tangent vector)로 나타낼 수 있다. 이를

일반화시켜,     이고 ≤이면 

Fig. 1. Example of a cell complex with discrete Morse 

function values.
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  ±로 정의되는데, 여기서 부호는 

〈 〉  로 정하여   〈 〉가 되

도록 정한다. 여기서 정수 〈 〉는 와 가 동일한 

방향이면 1이고 그렇지 않으면 -1로 정의된다. 복합

체 K 상에서 이산 벡터장 V가 주어지면, V-경로는 

다음 식과 같이 


 

  
 

  
 ⋯ 

    
 (6)

셀들의 열로 표현된다. 여기서   …이고,

    ≠이다. V가 이산 모스함수 f의 경사 벡터

장일 때,   …에 대하여      이고 

≥   ≥   ⋯ ≥     

이면, 위 식은 V-경로이다 [3, 4]. f의 경사경로는 f가 

감소하는 방향으로의 연속적인 셀의 열이다.

V-폐경로가 존재하지 않으면, 이산 벡터장 V는 

이산 모스함수의 경사 벡터장이고, 그 역도 성립한다 

[3, 4]. 여기서 이산 벡터장 V를 맵으로 볼 수 있다.

예를 들어, 가 극셀이면 경사 벡터가 존재하지 않으

므로    로 나타낸다. 가 극셀이 아니면 

 ≤ 인 에지   가 유일하게 존재하여 

  이다. 여기서 벡터의 방향은 ∇ 의 방향이

다. 일반적으로 식 (3)은   ±를 만족하는 

 가 존재하지 않고, 식 (4)는   ±  인 

가 존재하지 않음을 의미한다. 극셀 는  ∉

임과 동시에   임을 만족하여야 한다.

2.4 모스 복합체

복합체 K를 CW 분할하여 각 차원 셀의 수를 알지 

않고도 복합체의 호몰로지를 정확히 구할 수 있는 

방법이 있다. 모스함수 f가 정의된 복합체 K에서 

는  차원 사슬공간이고  ⊆는  차

원 극셀들이 스팬하는 공간이라고 표시한다.  내의 

-극셀의 수가 이면  ≅
  이다. 여기서 ≅는 

위상동형(homeomorphism)을 의미한다. 호모토피 

등가인 두 공간은 동일한 호몰로지를 가지므로 다음

이 성립한다. 각 차원 에 대하여, 경계 맵(boundary

map)   → 가 존재하고   ∘
  이다.

다음과 같은 모스 사슬(morse chain) 열을 이용하여 

CW 복합체 의 호몰로지  를 구할 수 있다  

[3, 4].

→

  

  ⋯
→ (8)


 

 


으로 정의하면 각 차원  에 

대하여, 
 ≅  이고, 경계 맵 는 다음

과 같이 구할 수 있다.

  
 

  (9)

여기서,   
∈   

이다. 위 식에서  

는 의 공차원(codimension)이 1인 변에서  까지의 

경사경로의 집합이고, 는 경사경로 에 대하여 

와 의 방향에 따라 ±의 값을 갖는다. 모스 이론

에서 가장 중요한 문제 중의 하나는 주어진 공간에 

대한 모스함수를 구하는데 있어서 극셀의 수를 최소

한으로 유지하는 것이다.

3. 모스 이론을 이용한 영역 검출 알고리즘

3.1 스켈레톤 이미지 구성

임의의 -셀 에 대한 불안정 영역 는 

에서 시작하는 -경로를 이용하여 다음과 같이 정

의한다 [12].

     ∈⇒∈ (10)

는 -셀들로만 구성된다. 에 속하는 모

든 -셀의 변을 포함하는 의 복합체 버전 

를 다음과 같이 정의한다.

   ≤ ∈ (11)

이를 이용하여 부 복합체 에 존재하는 모든 

극셀 에 해당되는 를 합함으로써 스켈레톤 

이미지를 생성할 수 있다.

  
  
≤ 

 (12)

Fig. 2는  차원 스켈레톤 이미지를 구성하는 알고

리즘올 보여준다.

3.2 이미지 영역 분할

불안정 영역 의 대응으로 안정영역 를 

다음과 같이 정의한다[12].
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   ∈⇒∈ (13)

복합체 K의 모든 0-셀은 임의의 0-극셀의 안정영

역에 속하므로 워터셰드(watershed) 알고리즘과 유

사하게 이미지의 영역을 분할하는 기능을 수행한다.

식 (12)와 유사한 방법으로 의 닫힌 공간을 구하

여 복합체화시킴으로써 분지(basin)를 구할 수 있다.

분지 는 단순연결(simply connected)이고 서로 

분리(pairwise disjoint)되어 있으며,  이외에는 극

셀을 포함하지 않는다. 모든 0-셀은 임의의 0-극셀

의 분지에 포함되나 -셀(≥)은 그렇지 않을 수 

있다. 어느 분지에도 속하지 않은 1-셀을 브리지라고 

부르는데, 한 개 이상의 1-극셀의 안정영역에 속한

다. 임의의 두 개의 0-극셀이 어느 1-극셀의 불안정 

복합체 내에 포함되어 있으면 두 0-극셀에 해당되는 

분지들은 서로 인접해 있음을 의미하므로 병합시킬 

수 있다. 이러한 과정을 반복수행하면 작은 분지들을 

병합시킴으로써 이미지 영역을 분할시킬 수 있다.

Fig. 3은 모스이론을 이용하여 이미지의 영역을 분할

시키는 알고리즘올 보여준다.

4. 실험 및 토론

이산 모스이론을 이용하면 디지털 이미지로부터 

위상적으로 유의미한 정보를 추출할 수 있고 이를 

기반으로 관심영역을 검출하는데 응용가능하다. 본 

논문에서는 이를 확인하기 위하여 맘모그래피에서 

종양(tumor)을 검출하는 실험을 수행한다. 이를 위

해서는 우선 이미지를 셀 복합체의 형태로 데이터 

구조를 변환하고 이로부터 이산 벡터장을 구하여야 

한다. 이미지에 대한 셀 복합체 K가 주어지면, 레벨

세트 를 구할 수 있다. 여기서 는 K 내의 모든 

셀 중에서 셀 안의 모든 화소가 t 보다 크지 않은 셀의 

집합으로 정의된다. 이를 이용하여 K의 필트레이션

을 다음과 같이 구할 수 있다.

  ⊆ ⊆⋯⊆  (14)

위 식에서 m은 이미지 내 화소의 최댓값이다. 벡

터장을 구하기 위해서는 우선 각 화소에 대한 인근영

역(lower star)을 다음과 같이 정의한다.

  ∈∈ and max∈ (15)

의 중심화소 에서 시작하는 경사 벡터는 

Robins의 알고리즘 [10] 을 이용하여 구하고 동시에 

각 차원의 극셀을 찾는다. 이산 벡터장과 극셀들을 

알고 있으면 모스 복합체를 구성할 수 있다. 이를 위

해서는 식 (9)에 제시한 경계 맵  와 관련된 극셀들 

간의 상호관계를 파악하여야 한다. 각 극셀 의 변

 차원 스켈레톤 이미지 구성 알고리즘 

Input : 레벨 부복합체 와 이에 속한 모든 -극셀 


  ⋯
= 에 속한 -극셀의 수

   

Output :  차원 스켈레톤 이미지 

초기화   

초기화   ∅

while  ≤  do

식 (10)을 이용하여 불안정 영역 
 를 계산한다.


의 복합체 버전 


   ≤∈

를 계산한다.

 ∪



end while

Fig. 2. Algorithm of constructing a -dimensional skel-

eton image.

모스이론을 이용한 영역분할 알고리즘 

Input : 복합체 와 이에 속한 모든 -극셀 


 ⋯
= 에 속한 -극셀의 수

   

Output : 영역분할 이미지 

초기화   

초기화   ∅

while  ≤  and  ≤  do

식 (13)을 이용하여 안정영역 
 를 계산한다.

식 (10)을 이용하여 불안정 영역 
 를 계산한다.

 ∪



end while
for   ≤  and  ≤  do

if 
 and 

 ∈
, merge 

 with



end for

Fig. 3. Algorithm of segmenting an image using a dis-

crete Morse theory.
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에서 시작하는 벡터장이 어느 극셀  에 도달하

는지를 찾아야 한다. 본 논문에서는 Robins가 제안한 

알고리즘 [10] 을 이용하여 극셀들 간의 연결경로를 

검색하였다.

 에서  계수 대신에  계수를 이용하여 

 차원 사슬군(chain group) 를  정의한다.

이의 장점은 셀의 방향을 고려할 필요가 없고 호몰로

지를 구하는 과정이 비교적 쉽게 처리될 수 있다는데 

있다. 모스 복합체  ⊆는 -극셀로 구성된 

자유 아벨 군(free Abelian group)으로 정의된다. 본 

논문에서는  계수 대신에  계수를 이용하기 때문

에, 식 (9) 와 같이 정의된   
 

  에서 

 를 다음과 같이 쉽게 구할 수 있다.

   ⌗   홀수
 ⌗   짝수 (16)

위 식에서 ⌗ 는  극셀  의 변 에서 

극셀 까지 벡터장 -경로의 수를 나타낸다. 각 

극셀  가 어느 극셀 로 벡터장이 연결되어 

있는지를 파악하면 이로부터 식 (14) 에 나타낸 복합

체 K의 필트레이션에 대한 지속적 호몰로지를 쉽게 

구할 수 있다. 의 화소 값에서 차 호몰로지의 랭

크가 1 만큼 증가한 다음 에 대응되는   의 

화소 값에서 사라진다. 여기서 (  )의 화소 값

이란 (  ) 를 구성하는 화소들 중의 최댓값을 

의미한다. 이차원 이미지인 경우에 는 0 또는 1의 

값을 갖는다. 예를 들어 화소 값이 80인 극셀 에서 

화소 값이 25인 극셀 으로 연결되는 V-경로가 홀

수 개 존재하면, 에서 일차원 호몰로지의 랭크가 

1 만큼 증가하다가 에서 1 만큼 감소한다. 이러한 

내용을 이차원 평면에 좌표   인 점으로 나타낼 

수 있는데, 이를 지속구간 다이어그램(persistence

diagram)이라고 부른다. 여기서, 두 좌표 값의 차 

    를 지속구간(persistence)이라고 하며 클

수록 중요한 위상정보를 지닌 것으로 해석된다.

Fig. 4는 Fig. 5-(a)에 주어진 맘모그램에서 구한 

(a) (b)

Fig. 4. Persistence diagrams obtained from the image given in Fig. 3(a). (a) 0-dimensional persistence diagram,  

(b) 1-dimensional persistence diagram.

(a) (b) (c)

Fig. 5. Image cropped from a mammogram and its skeleton images. (a) Mammogram, (b) 1-dimensional skeleton,  

(c) 2-dimensional skeleton.
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벡터장으로부터 구한 지속적 호몰로지의 랭크 변화

를 지속구간 다이어그램으로 표현한 것이다. 이 그림

에서 0 차원 호몰로지의 랭크는 필트레이션 에서 

임계값 t의 변화에 따른 연결성분의 수를 나타내는 

반면, 1 차원 호몰로지의 랭크는 위상적으로 원형인 

객체의 수에 대한 정보를 지닌다. 이 다이어그램에서 

대각선에 근접한 점들은 위상잡음이나 중요도가 떨

어지는 객체를 나타내고 멀어질수록 위상적으로 유

의미한 정보를 담고 있다. Fig. 5-(a)에서 알 수 있듯

이, 한 개의 종양이 위상 원(topological circle)의 형

태로 존재하므로 Fig. 4에 대각선에서 멀리 떨어진 

점(원으로 표시함)이 각각 한 개씩 나타남을 확인할 

수 있다.

Fig. 5는 입력 맘모그램과 함께 식 (12)에 제시한 

방법으로  이하의 필트레이션에서 구한 스켈레

톤을 보여준다. 그림을 통하여 알 수 있듯이, 적절한 

크기의 필트레이션을 선택하면 스켈레톤 만으로도 

원하는 영역을 쉽게 검출할 수 있다.

이와 유사한 방법으로 식 (13)을 이용하여 0-극셀

의 안정영역을 구한 다음 이를 복합체화시킴으로써 

이미지의 분지를 구할 수 있는데, 그 결과를 Fig.

6-(a)에 제시한다. 종양영역이더라도 그 내부 화소 

값이 균일하지 않으면 여러 개의 극점들이 존재하여 

그에 비례하는 수만큼의 영역으로 나뉜다. 또한 각 

영역은 그 영역에 대응되는 0-극셀의 화소 값으로 

표현하였기 때문에 검출된 영역이 약간 어둡게 보이

고 크기가 줄어든 형태로 보일 수 있다.

이와 같이 분지 검출방식은 0-극셀의 수만큼 영역

이 분할되기 때문에 분할 영역의 개수를 줄이는 작업

이 필요하다. 그런데 임의의 두 개의 0-극셀이 어느 

1-극셀의 불안정 복합체에 포함되면 이를 통하여 두 

0-극셀에 해당되는 분지들은 서로 인접해 있음을 알 

수 있으므로 두 영역을 병합시킬 수 있다. 이와 같은 

과정을 반복수행하면 작은 분지들이 서로 병합되므

로 보다 안정적인 영역분할이 가능하다. Fig. 5-(a)에

서 임의의 1-극셀에서 시작하는 불안정 복합체와 만

나는 0-극셀들에 해당되는 영역들을 병합하여 구한 

결과 이미지를 Fig. 6-(b)에 제시한다. Fig. 7은 두 

개의 다른 맘모그램 이미지에 대하여 Fig. 6의 경우

와 동일한 실험을 수행하였을 때의 결과 이미지들을 

보여 준다. 여기서, 병합된 이미지에서 종양에 해당

되는 영역의 밝기가 더 어둡게 보이는 이유는 각 영

역에 속한 0-극셀들 중에서 밝기가 가장 작은 0-극

셀의 값을 대푯값으로 영역을 표현하였기 때문이다.

Fig. 6과 Fig. 7의 결과를 통하여 알 수 있듯이, 맘모

그램에서는 종양 영역의 경계가 명확하지 않고 주변 

(a) (b)

Fig. 6. The persistent basin and its partitioned result, 

where the persistent basin is merged with the 

adjacent basins. (a) Persistent basin, (b) Parti-

tioned result. 

(a)

(b)

(c)

Fig. 7. Results of detecting the persistent basins and 

segmenting the associated partitions. (a) Input 

images, (b) Persistent basins, (c) Partitioned 

results, 
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티슈의 특성이 복잡해서 전체적으로 분지 이미지의 

종양 영역은 실제보다 작게 검출되는 반면에 병합결

과 이미지에서는 주변 티슈가 종양에 병합되어 보다 

크게 나타나는 경향을 보인다.

제안 알고리즘의 성능을 비교하기 위하여, 영역분

할의 대표적인 알고리즘 중의 하나인 ACM(active

contour model)을 선택하여 Fig. 5-(a)에 주어진 이

미지를 입력하였을 때의 결과를 Fig. 8에 제시한다 

[13]. ACM은 기본적으로 검출하고자 하는 객체의 

위치를 사전에 알고 이를 기반으로 Fig. 8-(a)와 같이 

객체 주위에 윤곽선을 입력으로 제공한다. 윤곽선 내

부와 외부 간의 통계적 특성차를 이용하여 윤곽선을 

점차적으로 객체의 경계에 수렴하도록 동작하기 때

문에 보다 안정적으로 동작한다. Fig. 8-(d)는 Fig.

6에 주어진 제안 알고리즘 결과보다 선명하게 영역

분할이 이루어진 것을 확인할 수 있다. 하지만 검출

하고자 하는 객체의 위치를 사전에 알고 있어야 적용

가능한 단점이 있다. 반면에 제안방식은 이산 모스이

론의 틀 안에서 벡터장만을 특징벡터로 이용하기 때

문에 영역분할 성능은 다소 저하되는 한계를 보이고 

있으나, 사전 정보가 전혀 요구되지 않고 위상구조 

정보를 통하여 검출후보 영역의 개수와 그 위치정보 

등을 함께 구할 수 있는 장점이 있다. 제안 알고리즘

의 영역분할 성능을 개선시키기 위해서는 보다 다양한

기하정보를 활용하거나 다른 영역분할 알고리즘과 

접목시키는 방안이 고려되어야 할 것으로 판단된다.

4. 결  론

본 논문에서는 Forman이 제안한 이산 모스 이론

을 이용하여 이미지의 위상구조를 분석하는 알고리

즘을 구현하였다. 이를 위해서는 우선적으로 이미지

를 복합체의 데이터 구조로 변환하여야 하는데, 본 

논문에서는 셀 복합체를 선택하였다. 복합체에서 구

한 이산 벡터장에서 0, 1, 2 차원의 극셀들을 찾아낸 

다음, 이들 간의 연결관계를 추적하여 모스 복합체를 

구성하였다. 모스 복합체가 구성되면 필트레이션의 

추이에 따라 각 레벨세트의 연결성분들이 새로 생성

되고 병합되는 과정들을 0 차원 호몰로지 군의 관점

에서 분석할 수 있을 뿐만 아니라 1 차원 호몰로지를 

이용하여 원형 패턴의 존재를 검출할 수 있음을 실험

으로 확인하였다.

기본적으로 이산 모스이론은 복합체의 위상구조 

분석이 목적이므로 그 안에 연결성분, 폐곡선, 또는 

빈 폐공간(void)의 수 등, 위상적으로 유의미한 정보

는 효과적으로 찾아내고 있으나 이들의 크기나 모양 

등의 기하구조를 구하는 데에는 한계가 있을 수 밖에 

없다. 향후에는 이를 이미지 처리나 컴퓨터 비전 등

의 알고리즘들과 접목시켜 응용 가능성을 연구함과 

동시에 삼차원 이미지로 확대하여 이미지 내에 빈 

공간의 존재유무와 그 개수 등을 구하기 위한 위상분

석 툴로 활용할 계획이다.
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