
* Dept. of Electronics Engineering, Pusan National University

★ Corresponding author

E-mail：jyc@pusan.ac.kr, Tel：+82-51-510-2490

※ Acknowledgment

This research was supported by Basic Science Research Program through the National Research Foundation of Korea

(NRF) funded by the Ministryof Education (NRF-2018R1D1A3B07043053).

Manuscript received Dec. 9, 2019; revised Dec. 21, 2019; accepted Dec. 26, 2019.

This is an Open-Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution Non-Commercial License

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0) which permits unrestricted non-commercial use, distribution, and reproduction

in any medium, provided the original work is properly cited.
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Abstract

We analyze the robustness of the existing predictor feedback controller for discrete-time linear systems with constant

input delays against the structured model uncertainty. By modeling the constant input delay with a first-order PdE

(Partial difference Equation), we replace the input delay with the PdE states. By applying a backstepping transformation,

we build a target system that enables to construct an explicit Lyapunov function. Constructing the explicit Lyapunov

function that covers the entire state variables, we prove the existence of an allowable maximum size of the structured

model uncertainty to maintain stability and establish the robustness of the predictor feedback controller. The numerical

example demonstrates that the stability of closed-loop system is maintained in the presence of the structured model

uncertainty, and verifies the robustness of the predictor feedback controller.

요 약

본 논문에서는 상수 입력지연을 갖는 이산시간 선형시스템을 위한 기존의 예측기 피드백 제어기의 구조적 모델 불확실성

에 대한 강인성을 해석한다. 상수 입력지연을 1차 PdE (Partial difference Equation)로 모델링하여 입력지연을 PdE 상태변수

로 대체하고 백스테핑 변환을 적용하여 목표 시스템을 구축한다. 목표 시스템을 기반으로 전체 상태변수를 포함하는 명시적

리아푸노프 함수를 구성하여 안정성이 유지되는 구조적 모델 불확실성의 최대 크기의 존재를 증명하고 예측기 피드백 제어

기의 강인성을 확립한다. 모의실험을 통하여 모델 불확실성이 존재하는 경우에도 닫힌 루프 시스템의 안정성이 유지되는 것

을 예증하고 예측기 피드백 제어기의 강인성을 검증한다.

Key words：Input delay systems, Predictor feedback controller, Robustness, Backstepping transformation, Lyapunov

function
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Ⅰ. 서론

시간지연 현상은 대부분의 제어 시스템에서 발생

하고 있으며 시스템의 불안정성 및 성능저하의 원

인으로 알려져 있다. 이러한 시간지연의 문제를 해

결하기 위해 시간지연을 보상하는 제어기 설계 에

대한 많은 연구결과가 발표되었다[1]. 그 중에서 연

속시간 지연 시스템의 지연 보상을 위해 모델로부

터 구성되는 상태변수 또는 출력 예측기 피드백 기

반의 제어기가 제안되었다[2]-[6].

그러나 연속시간 상태변수 또는 출력 예측기는

항상 무한 차원을 나타내기 때문에 구현을 위해 근

사적인 방법을 적용하는데 이때 안정성 및 성능 저

하가 발생한다. 이러한 무한 차원 제어기를 구현할

때 발생하는 문제를 해결하고 대부분의 제어 시스

템이 디지털 컴퓨터 기반으로 구현되는 경향을 고

려하여 이산시간 시스템 기반으로 예측기 피드백

제어기를 설계하는 접근 방법이 제안되었다[7].

상수 입력지연을 갖는 이산시간 선형 시스템에

대하여 상태변수 예측기 피드백 제어기를 적용하

면 비록 입력지연이 존재하더라도 광역 지수적 안

정성이 성립하는 특성을 명시적 리아푸노프 함수

를 기반으로 증명하였다[8]. 또한 시변 입력지연을

갖는 이산시간 비선형 시스템에 대하여 입력지연

을 보상하는 상태변수 예측기 피드백 제어기를 설

계하고 광역 점근적 안정성을 보장하는 충분조건

을 명시적 리아푸노프 함수 기반으로 확립하였다

[7]. 이러한 이산시간 기반 상태변수 예측기 피드백

제어기는 근사화 없이 유한차원으로 설계가 되어

무한차원의 문제점을 해결하고 디지털 컴퓨터를

이용하여 직접적으로 구현이 가능한 장점이 있다.

한편 물리적인 플랜트와 그 수학적 모델 사이에

는 항상 오차가 존재하며 수학적 모델로 실제 시스

템을 완전하게 표현하는 것은 불가능하다. 따라서

공칭 시스템에 대하여 설계된 제어기의 모델 불확

실성에 대한 강인성을 해석하는 것은 실제로 제어

기를 구현하여 사용하는 실용적인 관점에서 반드

시 필요한 과정이다[9]. 그러나 입력지연을 갖는 이

산시간 선형시스템에 대한 예측기 피드백 제어기

의 경우 [8]에서 광역 지수적 안정성은 증명되었으

나 모델 불확실성에 대한 강인성 해석 결과는 아직

발표되지 않고 있다.

본 논문에서는 상수 입력지연을 갖는 이산시간

선형 시스템 제어를 위해 설계된 예측기 피드백 제

어기의 구조적 모델 불확실성에 대한 강인성을 해

석한다. 모델 불확실성을 포함한 모델에 대하여 입

력지연을 PdE (Partial difference Equation)로 모

델링하고 백스테핑 변환을 기반으로 명시적인 리

아푸노프 함수를 구성하여 예측기 피드백 제어기의

구조적 모델 불확실성에 대한 강인성을 확립한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서는 본 논

문에서 해결하고자 하는 문제를 정의한다. Ⅲ장에

서는 입력지연을 PdE로 모델링하고 백스테핑 변환

을 통해 시스템 모델을 해석하기 용이한 목표시스

템으로 변환한다. Ⅳ장에서는 광역 지수적 안정성

을 유지하는 모델 불확실성의 최대 크기가 존재하

는 것을 증명하고 강인성을 확립한다. Ⅴ장에서는

모의실험을 통해 예측기 피드백 제어기의 강인성

을 검증하고 VI장에서는 결론을 도출한다. 다음은

본 논문에서 사용할 수학적 기호를 나타낸다.

기호 정의：  를 만족하는 정수 , 에 대하여

집합 는   ⋯와 같이 정의된다. PdE

의 상태변수는  로 나타내고  ∊ 는 이산시간

변수,  ∊ 는 공간변수를 의미한다. 유한 차원

벡터 의 2-norm은 로 나타내고 2-norm으로

부터 유도된 정방행렬 의 행렬 norm은 ∥∥로

나타낸다. min 과 max는 각각 정방행렬 의

최소 고유치와 최대 고유치를 나타낸다. 은 ×

단위행렬을 나타내고 ≡가 사용된 식에서 좌변은

우변으로 정의되는 것을 나타낸다.

Ⅱ. 문제 정의

다음과 같은 상수 입력지연과 구조적 모델 불확

실성을 갖는 이산시간 선형 시불변 시스템을 고려

한다.

   
    (1)

위식에서  ∊  은 상태변수, ≡ ,

 ∊  × 는 공칭 시스템 행렬,  ∊  × 은 구조

적 모델 불확실성,   은 모델 불확실성의 크기를

나타내는 상수,  는 제어 가능한 시스템, 입력

신호  ∊ 은  이산시간동안 지연되어 시

스템에 입력되는 것을 나타낸다. (1)에서 입력지연

과 모델 불확실성이 없을 때 즉   이고    일

(1266)
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때 시스템을 안정화 시키는 정적 상태변수 피드백

제어기   가 설계되어   가 Schur

안정성 특성을 만족한다고 가정한다. 한편 (1)에서

  일 때 즉 공칭시스템의 광역 지수적 안정성을

항상 보장하는 예측기 피드백 제어기는 다음과 같

이 설계 된다[8].

  





  
  









 (2)

본 논문의 목표는 공칭시스템 제어를 위해 설계

된 예측기 피드백 제어기 (2)를 구조적 모델 불확실

성을 포함한 시스템 (1)에 적용했을 때 닫힌 루프

시스템에 대하여 명시적 리아푸노프 함수를 체계적

으로 구성하고 광역 지수적 안정성을 보장하는 조

건을 도출하여 예측기 피드백 제어기의 구조적 모

델 불확실성에 대한 강인성을 확립하는 것이다.

Ⅲ. 시스템 모델 변환

구조적 모델 불확실성을 포함한 시스템의 안정성

을 해석하기 위해서는 명시적 리아푸노프 함수 구

성이 필요한데 이러한 리아푸노프 함수 구성이 용

이하도록 시스템 (1)의 입력지연을 1차 PdE로 모

델링한다. 입력지연을 나타내는 PdE의 상태변수

≡   ⋯  를 다음과 같이 선

택한다.

    ∊  (3)

그러면 입력지연은 다음과 같은 PdE로 표현이

되고 경계조건은   와   로

얻을 수 있다.

     ∊  (4)

이러한 입력지연 모델을 (1)에 적용하면 시스템

(1)은 다음과 같이 표현되고 입력지연이 PdE 상태

변수로 대체된 것을 확인할 수 있다.

   

   

     ∊ 

  

(5)

위식은 PdE의 경계 조건으로부터 얻어지는 입력

로 구동되는 OdE (Ordinary difference

Equation)-PdE 연결 형태를 형성한다. 이제 다음

과 같은 이산시간 백스테핑 변환과 역백스테핑 변

환을 고려한다[8].

   



  

 

 

  



 (6)

   





 

  

 

 



 (7)

위식 (6)에서   일 때 우변의 시그마 항은 0이

라는 가정 하에 를 계산하고   일 때 

를 계산하면 다음과 같다.

   

   



  

  



 



(8)

백스테핑 변환 (6)을 (5)식에 적용하고 (8)을 이

용하면 다음과 같이 , , 로 표현되는

목표 시스템을 얻을 수 있다.

  

   

     ∊ 

   



 

  



 




(9)

(3)에 의하여   이고   

이므로 (9)의 마지막 식의 에 예측기 피드백

제어기 (2)를 적용하면 다음과 같은 닫힌 루프 시

스템을 얻을 수 있다.

   

    

     ∊ 

  





 
 















 

  



 





(10)

다음 장에서는 닫힌 루프 시스템 (10)의 광역 지

수적 안정성을 보장하는 구조적 모델 불확실성의

최대 크기가 존재한다는 것을 명시적 리아푸노프

함수 기반으로 증명한다.
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Ⅳ. 강인성 해석

먼저 상태변수 에 대한 리아푸노프 함수를

다음과 같이 선택한다.

   (11)

  가 Schur 안정성 특성을 만족하므로 임

의의     에 대하여 다음 이산시간 리아푸노

프 방정식의 해가 존재하고 그 해를 위식의

     로 정한다.

     (12)

(11)의 순방향 차이는 (10)과 (12)를 이용하여 다

음과 같이 구할 수 있다.

  

 


 

× 


  

   


 

 


 

 





 

  


 

 





 

(13)

위식의 전개를 위해 Young의 부등식으로부터 얻

어지는 다음 부등식을 사용하고 상수   는 다음

과 같이 정한다.

 





≤ 


 





 




 

≡m ax



÷m in



(14)

위식을 (13)에 적용하면 (11)의 순방향 차이의 상

계는 다음과 같이 전개된다.

  

≤ ∥
∥

m ax


 


 





 




 


 

≤ 


 ∥

∥

m ax
 




 

≤







m in

∥
∥m ax







× 



 

 
 

(15)

위식에서 사용된 상수   에 대한 2차 다항식

와 상수   는 다음과 같이 정의된다.

 ≡ 


min  ∥ ∥

max

 ≡  

(16)

다음으로 변환된 PdE 상태변수  ≡  

⋯  에 대한 리아푸노프 함수를 다음과 같

이 선택한다.

  
 




 (17)

위식에 (10)의 두 번째 식을 적용하면 순방향 차

이는 다음과 같이 유도된다.

  

 
  



 
 

 

 
  



 
  

 

∵  

 
  




 

 

(18)

위식의 는 변환된 PdE 상태변수 에 속

하지 않으므로 안정성 해석이 가능하기 위해서는


 상계를 상태변수 와 로 나타내는 것

이 필요하다. 이를 위해 (10)의 마지막 식을 이용하

는데 (10)의 마지막 식은 를 포함하고 있어 우

선 의 상계를 와 로 나타내는 것이 필

요하며 이는 다음의 보조정리에서 구해진다.

보조정리 1：(3)에서 정의된 입력지연을 나타내

는 PdE 상태변수 와 (6)에 의하여 정의된 변환

된 PdE 상태변수 는 다음과 같은 관계를 만족

한다.


  




 ≤ 

  




  (19)

위식에서 과 는 다음과 같이 정의된다.

 ≡
  




 ≡

  




(20)
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증명：역백스테핑 변환 (7)의 우변에 Cauchy–

Schwarz 부등식을 다중으로 적용하면 (19)의 결과

를 얻을 수 있다[7]. ■

보조정리 1을 이용하면 다음 보조정리와 같이

(18)에 나타난 
  항의 상계를 와 로

나타낼 수 있다.

보조정리 2：(10)의 마지막 식으로 표현되는 

의 상계는 다음과 같이 와 로 구해진다.


 ≤   

  




 (21)

위식에서 , 는 (20)에서 정의되고 , 는 다

음과 같이 정의된다.

 ≡
  









 ≡
 




 

  




 










≡




 ≡



(22)

증명：(10)의 마지막 식에 Cauchy–Schwarz 부

등식을 2번 연속 적용하면 다음과 같은 식을 얻을

수 있다.


  ≤  

  







  




 








≤ 






  




 


  






(23)

한편    에 이항정리를 적용하면  

는 다음과 같이 전개된다.

    

 
  








 


  








(24)

위식을 (23)에 적용하면 다음과 같이 전개된다.


  ≤ 

  









 


  



 
  




 





  






(25)

위식에 (19)를 적용하면 (21)을 얻을 수 있다.■

보조정리 2를 (18)에 적용하면 (17)의 순방향 차

이 상계는 다음과 같이 유도된다.

   

≤    
  




 (26)

이제 (10)으로 표현되는 전체 닫힌 루프 시스템

의 안정성을 해석할 수 있도록 전체 상태변수를 포

함하는 전체 리아푸노프 함수를 다음과 같이 선택

한다.

    (27)

위식에서   는 (16)에서 정의 되었고 모든 상

태변수를 포함하는 리아푸노프 함수 (27)을 기반으

로 닫힌 루프 시스템 (10)의 광역 지수적 안정성을

보장하는 구조적 모델 불확실성에 대한 강인성을

학립하는 정리는 다음과 같다.

정리 1：구조적 모델 불확실성을 포함하는 제어

대상 시스템 (1)에 공칭 시스템에 대하여 설계된

예측기 피드백 제어기 (2)를 적용하면 닫힌 루프

시스템이 모든  ∊  ∗에 대하여 광역 지수적으

로 안정한 상수 ∗  이 존재한다.

증명：전체 리아푸노프 함수 (27)의 순방향 차이

의 상계는 (15)와 (26)을 이용하면 다음과 같이 구

해진다.

  

≤  


  
  






≤    


 






(28)

위식에서  항의 계수의 음의 값을 이

라 정의하면 (16)으로 부터 다음과 같은 식을 얻을

수 있다.

    

 


min  max 

 ∥ ∥  

 


min   max

(29)

위식에서 는 다음과 같이 정의된다.
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 ≡∥ ∥  (30)

위식 에 근의 공식을 적용하면   이 성

립하는 의 범위는 다음과 같이 구할 수 있다.

    

 ≡max

 



  


maxmin  (31)

한편 (28)에서 
  




 항의 계수가 음의 값이

되는 의 조건은  


로 얻어지고 이때 ∗  

을 다음과 같이 정의한다.

∗ ≡min 

  (32)

따라서     ∗인 경우 (27)의 순방향 차이의

상계 (28)은 전체 상태변수 와 에 대하여

음의 정부호가 되고 이로부터 전체 닫힌 루프 시스

템 (10)은 모든  ∊  ∗에 대하여 광역 지수적으

로 안정하다. ■

정리 1에 의하면 입력지연을 갖는 이산시간 선형

시스템 (1)의 공칭시스템에 대하여 설계된 예측기

피드백 제어기 (2)는 일정한 크기 이내의 구조적

모델 불확실성에 대하여 광역 지수적 안정성을 유

지한다. 따라서 예측기 피드백 제어기 (2)의 구조적

모델 불확실성에 대한 강인성은 정리 1로부터 확립

된다. 이러한 결과를 얻을 수 있는 핵심적인 요인

은 순방향 차이의 상계를 (28)과 같이 모델 불확실

성의 크기 로 나타낼 수 있는 명시적 리아푸노프

함수 (27)의 구성이 가능하기 때문이다. 또한 이러

한 리아푸노프 함수 구성이 가능한 요인은 입력지

연의 PdE 모델 (4)를 도입하여 입력지연을 제거하

고 백스테핑 변환 (6)을 적용하여 목표시스템 (9)로

변환하기 때문이다.

Ⅴ. 모의 실험

정리 1에서 확립된 구조적 모델 불확실성에 대한

예측기 피드백 제어기의 강인성을 검증하기 위해

다음과 같이 입력지연과 구조적 모델 불확실성을

갖는 2차의 열린 루프 불안정 시스템을 고려한다.

    




 

 


 










(33)

위식에서 공칭시스템의 고유치는  으로

계산이 되며 제어입력 (2)를 설계하기 위한 피드백

이득은    로 선택한다. 이러한 피드백

이득은  의 고유치를 ±로 할당하고

고유치의 크기는 로서 입력지연과 모델 불확실

성이 없는 경우 닫힌 루프 시스템이 광역 지수적으

로 안정하게 된다. 초기 상태 변수는    ,

입력지연은   로 설정한다.

Fig. 1. System input and state variables for   .

그림 1.   일 때 시스템 입력 및 상태변수

모의실험은 3가지 모델 불확실성의 크기   ,

  ,   에 대하여 수행되었고 모의실험 결

과는 그림 1, 2, 3과 같다. 그림 1, 2에서는 상태변수

가 원점으로 수렴하고 그림 3에서는 발산한다. 이러

한 결과로부터 정리 1의 모델 불확실성의 최대 허

용 값 ∗의 존재가 검증되고 ∗는   ∗  

범위에 속한다고 추정할 수 있다. 따라서 모의실험

결과는 구조적 모델 불확실성에 대한 예측기 피드

백 제어기의 강인성을 검증한다.
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156 j.inst.Korean.electr.electron.eng.Vol.23,No.4,1265～1272,December 2019

Fig. 2. System input and state variables for   .

그림 2.   일 때 시스템 입력 및 상태변수

Fig. 3. System input and state variables for   .

그림 3.   일 때 시스템 입력 및 상태변수

Ⅵ. 결론

상수 입력지연과 구조적 모델 불확실성을 갖는

이산시간 선형 시불변 시스템에 대하여 상수 입력

지연을 PdE로 모델링하여 상태변수를 확장함으로

써 입력지연이 없는 시스템으로 변환하였다. 확장

된 PdE 상태변수에 대하여 시스템의 동적 특성이

반영된 백스테핑 변환을 적용함으로써 명시적 리

아푸노프 함수를 구성하기 용이한 목표 시스템 형

태로 변환하였다. 공칭 시스템에 대하여 설계된 예

측기 피드백 제어기를 적용한 닫힌 루프 목표 시스

템에 대하여 전체 상태변수를 포함하는 명시적 리

아푸노프 함수를 구성하고 안정성 해석을 통하여

광역 지수적 안정성을 보장하는 구조적 모델 불확

실성의 최대 크기의 존재를 증명하였다. 따라서 예

측기 피드백 제어기의 구조적 모델 불확실성에 대

한 강인성을 확립하였으며 이러한 결과로 부터 예

측기 피드백 제어기는 실용적으로도 유용한 것을

판단할 수 있다.
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