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요  약

본 논문에서는 두 타원체 사이의 중심 간 방향으로의 최단 접근 거리를 구하는 방법을 다룬다. 

이는 타원체 사이의 충돌 검사 및 반응에 있어서 핵심 기술이다. 외부에서 서로 접하는 두 타원

체의 중심 사이의 거리와 접촉점, 접촉방향에 관한 조건식을 세우고, 해를 포함하는 구간을 유지

하는 이분법과 도함수를 이용하는 Newton 방법의 혼합을 통해 최단 접근 거리를 항상 안정적이

며 효율적으로 구할 수 있게 한다. 또한 다양한 실험을 통해 제안된 방법의 안정성 및 효율성을 

보인다.

ABSTRACT

This paper addresses a method to compute the closest approach distance between two 

ellipsoids in their inter-center direction. This is the key technique for collision detection 

and response between ellipsoids. We formulate a set of conditions with the inter-center 

distance, the contact point and the contact normal vector of the two externally-contacting 

ellipsoids. The equations are solved robustly and efficiently using a hybrid of Newton’s 

method and the bisection method with root bracketing. We demonstrate the robustness 

and efficiency of the proposed method in various experiments.

Keywords : Collision Handling(충돌 처리), Closest Approach distance(최단 접근 거리), 

Ellipsoid(타원체), Inter-Center Direction(중심 간 방향)
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1. 서  론

컴퓨터 게임, 가상현실 등의 실시간 컴퓨터 그래

픽스 응용 분야에서 타원체 집합을 이용하여 강체 

및 변형체의 물리기반 시뮬레이션 속도를 향상시키

는 연구들이 제안되고 있다[1,2,3,4]. 본 논문에서는 

타원체들 사이의 충돌 검사 및 반응에 있어서 핵

심 기술인 두 타원체 간 최단 접근 거리를 안정적

이며 효율적으로 구하는 방법을 제안한다.

두 타원체의 충돌 여부는 사차 특성 방정식의 

해가 가지는 부호의 패턴에 의존적이므로 해를 직

접 구하지 않고 해의 부호만으로 판단할 수 있다

[5,6,7,8]. 하지만 이미 교차한 두 타원체의 충돌을 

해결하는 것은 보다 까다로운 문제이다. 이를 해결

하기 위하여 [1]에서는 두 타원체의 중심 간 방향

(inter-center direction)으로 최단 접근 거리만큼 

타원체를 서로 반대로 이동시켜 외부에서 접하게 

만들었다. 최단 접근 거리를 구하기 위해 두 타원

체가 외부에서 접할 때의 중심 사이의 거리, 타원

체 상의 접촉점, 접촉점에서의 기울기 벡터에 관한 

조건식을 직관적인 방식으로 세웠지만 풀이 과정에 

오류가 있었다. [4]에서는 이러한 오류를 정정하여 

고정점 반복법(fixed-point iteration)과 Steffensen 

방법을 이용하여 사용자가 지정한 오차 허용 한도 

이내에서 최단 접근 거리를 올바르게 구하는 실용

적인 방법을 제안하였다. 하지만 해를 포함하는 구

간을 유지하는(root-bracketing) 구간법이 아니기 

때문에 최단 접근거리를 항상 안정적으로 구할 수 

있다는 보장이 없다.

최단 접근 거리는 액정 및 콜로이드계의 시뮬레

이션에서도 중요하다[9,10,11,12,13]. [11]에서는 

ECF(elliptic contact function)[9,10]의 최적화를 

이용한 간접적인 방식으로 최단 접근 거리를 공식

화하였다. 하지만 해를 구하는 수치적인 방법에 대

해서는 언급하지 않았다. [13]에서는 두 타원체의 

중심을 포함한 평면과 타원체의 이차원 절편은 타

원이라는 점에 착안하여 두 타원 간 최단 접근 거

리를 구하는 해석적 방법[12]을 이용하여 두 타원

체 간 최단 접근 거리를 구하였다. 하지만 이 방법

은 [4]에서 제안된 방법보다 50배 정도 느리다.

본 논문에서는 두 타원체 사이의 최단 접근 거

리를 항상 안정적으로 또한 효율적으로 구할 수 

있는 방법을 제안한다. 먼저 [1,4]에서 도입된 직관

적인 방식의 최단 접근 거리 공식화를 살펴본 후, 

해를 포함하는 구간을 유지하는 근 찾기 법

(root-finding method)을 적용할 수 있는 재공식

화를 제안한다. 이는 안정성을 보장하기 위한 것이

다. 또한 도함수를 이용하는 Newton 방법과 이분

법의 혼합을 통해 최단 접근 거리를 보다 효율적

으로 찾을 수 있게 한다.

2. 방  법

2.1. 문  제

충분히 멀리 떨어져 있는 두 타원체는 어느 한 

타원체를 중심 간 방향으로 이동시켜 다른 타원체

와 외부에서 접하게 할 수 있다. 이때 두 타원체 

중심 사이의 거리가 중심 간 방향 최단 접근 거리 

이다. 두 타원체 과 에서 의 세 축은 크기

가 작아지는 순서대로 반지름  ,  , 를 가지며 

방향은 단위벡터 e
, e

, e
로 표현된다고 가정한

다. 또한 타원체의 형상을 기술하기 위하여 타원체

에 관한 다음 이차 함수를 사용한다:

  x  xEx and x  xEx.    (1)

여기서 E  R diag
 

 
R

이며 ×   

행렬 E   e
 e

 e
 는 회전행렬이다. 그렇다면 

원점에 놓인 타원체 의 형상은 x
Ex 을 만족

하는 x의 자취로 기술될 수 있다.

두 타원체의 상대적인 위치 관계를 유지한 이동 

변환은 그 둘 사이의 최단 접근 거리에 영향을 끼

치지 않는다. 따라서 일반성을 잃지 않고 두 타원

체의 최단 접근 상태를 보다 편리하게 기술하기 
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위하여 타원체 의 중심이 원점에 놓여있고 의 

중심에서 의 중심으로 향하는 단위 방향벡터를 

n이라고 가정한다. 두 타원체가 n  방향으로 최단 

접근하여 접점 x에서 접하고 중심 사이의 거리가 

라면 의 중심은 의 중심으로부터 n만큼 떨

어져 있어야 한다. 또한 x는   및   위의 점이

어야 한다. 따라서 x와 는 식 (1)에 주어진 이차 

함수를 이용하여 표현된 다음 두 조건을 만족해야 

한다:

x  ,                (2)

xn   .              (3)

두 타원체가 x에서 접하기 위해서는 x에서 

의 접면과 의 접면이 같아야 한다. 즉 x에서   

및 의 기울기 벡터(gradient vector)가 서로 반

대 방향으로 평행해야 한다. 따라서 기울기 벡터는 

다음 조건을 만족해야 한다:

 ∇x  

  ∇xn  for ∈.  

(4)

여기서 ∇는 x에 대한 공간 도함수(spatial 

derivative)를 의미하며,  ∈∞은 기

울기 벡터가 반대 방향이 되게 하기 위한 것이다.

∈∞를 이용하여 

∇x  ∇xn과 같은 조건식을 공식화

한 [1,4]에서와 달리, 본 논문에서는    

을 만족하는 ∈를 도입하여 식 (4)를 재공식

화함으로써 해를 포함하는 구간을 유지하는 근 찾

기 법을 사용가능하게 하였다.

2.2. 해  법

두 타원체의 중심 간 방향 최단 접근 거리 를 

구하기 위해서는 식 (2), (3), (4)를 만족하는 x와 

∈를 구해야 한다. 먼저 식 (1)에 주어진 두 

타원체의 이차 함수로부터 구한 기울기 벡터를 식 

(4)에 적용하면 다음과 같다:

Ex 

  E xn  .            (5)

위 식을 x에 관해서 정리하면 다음과 같다:

x   w .           (6)

여기서 w는 x를 간결하게 표현하기 위해 도입

되었으며 다음과 같다:

w  E E E.        (7)

식 (6)에서 x는 실제로 와 에 의존적이지만 당

분간 를 알고 있다는 가정하에 에만 의존하는 

함수로 간주하겠다. [Fig. 1]에 예시된 것 처럼 

가 1에서 0으로 변함에 따라 x는 의 중심인 

원점에서 시작하여 의 중심인 n에서 끝나는 곡

선을 따라 움직인다. 이 곡선 상에서 기울기 벡터 

∇x와 ∇xn 은 서로 반대 방향이다.

[Fig. 1] Two contacting ellipsoids 
x   and 


xn   with the closest approach distance  

in their inter-center direction n and their 

concentric ellipsoids contacting along the curve 

x (Reinterpretation of [Fig. 1] in [4]).

접점은 또한 두 타원체 위에 놓여야 한다. 식 

(6)을 식 (2)와 (3)에 대입하면 와 에 관한 다음 

두 식을 얻을 수 있다:
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wEw  ,         (8)

w EE
E w  .       (9)

식 (9)와 같은 간결한 형태를 얻기 위해 식 (5)를 

xn   E
Ex로 변형하고 이를 

E
  E와 함께 식 (3)에 적용하였다. 식 (9)의 양

변을 식 (8)의 양변에서 각각 빼면 를 제거할 수 

있고, 이제 를 알고 있다는 가정이 더 이상 필요

하지 않다. 따라서 최단 접근 거리를 구하는 것은 

에 관한 다음과 같은 단변수 방정식의 해를 구하

는 문제로 귀결된다:

  wEw

w EE
E w  

   

(10)

이제 위 식에서 ∈를 찾기 위하여 해를 포

함하는 구간을 유지하는 근 찾기 법을 적용할 수 

있다. 를 구하고 나면 식 (8)과 (9)로부터 를 구

할 수 있으며 식 (7)을 이용하여 w를 구할 수 있

고 마지막으로 식 (6)을 이용하여 x를 구할 수 있

다.

방정식 (10)의 수치적 해를 구하기 위해 의 

함수 값만 필요로 하는 Steffensen 방법을 사용할 

수도 있지만, 수렴성 향상을 위해 함수 값뿐만 아

니라 도함수 값  ′ 도 사용하는 Newton 방법을 

사용할 수 있다[14]. Newton 방법을 사용하기 위

해서는  ′ 의 해석적 형태(analytic form)가 필

요하다. 미분 규칙 A  AAA[15]를 

에 적용하면  ′ 를 다음과 같이 해석적으

로 구할 수 있다:

 ′   w IEE
 Ew

wTIEE
 EE

Ew

  

(11)

여기서 E  E E이며 

E  E E 이다. Newton 방법을 단독

으로 사용하는 경우에는 해에 항상 수렴하지 않을 

수 있기 때문에 해를 포함하는 구간을 유지하는 

이분법과의 혼합(hybrid)을 택하였다[14].

2.3. 초기값 및 종료 조건

수치적 근 찾기 법의 반복 횟수를 줄이기 위해

서는 좋은 초기값이 필요하다. 두 타원체가 같은 

크기의 구일 때   이기 때문에 이를 좋은 초

기값으로 간주할 수 있다. 따라서 본 논문의 모든 

실험에서는   를 초기값으로 사용하였다.

반복 종료 조건으로는 의 변화가 사용자가 지

정한 한도   이내인지 판단하는 다음 조건을 사용

할 수 있다:

  ≤  .              (12)

또한 [4]에서와 같이 실제 오차에 대한 허용 한계를 

반복 종료 조건으로 줄 수도 있다:

x
 x

 ≤ min.          (13)

여기서 min은 두 타원체의 최소 반지름이며, x


와 x
는 를 통해서 구한 두 타원체 위의 접점

이다.

3. 실험 결과

본 논문에서는 [4]에서 제안된 두 타원체 사이의 

최단 접근 거리를 구하는 공식화를 해를 포함하는 

구간을 유지하는 구간법을 사용할 수 있도록 재공

식화하였다. 이를 통해 식 (10)에 주어진 단변수 

방정식의 근 찾기 법으로 이분법 및 Newton 방법

의 혼합을 적용할 수 있게 함으로써 해에 항상 수

렴하는 효율적이며 안정적인 방법을 제안하였다. 
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본 절에서는 다양한 상황에서 [4]에서 제안된 방법

들과 본 논문에서 제안된 방법을 비교 분석하고자 

한다. 본 논문에서 제안된 방법은 C++ 및 Eigen 

라이브러리(eigen.tuxfamily.org)를 이용하여 구현

되었다. 모든 실험에는 2.3GHz  Intel 제온 W 프

로세서와 128GB 메인 메모리를 장착한 iMac Pro 

컴퓨터를 사용하였으며 속도 측정에는 단일 CPU 

코어만을 사용하였다.

[Fig. 2] Maximum and average numbers of 

iterations for 1,000,000 samples generated for each 

 increasing from 1 to 1000 by 1.

첫 번째 실험은 [4]에서 제안된 고정점 반복법 

및 Steffensen 방법에서 수렴성이 낮아지거나 불확

실해지는 문제를 확인하고, 본 논문에서 제안한 해

를 포함하는 구간을 유지하는 재공식화를 적용한 

경우의 수렴성 향상을 살펴보기 위한 것이다. [4]

에서 언급된 바와 같이 최단 접근 거리를 구하는 

수치적 근 찾기 법들의 반복 횟수는 두 타원체의 

최대 반지름 사이의 최대 비율 와는 큰 상관이 

없지만 각 타원체 반지름 사이의 최대 비율 에 

따라 크게 달라진다. [Fig. 2]는 는 3으로 고정하

고 를 1에서 1000까지 1씩 변화시켜가며 백만 쌍

의 무작위 표본을 생성하여 최단 접근 거리를 구

한 실험 결과를 보여준다. 반복 종료 조건은 

∣  ∣   및 최대 반복 횟수 100을 사

용하였다. 고정점 반복법 및 Steffensen 방법에서

는 가 각각 7, 133보다 커지면 반복 횟수가 100

을 넘게 되어 해에 수렴하지 않고 반복이 종료되

는 경우가 발생한다. 이에 반하여 해를 포함하는 

구간을 유지하는 성질을 가지도록 이분법과 혼합된 

Newton 방법은 가 1000이 될 때가지 최대 반복 

횟수가 100을 넘지 않으며 평균 반복 횟수는 5.84 

정도이다.   은 타원체의 최소 반지름과 최

대 반지름의 비율이 1000배 차이 나는 것을 의미

하기 때문에 게임 등에서의 물리기반 동적 시뮬레

이션뿐만 아니라 보다 복잡한 다른 시뮬레이션에 

있어서도 충분한 정도의 비율이다. 따라서 가 일

정 값 이상으로 커지면 본 논문에서 제안된 방법

을 사용하여야만 수렴성이 낮아지거나 불확실해지

는 문제를 해결할 수 있음을 확인할 수 있다.

[Fig. 3] Distribution of the number of iterations 

required to satisfy ∣  
∣  for 

10,000,000 pairs of ellipsoids with    and   .

두 번째 실험은 보다 현실적인 상황에서 임의의 

두 타원체 사이의 최단 접근 거리를 구하는데 필

요한 반복 횟수 및 계산 시간을 살펴보기 위한 것

이다. [1]에서는 시뮬레이션의 안정성을 위하여 

  를 사용하였으며 [2,3]에서는   를 사용하

였다. [Fig. 3]은   ,   을 사용하여 무작위

로 생성한 천만 쌍의 타원체에 대한 반복 횟수의 

분포를 보여준다. 고정점 반복법, Steffensen 방법, 

이분법과 혼합된 Newton 방법의 평균 반복 횟수
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는 각각 9.5, 5.4, 5.1이었으며, 최대 반복 횟수는 

81, 12, 15 평균 소요 시간은 0.504 , 0.320 , 

0.305이었다. 고정점 반복법만 상대적으로 너무 

많은 반복 횟수를 필요로 하기 때문에 변별력 향

상을 위하여 반복 횟수 20까지만 도식화하였다. 평

균 소요 시간 측면에서 이분법과 혼합된 Newton 

방법이 가장 좋음을 확인할 수 있다. 

다음 실험은 반복 종료 조건의 한도 에 따른 

반복 횟수를 살펴보는 것이다. [Fig. 4]는   , 

  인 백만 쌍의 무작위 표본에 대해서 종료 조

건 ∣  ∣ 에서의 을 1에서 까지 

1/10씩 줄여가며 최단 접근 거리를 구했을 때의 

평균 반복 횟수 및 최대 반복 횟수를 보여준다. 고

정점 반복법은 평균 반복 횟수가 각각 1.0에서 

11.7로 선형적으로 늘어가는 일차 수렴성을 보인

다. 이에 반하여 Steffensen 방법 및 이분법과 혼

합된 Newton 방법은 1.0에서 각각 6.0, 5.4로 늘어

가는 이차 수렴성을 보인다.

[Fig. 4] Average and maximum numbers of  

iterations for 1,000,000 samples when  of the 

stopping condition ∣   ∣ decreases from 

 to   by   .

마지막 실험은 [Fig. 5]에서와 같이   , 

  인 4,404개의 타원체로 구성된 180개의 변

형체를 60초 동안 시뮬레이션하는 동안 필요한 

49,716,944번의 충돌 검사[3,4]에 대한 것이다. 

[Fig. 6]은 반복 종료 조건으로 ∣  ∣ 

을 사용한 고정점 반복법과 Steffensen 방법, 이분

법과 혼합된 Newton 방법의 반복 횟수 분포를 보

여준다. 고정점 반복법에서의 평균 반복은 6.5회, 

최대 반복은 76회, 평균 소요 시간은 0.391이었

다. Steffensen 방법에서는 각각 4.4회, 11회, 0.302

이었다. 이분법과 혼합된 Newton 방법은 각각 

4.0회, 12회, 0.288이었다. 고정점 반복법만 상대

적으로 너무 많은 반복 횟수를 필요로 하였기 때

문에 변별력 향상을 위하여 [Fig. 6]에서는 반복 

횟수 16까지만 도식화하였다.

[Fig. 5] 180 deformable models with 4,404 

ellipsoids simulated using [3].

[Fig. 6] Distribution of the number of iterations for 

49,716,944 pairs of ellipsoids with 

∣  
∣  .
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이 실험에서와 같이 시각적 사실성이 더 중요한 

경우에는 식 (13)에 기술된 실제 오차에 대한 허용 

한계를 사용하는 것이 더 효율적이다. [Fig. 7]은 

    즉 타원체가 최소 반지름의 1% 정도 교

차하는 것을 허용하는 경우의 반복 횟수를 보여준

다. 고정점 반복법에서의 평균 반복은 2.4회, 최대 

반복은 16회, 평균 소요 시간은 0.221이었으며, 

Steffensen 방법에서는 각각 2.3회, 9회, 0.216이

었으며, 이분법과 혼합된 Newton 방법은 각각 2.5

회, 9회, 0.203이었다.

[Fig. 7] Distribution of the number of iterations for 

49,716,944 pairs of ellipsoids with 

∣∣x

  x


 ∣∣  min.

첫 번째 실험과 마지막 실험을 통해, 각 타원체 

반지름 사이의 최대 비율 가 충분히 작고 시각적 

사실성이 더 중요하여 실제 오차에 대한 허용 한

계를 사용할 수 있는 경우에는 고정점 반복법, 

Steffensen 방법, 이분법과 혼합된 Newton 방법 

모두 사용될 수 있지만, 그렇지 않을 경우에는 이

분법과 혼합된 Newton 방법을 사용해야 하는 것

을 알 수 있다. 또한 평균 수행 시간 측면에서도 

이분법과 혼합된 Newton 방법이 가장 효율적이다. 

따라서 본 논문에서 제안한 방법이 어떤 상황에서

도 수렴성이 낮아지거나 불확실해지는 문제가 없는 

안정적인 방법이며 수행 시간도 빠른 효율적인 방

법임을 알 수 있다.

4. 결  론

본 논문에서는 두 타원체 사이의 최단 접근 거

리를 항상 안정적으로 또한 효율적으로 구할 수 

있는 방법을 제안하였다. 이는 타원체들 사이의 충

돌을 처리하는 핵심 기술이다[1,2,3,4,9,10,11,12,13]. 

본 논문에서는 [1,4]에서 도입된 직관적인 방식을 

바탕으로, 외부에서 접한 두 타원체의 중심 사이의 

거리, 타원체 상의 접촉점, 접촉방향에 관한 조건

식을 세우고, 해를 포함하는 구간을 유지할 수 있

는 근 찾기 법을 적용할 수 있게 함으로써 안정성

을 보장하였다. 또한 도함수를 이용하는 Newton 

방법과 이분법의 혼합을 통해 최단 접근거리를 보

다 효율적으로 찾을 수 있게 하였다.
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