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삼차방정식의 기하적 해법에 대한 재조명과 시각화

The reinterpretation and visualization
for geometric methods of solving the cubic equation

김 향 숙1)・김 양・박 시 은

ABSTRACT. The purpose of this paper is to reinterpret and visualize the medieval 
Arab's studies on the geometric methods of solving the cubic equation by 
utilizing Apollonius’ symptom of the parabola.
 In particular, we investigate the results of Kamāl al-Dīn ibn Yūnus, Alhazen, 
Umar al-Khayyām and Al-Tūsī by 4 steps(analysis, construction, proof and 
examination) which are called the complete solution in the constructions. This 
paper is available in the current middle school curriculum through dynamic 
geometry program(Geogebra). 

Ⅰ. 연구의 필요성 및 목적

최근 교육현장에서는 학생들의 수학적 문제 해결력을 키우기 위해 흥미∙관심

을 끄는 소재나 실제 생활에서 일어나는 사건과 관련된 주제를 다루는 교재 개

발, 수학적인 활동과 감성적 체험을 강조하는 수업전개 등 다양한 시도가 이루어

지고 있다. 그 중에서도 특히 수학사 활용과 학생들의 체험활동을 도입한 다양한

형태의 수업 운영이 늘어나고 있는 추세이다. 수학사는 수학 내 지식의 연결과

관련된 Coxford([10])의 연결성 유형과 함께, 학교 수학에서 적용 가능한 수학적

지식 연결의 맥락을 제공한다고 볼 수 있다[6].

고대 그리스인들은 정오각형 작도에 이어 정다각형 작도에 힘을 쏟은 것으로
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보이며, 그 과정에서 입방 배적 문제와 각의 3등분 문제에 대한 증명([3, 7, 13])

에서 삼차방정식이 활용되었다는 사실은 문헌 연구를 통하여 알 수 있으며 삼차

방정식과 관련된 매우 중요한 수학사적 가치를 확인할 수 있다[17, 19].

16세기의 가장 극적인 수학적 성취는 아마도 중세 아랍 수학자들에 의한 삼차

방정식의 대수적 해법의 발견일 것이다. 이 발견과 관련된 이야기로 1515년경에

Ferro2)가     꼴인 삼차방정식을 대수적으로 해결하였다고 전해지

지만, 그 해법은 전혀 알려져 있지 않다. 이는 비밀주의의 영향이 아닐까라고 추

측된다[4].

현행 중학교 및 고등학교 수학과 교육과정에서는 대부분의 방정식 해법을 대수

적으로 풀이하고 있으며, 원뿔곡선을 이용한 기하적인 방법으로 다루지는 않고

있다. 특히, 삼차방정식의 원뿔곡선을 이용한 해법은 찾아보기 어렵다. 현행 교육

과정에서 다루는 원뿔곡선은 좌표가 설정된 평면 즉, 좌표평면을 먼저 생각하게

한다. 물론 활용도가 높은 원뿔곡선의 기본성질은 원뿔곡선의 표준형을 이용하여

간결하면서도 손쉽게 얻을 수 있다. 그러나 원뿔곡선에 관한 Apollonius의

symptoms([2, 3, 12])를 이용하여 좌표를 도입하지 않고서도 원뿔곡선을 평면위

에 구현할 수 있음을 이해하면 삼차방정식의 해법뿐만이 아니라 사차, 오차방정

식의 문제해결에도 도움이 될 것으로 생각한다.

본 논문의 목적은 중세 아랍인들이 연구한 원뿔곡선을 이용한 삼차방정식의 해

법들 중 Kamāl al-Dīn ibn Yūnus3), Alhazen4), Umar al-Khayyām5) , Al-Tūsī6)

의 내용을 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)을 이용하여 간결

하면서도 다채로운 접근 방법으로 재조명하고 시각화하는 것이다. 특히, 삼차방

정식의 해를 구하는 방법을 대수적이 아닌 기하적 방법으로, 너무나도 획기적인

표현 방법, 즉 ‘현대적인 음의 부호 표현이 없던 당시 선분의 길이’로 방정식의

해를 구하였던 것을 고찰할 것이다. 이는 오늘날 ‘기하학이 대수학 발전 모태의

기반 학문이 아닌가?’ 하는 의구심을 자아 낼 정도이다. 본 논문에서는 서로 만

나는 두 개의 원뿔곡선 중 쌍곡선과 포물선의 교점에 의해 만들어지는 선분을

이용한 중세 이슬람인들의 방법을 탐구하고, 이를 동적기하프로그램(Geogebra)을

활용하여 중등수학에서 다루고 있는 초등기하의 기본적인 성질과 용어만을 사용

2) 본명 : Ferro (1465? - 1526?), 이탈리아출신, 볼로냐(Bologna)대학교에서 산술과 기하
학의 교수로 지냈음.

3) 본명 : Kamāl al-Dīn ibn Yūnus (? - 1242), 이슬람권의 수학자, 과학자.
4) 본명 : Hasan Ibn al-Haytham (965 - 1040), 이슬람권의 수학자, 천문학자.
5) 본명 : Umar al-Khayyām (1048 – 1131), 페르시아, 수학자, Omar Khayyam으로 불
리기도 함, 저서 Algebra, On the division of the quarter circle.

6) 본명 : Sharaf al-Din al-Tūsī (1201 – 1274), 페르시아, 수학자 및 천문학자,
「Algebra」를 저술함.



삼차방정식의 기하적 해법에 대한 재조명과 시각화 405

하여 설명하고 시각화하고자 한다.

실제로 수학 교육현장에서 공학적 도구인 동적기하프로그램의 사용은 학생들에

게 수학적인 원리, 개념 및 내용을 도형으로 그려보고 그 도형에서 조건을 바꾸

어 다양한 장면으로 구현하는 탐구 및 조작 활동을 가능하게 함으로써, 어려워하

는 추상적인 수학내용을 구체화시켜 이해하도록 하는데 도움을 줄 것이다. 따라

서 본 논문에서 소개한 원뿔곡선을 이용한 기하적 해법은 수학 교실 내에서 공

학적 도구를 사용한 자기 주도적 체험 활동의 필요성에 대한 한 사례가 될 수

있으며, 이 기하적 해법이 삼차방정식뿐만 아니라 사차 및 오차 등의 방정식에서

도 적용가능한지에 대한 답을 학생들에게 남겨놓음으로써 독자적인 수학 탐구

활동의 계기가 될 수 있을 것이다. 또한, 학생들 스스로 새로운 지식을 발견하고

구체적이고 체계적인 수학적 내용을 이해해 가는 과정은 수학 교과 역량을 함양

하는데 도움을 줄뿐만 아니라 ‘2015 개정 수학과 교육과정’에서 요구하는 수학적

문제해결, 추론, 창의∙융합, 의사소통, 정보처리, 태도 및 실천의 6가지 수학교과

역량을 기를 수 있는 한 장을 제공할 것이라 기대한다.

Ⅱ. 연구 내용

본 논문에서는 중세 아랍인들이 연구한 것 중에서 삼차방정식의 풀이로 귀착된

특별한 문제 4가지를 고찰하고, 또 그 해를 구하는 방법을 원뿔곡선으로 어떻게

해결 하였는지 살펴보고자 한다. 즉 삼차방정식의 해법들 중 원뿔곡선을 활용한

방법들에 대해 고찰 및 재해석하고, 그것의 작도하는 과정을 동적기하프로그램을

활용하여 시각화해봄으로써 현행 교육과정과의 연관성을 표현하고자 한다.

삼차방정식의 기하적 해법에 관한 언급은 Archimedes7)의 저서「On the Sphere

and Cylinder II」에 실려 있는 ‘Proposition 4’에 관한 Al-Māhānī8)의 연구에서

처음으로 보인다. 이외에도 정구각형의 작도와 일반각의 3등분문제에 관련된 여

러 가지 삼차방정식의 연구결과가 소개되고 있다. 이후 중세시대 아랍 수학자들

이 유클리드기하와 원뿔곡선의 개념을 이용하여 삼차방정식을 기하적으로 해결

할 수 있는 방법을 모색하였는데, 이 과정에서 두 원뿔곡선의 교점을 활용하였다

[8, 11, 20]. 현대적인 의미에서 삼차방정식은 실근과 허근을 모두 가질 수 있지

만, 중세 아랍 수학자들은 음의 개념을 사용하지 않았기 때문에 양의 실근만을

구할 수밖에 없었다[5]. 양의 실근을 갖는 모든 형태의 삼차방정식과 이를 기하

적으로 해결하기 위한 원뿔곡선의 조합은 아래의 [표 Ⅱ-1]9)과 같다[9, 15, 16].

7) 국적 : 고대 그리스 (B.C. 287? - B.C. 212?), 철학자, 수학자, 천문학자.
8) 국적 : 페르시아 (? - ?), 수학자, 천문학자, 일생이 잘 알려져 있지 않음.
9) 여기서 사용된 계수 및 상수항   는 모두 양수이다.
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Francois Viete10)는 삼차방정식          ≠ 에   


를

대입하여 이차항이 없는 방정식으로 정리하여      꼴인 삼차방정식

으로 고쳤다[4].

순서 삼차방정식 원뿔곡선의 조합
<1>       

포물선과 쌍곡선

<2>     

<3>     

<4>     

<5>    

<6>     

<7>     

<8>        쌍곡선과 반원
<9>        쌍곡선과 쌍곡선
<10>       원과 쌍곡선
<11>      

쌍곡선과 쌍곡선
<12>       

<13>        원과 쌍곡선

[표 Ⅱ-1] 삼차방정식의 기하적 해법을 위한 원뿔곡선의 조합

Francois Viete의 변형식11)을 토대로 위 [표 Ⅱ-1] <6>의 삼차방정식에서

   


로 두면 이차항이 제거된 <5>의 형태 삼차방정식을 얻을 수 있다. 또

한 <7>의 삼차방정식에서    라 하면 <5>의 형태 삼차방정식이 된다. 마

찬가지로 <5>의 삼차방정식에서   




로 두면 <4>와 같은 형태의 삼

차방정식이 되므로 사실상 [표 Ⅱ-1]에 제시된 <5>, <6>, <7>의 삼차방정식의

실근을 구한다는 것은 <4>에 제시된 삼차방정식의 실근을 구하는 것으로 충분

하다.

따라서 포물선과 쌍곡선을 이용하여 풀 수 있는 삼차방정식의 형태는 총 네 가

지로 분류되며, 각 형태에 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)을

활용한 기하적 해법들을 탐구하기 위한 네 가지 형태 즉,

10) 국적 : 프랑스 (1540 - 1603), 수학자.

11)   에서    


로 치환하면, 이차항이 제거된    형

태를 얻을 수 있다.
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(1) Kamāl al-Dīn ibn Yūnus의 대칭축과 매개변수를 이용한

            형태,

(2) Alhazen의 주어진 수 를 두 수의 합으로 분리하되 한쪽이 다른 쪽의 세제

곱이 되도록 분리하는 문제, 즉       12) 형태,

(3) Umar al-Khayyām의 Archimedes’ problem에 보이는 일명 al-Māhānī의 문

제로도 알려진          형태([18, p.81]),

(4) Al-Tūsī의 원뿔곡선의 기본적인 성질을 이용하여 그 교점의 존재성을 엄밀

히 따진 다음 비로소 해의 존재성을 밝힌          형태

를 연구한다. 더욱이 본 논문에서는

첫째, 수학사의 역사발생학적 원리에 따라 교수학적인 활용을 고려하여 원뿔곡

선을 이용한 삼차방정식의 해결 방법을 문헌 연구를 통하여 고찰하고,

둘째, 현행 교육과정에서 요구하는 창의적이고 융합적인 수학 교과 역량을 기르

고자 가급적 중등수학에서 다루고 있는 초등기하적인 기본성질과 용어를 사용하

여 고찰한 내용들을 재조명 하며,

셋째, 동적기하프로그램을 활용하여 중세 아랍인들의 다채롭고 획기적인 아이디

어를 시각화하여 나타냄에 있어서 그 작도 방법 및 과정을 교수-학습 자료로 이

용이 가능하도록 보다 체계적이고 구체적으로 제시한다.

특히, 본 논문에 제시된 작도 방법은 동적기하프로그램 중 하나인 Geogebra를

사용하였으나, 이는 다른 동적기하환경에서도 적용이 가능하다.

Ⅲ. 연구 결과

본 연구의 결과는 중세 아랍인들이 연구한 삼차방정식의 해법에 관한 내용 중

첫째, Kamāl al-Dīn ibn Yūnus의            의 해 의 기

하적 구성,

둘째, Alhazen의 주어진 수 를 두 수의 합으로 분리하여 한쪽이 다른 쪽의 세

제곱이 되도록 분리하는 문제, 즉    의 원뿔곡선을 이용한 해법,

셋째, Archimedes’ problem에 보이는 일명 al-Māhānī의 문제로도 알려진

    에 관한 al-Khayyām의 해법,

12) [표 Ⅱ-1]의 삼차방정식   에서    라 하면 의 계수와 의 계수가 1
인       형태의 삼차방정식을 얻을 수 있다.
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넷째, 원뿔곡선의 기본적인 성질을 이용하여 그 교점의 존재성을 엄밀히 따진

다음 비로소 해의 존재성을 밝혔다는 Al-Tūsī의     의 해법

에 대하여 고찰, 재해석 및 시각화 방법을 제시한다.

특히, 수학에서 ‘작도의 완전해’라 알려져 있는 4단계, 즉

(1)해석13), (2)작도, (3)증명, (4)음미

의 순서로 나누어 위 네 가지 해법을 재해석하고 시각화할 것이다. 해석 단계에

서는 두 개의 원뿔곡선의 교점에 의해 만들어지는 선분을 이용하여 삼차방정식

의 해 를 기하적으로 구성하였으며, 이를 위해 필요한 포물선 및 쌍곡선을 작

도 단계에서 Geogebra를 이용하여 시각화하였다. 증명 단계에서 포물선에 관한

Apollonius의 sypmtom([2, p.3] 참조)을 사용하여 해석단계에서 구성한 해 가

실제로 주어진 삼차방정식의 해가 되는지에 대한 엄밀한 증명을 하였으며, 음미

단계에서는 선분의 길이로 나타낼 수 없는, 즉 기하적으로 구성이 불가능한 음의

실근 및 또 다른 교점으로부터 얻어지는 나머지 근에 대한 논의를 제시하였다.

본 논문은 중세 아랍인들이 연구한 삼차방정식의 기하적 해법문제 네 가지를

네 단계에 걸쳐 간결하면서도 명료하게 재해석하고 시각화한 새로운 교수-학습

자료를 제시한다.

1. Kamāl al-Dīn ibn Yūnus이 제시한            의 해법

(1) 해석

먼저      


   


로 둔다. 또 점 를 지나는 의 수선위에

서14)   를 만족하는 점 를 잡아 와 를 이웃하는 두 변으로 하

는 직사각형과  이고   인 를 아래의 [그림1.1]과 같이 그

린다15).

이 때 점 를 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축으로, 매개변수가 인 포물선 를

그린다. 그리고 점 를 지나고 직선 와 직선 를 점근선으로 하는 쌍곡선

를 그려, 포물선과 쌍곡선의 교점을 라 한다. 여기서 의 수선 와

13) 고대 그리스인들의 문제해법의 상습적인 수단으로, 문제가 풀렸다고 가정해서 그 해
법을 탐구하는 의미의 것이며, 이를 ‘해석’이라 불렀다. 그러나 Euclid의 『원론』에는
이 ‘해석’ 부분은 없고 ‘작도’와 ‘증명’만 보이고 있는 것으로 알려져 있다.

14) Kamāl al-Dīn의 용어로는 는 solid, 은 rectangle, ,  ,  는 line segment이다
([14, p.240]).

15) [그림1.1]에서는 점 를 점  의 왼쪽에서 택했지만,   이면 점 는 점  와
 사이에 놓이게 된다. 이 경우에 대해서는 (4)음미 단계에서 별도로 다루기로 한다.
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의 수선 를 그었을 때    , 다시 말해서 삼차방정식의 해이다.

(2) 작도

① 포물선 의 작도

점 를 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축, 를 매개변수로 하는 포물선 는 다음

과 같이 작도할 수 있다. 먼저 직선 에 수직이면서 길이가   인 선분 

를 작도한다.16) 점 에서 에 수직인 직선 을 긋고  위의 임의의 점 를

선택한다. 점 에서 에 수직인 직선을 긋는다. 이 직선을 이라 하자. 점 에

서 직선 에 내린 수선의 발을 ′라 하자. 점 를 중심으로 반지름이 ′ 
인 원을 작도하고 직선 과 만나는 점을 이라 하자. 선분 을 지름의 양 끝

점으로 하는 원과 직선 과의 교점을  라 하자. 점  , 점 에 『자취 보

이기』를 설정한 후 점 에 『애니메이션 시작』을 실행 시키면 [그림1.2] 같은

포물선 을 얻을 수 있다. ···················································· (1.1)

[그림1.2]

16) 본 논문에서는 작도 가능한 선분의 길이만을 다룬다.

[그림1.1]
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② 쌍곡선 의 작도

점 를 지나고 직선 와 직선 를 점근선으로 하는 쌍곡선 는 다음과

같이 작도할 수 있다. 먼저 점 를 중심으로 점 를 대칭 이동시킨 점 ′을 잡

는다. 다음으로 점 를 지나는 대각선 의 평행선이 반직선  와 만나

는 점을 차례로  ′이라 한다. 이 때 ′  ∙′을 만족하는 상수 를 찾

는다. 직각삼각형에 관한 Euclid의 정리에 의해   ′임을 알 수 있다. 이제

점 에서 세운 직선 의 수선 위에서   를 만족하는 점 를 잡은 후, 반

직선 ′ 위에 놓여있는 점 를 임의로 택한다. 다시 점 에서 반직선 ′에
내린 수선의 발을 점 라 하여 점 를 중심으로 반지름의 길이가 인 원과

반직선 가 만나는 점을 라 한다. 또 다시 를 지름으로 하는 원을 그려

수선 와의 교점  ′을 잡는다. 여기서 점 를 중심으로 점  , 점 ′을
∠만큼 각각 회전시킨 점  ′을 잡는다. 두 점  ′을 점 에 대해

대칭 시킨 점을 각각 ″′ ″이라 하자. 이제 점  ′ ″  ″′에 『자취 보이

기』를 명령하고, 점 에 『애니메이션 시작』을 실행시키면, [그림1.3]과 같이

우리가 찾는 쌍곡선 를 얻을 수 있다. ····································· (1.2)

[그림1.3]

(3) 증명

먼저   라 한다. 점  , 점 가 둘 다 쌍곡선 위에 놓여 있으므로 직사각

형 와 직사각형 의 넓이가 같다([12, Proposition 34, p.59] 참조).

따라서

 


   


 , 즉      

가 성립한다. 그런데   이며, 점 가 포물선 위에 놓여있으므로 포물선에

관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으로부터   임을 알 수 있다. 이
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상의 사실로부터     을 얻을 수 있다. 다시 말해서 는 삼차방정

식의 해임을 알 수 있다.

(4) 음미

음미과정에서는    외의 삼차방정식의 나머지 두 근에 대한 논의를 하고

자 한다.

① Hogendijk([14])은 언급하고 있지 않지만 위의 [그림1.1]에서   도

주어진 삼차방정식의 해이다.

실제로 점  가 모두 쌍곡선 위에 놓여 있으므로 직사각형 와 직사각

형 의 넓이가 같다([12, Proposition 34, p.59] 참조). 따라서

   


 , 즉       (단,    )

가 성립한다. 그런데   이며, 더욱이 점 가 포물선 위에 놓여 있으므로 포

물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으로부터    임을 알

수 있다. 따라서      이 성립하므로   도 삼차방정식의 해

임을 알 수 있다.

② 중세 아랍인은 쌍곡선으로 오늘날과는 달리 잎이 1개인 것만을 취급한 것으

로 알려져 있다([14, 18]). 쌍곡선의 포물선의 제 3의 교점 에서 선분 의 연

장선에 내린 수선의 발을 점 라 하면   도 삼차방정식의 해이다.

먼저 수선 와 선분 의 연장선이 만나는 교점을 라 한다. 이 때 점 ′ ,
점 는 모두 쌍곡선 위에 놓여 있으므로 직사각형 ′′와 ′의 넓이

가 같다([12, Proposition 34, p.59] 참조). 따라서

   


 , 즉       (단,  ′   )

가 성립한다. 그런데 점 는 포물선 위에도 놓여있으므로 포물선에 관한

Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으로부터    임을 알 수 있다. 이상

으로부터      이 성립함을 알 수 있다. 따라서   도 삼차방정

식의 해임을 알 수 있다.

③ 한편   인 경우에는 [그림1.4]와 같이 점 가 점 와 점  사이에 놓

인다. 이 경우에도 앞서와 같은 방법으로 Kamāl al-Dīn 의 포물선과 쌍곡선을 그

려 그 교점을 라 한다. 이 때 점 와 점 는 모두 쌍곡선위에 놓여있으므로

직사각형 와 직사각형 의 넓이는 같다. 따라서   라 두면

 
    , 즉        (단,    )
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가 성립한다. 점 는 포물선위에도 놓여있으므로    이다. 이상으로부터

     이 성립하므로 는 주어진 삼차방정식의 해임을 알 수 있다.

[그림1.4]

2. Alhazen이 제시한     의 해법

Alhazen은 주어진 수 를 두 수의 합으로 분리하되 한쪽이 다른 쪽의 세제곱이

되도록 분리하는 문제, 다시 말해서 삼차방정식    를 원뿔곡선을 이용하

여 다음과 같이 해결했다([18, p.72]).

(1) 해석

선분가 주어졌다고 하자. 에 수직인 선분 를 그려     

를 만족하는 점 를 선분  위에서 찾아 에 평행인 선분 를 그은 다

음 직사각형 를 만든다([그림2.1] 참조). 여기서 직선 와 직선 를

점근선으로 하고 점 를 지나는 쌍곡선 를 그린다. 또, 직선 의 연장선 위

에 놓여있는 점 으로서   를 만족하는 것을 지나고, 직선 에 평행

인 직선이 직선 와 만나는 점을 라 한다. 다시 점 을 꼭짓점, 직선 

를 (대칭)축, 를 매개변수로 하는 포물선 를 그려 쌍곡선 와 포물선 의

교점17)을 점 라 하고, 에 평행인 선분 와 선분 에 평행인 선분

을 [그림2.1]처럼 각각 그린다. 이제 직선 의 연장선 위에서   

를 만족하는 점 를 택하자.

또 선분 위에서   를 만족하는 점 를 잡고, 또 선분  위에서

17) Alhazen은 쌍곡선 와 포물선 가 반드시 만남을 설명하고 있으나, 우리는 Alhazen
의 설명을 [그림2.1]으로 대신하기로 한다.
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  를 만족하는 점 를 잡자. 이 때  위에서






 

를 만족하도록 점 를 잡는다면18)   가 주어진 삼차방정식의 해이다.

[그림2.1]

(2) 작도

작도과정은 (1.1), (1.2)와 동일하다.

① 포물선 의 작도

점 을 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축으로, 매개변수가 인 포물선 

[그림2.2]

18) 의 존재성에 대한 증명은 (3) 증명 과정에서 다루었다.
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② 쌍곡선 의 작도

점 를 지나고 직선 와 직선 를 점근선으로 하는 쌍곡선 

[그림2.3]

(3) 증명

임의의 실수 에 대해, 다음과 같은 두 조건을 동시에 만족하는 수

      를 찾는 문제로부터 시작한다.

(1)            (2)        

먼저, 교점 는 쌍곡선  위에 놓여있으므로
∙  ∙ ([12, Proposition 34, p.59] 참조)

가 성립한다. 따라서 


 


이므로,




 


································ (2.1)

또한 직선 의 연장선 위에서   를 만족하도록 점 를 잡았으므로,




 


································ (2.2)

(2.1)과 (2.2)로부터




 


································ (2.3)

를 얻을 수 있다.

한편 점 는 포물선  위에도 놓여있으므로 포물선에 관한 Apollonius의

symptom([2, p.3] 참조)으로부터 

  ∙이므로,




 


······························· (2.4)
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이 성립한다. 따라서 (2.3), (2.4)로부터 


 


 


을 얻을 수 있다.

이제 선분  위에서   를 만족하는 점 를 잡고, 또 선분  위에

서   를 만족하는 점 를 잡으면       가 위의 조건

(1)을 만족함을 알 수 있다. 또한         이므로




 


를 만족한다. 그런데   이므로

      

이 되어 위의 조건 (2)도 만족한다.

조건 (1)과 (2)를 만족하는 수    를 찾은 것은 주어진 수 

를 두 수의 합으로 분리하되 한쪽이 다른 쪽의 세제곱이 되도록 분리할 수 있음

을 의미한다. 따라서   를






 

만족하도록 점 로 나누었다면   

이 되므로 


 이고

  는    의 해가 된다.

(4) 음미

쌍곡선 와 포물선 의 교점은 점 가 유일하므로   만이 삼차방정식

   의 해가 된다.

3. Umar al-Khayyām이 제시한     의 해법

일명 al-Māhānī의 문제로도 알려진 삼차방정식

     ······················ (3.1)

에 대한 al-Māhānī의 해법에 대해서 알아보자. 여기서는 와 에 의하여 만들어

진 선분의 대소 관계에 따라     의 해에 관해 논의하고 있으므로 전개

상의 편의를 위해 증명과 음미 단계를 함께 다루도록 한다.

(1) 해석

먼저   라 하고   

이라 하자. 이 때 여기서 다음과 같이 3가지 경

우로 나누어 생각하도록 한다.

①   인 경우

[그림3.1]과 같이 정사각형 를 만들어 점 를 지나고 직선 와 직선
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를 점근선으로 하는 쌍곡선 와 점 를 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축, 

를 매개변수로 하는 포물선 를 [그림3.1]처럼 그린다. 이 때   는 삼차방

정식 (3.1)을 만족한다. 다음으로 쌍곡선 와 포물선 의 교점 에서 직선 

와 직선 에 각각 내린 수선의 발을 차례로 점  , 점 라 하면   가

주어진 삼차방정식의 해가 된다. 한편 쌍곡선 와 포물선 의 또 다른 교점 

에서 직선 와 직선 에 각각 내린 수선의 발을 차례로 점  , 점 라 하면

   역시 삼차방정식 (3.1)의 해이다.

[그림3.1]

②   인 경우

쌍곡선 와 포물선 의 제 1사분면에서의 교점은 존재하지 않는다. 그러나 [그

림3.2]에서처럼 제 3사분면에서는 쌍곡선 와 포물선 가 만나므로 그 교점을

라 하고, 점 에서 선분 의 연장선 위에 내린 수선의 발을 점 라 할 때,

  는 삼차방정식 (3.1)의 해가 된다.

[그림3.2]



삼차방정식의 기하적 해법에 대한 재조명과 시각화 417

③   인 경우

쌍곡선 와 포물선 의 교점은 [그림3.3]에서처럼 제 1사분면에서 점 와 점

 두 개, 제 3사분면에서 점  한 개가 생긴다. 이 때 각 교점에서 선분 의

연장선 위에 내린 수선의 발을 차례로 점  , 점  , 점 라 하면

    는 모두 삼차방정식 (3.1)의 해이다.

[그림3.3]

(2) 작도

작도과정은 (1.1), (1.2)와 동일하다.

① 포물선 의 작도

점 를 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축, 를 매개변수로 하는 포물선 

[그림3.4]
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② 쌍곡선 의 작도

점 를 지나고 직선 와 직선 를 점근선으로 하는 쌍곡선 

[그림3.5]

(3) 증명, 음미

①   인 경우



  ∙ 이므로 점 는 포물선  위에도 놓여있으며,    이므

로   는 주어진 삼차방정식 (3.1)을 만족한다. 또한 또 다른 교점 에 대하

여  ∙    ∙  ([12, Proposition 34, p.59] 참조)가 성립하므로




 



이다. 한편 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으로부터



  ∙ 이므로




 



를 얻을 수 있다. 따라서




 


 



이므로







 


, 또는 


 


∙

를 만족한다. 이 식의 양변에 

을 더하면        ∙


이 얻어

지며, 이로부터   도 삼차방정식 (3.1)의 해 임을 알 수 있다.
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끝으로, 쌍곡선 와 포물선 의 또 다른 교점 에 대하여
 ∙    ′ ′ ∙ ′ ′ ([12, Proposition 34, p.59] 참조)이 성립한다. 그러므로

 ′


 

 ′

이다. 한편 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으로부터



  ∙   ∙ ′

이다. 즉



 ′
 



를 얻을 수 있다. 따라서

 ′


 

 ′
 



이므로

 ′ 




 

 ′
, 또는  ′ 

 

∙

이다. 이 식의 양변에  을 빼면       ∙ 이 얻어지

며, 이로부터   가 삼차방정식 (3.1)의 해임을 알 수 있다.

②   인 경우



  ∙이므로 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)

으로부터 점 는 포물선 의 바깥쪽에 놓여있음을 알 수 있다. 그러므로 쌍곡

선 와 포물선 의 제 1사분면에서의 교점은 존재하지 않는다. 그러나

  가 삼차방정식 (3.1)의 해임을 앞서 ①의 마지막 부분에서 보인 것과

똑같은 방법으로 증명할 수 있다.

③   인 경우



  ∙이므로 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)

으로부터 점 는 포물선 의 안쪽에 놓여있음을 알 수 있다. 따라서 쌍곡선 

와 포물선 의 교점은 [그림3.3]에서처럼 제 1사분면에서 점 와 점  두 개,

제 3사분면에서  한 개가 생긴다. 이 때 각 교점에서 선분 의 연장선 위에

내린 수선의 발을 차례로 점  , 점  , 점 라 하면     는 모

두 삼차방정식 (3.1)의 해임을 ① 에서 보인 것과 똑같은 방법으로 증명할 수 있다.
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4. Al-Tūsī이 제시한     의 해법

Al-Tusi는 원뿔곡선의 기본적인 성질을 이용하여 그 교점의 존재성을 엄밀히

따진 다음 삼차방정식의 해의 존재성을 밝혔다. 이와 같은 관점에서 삼차방정식

    ·························· (4.1)

는 항상 해를 가짐을 Al-Tusi는 어떻게 보였는지 구체적으로 살펴보자.

(1) 해석

[그림4.1]

먼저   를 만족하는 를 찾아,   인 선분 의 연장선 위에서
  를 만족하는 점 를 잡는다. 이제 를 한 변으로 하는 정사각형

를 만들어 점 를 지나고 직선 와 직선 를 점근선으로 하는 쌍곡

선 와 점 를 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축, 를 매개변수로 하는 포물선 

를 [그림4.1]처럼 그린다.

변 의 연장선이 포물선 와 만나는 점을 이라 하면 점 은 쌍곡선 상

의 점  보다 위쪽에 놓여있으므로 쌍곡선 와 포물선 는 반드시 만난다.

······················································································ (4.2)

[그림4.1]에서처럼 그 교점을 라 하고, 이 점에서 직선 와 직선 에 내

린 수선의 발을 차례로 점  , 점  라 하면 는 주어진 삼차방정식 (4.1)의 해

이다. ·············································································· (4.3)

(2) 작도

작도과정은 (1.1), (1.2)와 동일하다.
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① 포물선 의 작도

점 를 꼭짓점, 직선 를 (대칭)축, 를 매개변수로 하는 포물선 

[그림4.2]

② 쌍곡선 의 작도

점 를 지나고 직선 와 직선 를 점근선으로 하는 쌍곡선 

[그림4.3]

(3) 증명

① (4.2)에 대한 증명

변 의 연장선이 포물선 와 만나는 점을 이라 하면 포물선에 관한

Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으로부터 

  ∙ 임을 알 수 있다.

한편 

 


이며   이므로      , 즉   이다.
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그러므로 포물선 상의 점 은 쌍곡선 상의 점 보다 위쪽에 놓여있으므로

쌍곡선 와 포물선 는 반드시 만난다.

② (4.3)에 대한 증명

[그림4.1]에서처럼 그 교점을 라 하고, 이 점에서 직선 와 직선 에 내

린 수선의 발을 차례로 점  , 점  라 하면 포물선에 관한 Apollonius의

Symptom ([2, p.3] 참조)으로부터



  ∙  , 즉 


 



를 얻을 수 있다.

한편 점 는 쌍곡선  위에도 놓여있으므로

 ∙    ∙   

, 즉 


 



([12, Proposition 34, p.59] 참조)가 성립하므로 


 


 


이다.

    ∙이고     이므로       ∙ ,

즉       ∙ 이 성립한다. 그러므로 는 주어진 삼차방정식 (4.1)의

해이다.

(4) 음미
 ≧  인 경우에는 [그림4.4]에서처럼 포물선 와 쌍곡선 의 교점이 3

개이다. 교점 에 대해서는 al-Tūsī 의 방법을 따라 가 주어진 삼차방정식의

해임을 보일 수 있다. 그렇다면 남은 교점, 이를테면 점 에 대해서도 al-Tūsī

의 방법을 따르기로 해보자.

먼저 점 에서 직선 와 직선 의 연장선에 각각 내린 수선의 발을 차례

로 점  , 점 이라 하면 포물선에 관한 Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)으

로부터

   ⋅ ′ , 즉 


  ′


를 얻을 수 있다. 단, 점  ′은 점 의 직선 에 관한 대칭점이다. 한편 점 

는 쌍곡선  위에도 놓여있으므로

⋅   ′  , 즉 ′


 

 ′
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([12, Proposition 34, p.59] 참조)가 성립하므로 


  ′


 

 ′
이다.

따라서 ′    ⋅이며, 더욱이     이므로
 ′         ⋅ , 즉       ⋅  이 성

립한다. 그러므로 도 주어진 삼차방정식의 해임을 알 수 있다.

끝으로 교점 에서 직선 에 내린 수선의 발을 점 라 하면 도 주어

진 삼차방정식의 해임을 똑같은 방법으로 보일 수 있다.

[그림4.4]

Ⅳ. 결론 및 제언

본 논문에 소개한 중세 아랍인들의 삼차방정식의 기하적 해법에 관한 연구들은

그들의 일부 업적에 지나지 않으며, 그 중 간명하면서도 효율적이고 효과성이 높

다고 생각되는 원뿔곡선을 이용한 네 가지 방법을 엄선하여 고찰하였다. 동시에

초등기하적인 성질을 활용하여 가급적 중등수학에서 소개하고 있는 용어로 설명

하고 작도방법을 보인 바, 교과내용과 수학사적 고찰의 필연성을 강조하는 한 사

례라고 생각한다.

현행 교육과정에서 삼차방정식과 연립방정식에 관한 내용은 고등학교 1학년 교

육과정에서 다루고 있음에도 삼차방정식을 더 낮은 차수의 연립방정식으로 해석

하는 과정이 생략되어 있으며, 원뿔곡선의 내용을 다룬 후에도 삼차방정식의 해

와 원뿔곡선의 교점을 상호 연관시켜 다루고 있는 연구는 찾아보기 어렵다.

본 연구에서는 중세 아랍 네 명의 수학자 Kamāl al-Dīn ibn Yūnus, Alhazen,

Umar al-Khayyām, Al-Tūsī들이 시도했던 삼차방정식에 대한 기하적 해법을 고

찰하였고, 좌표평면에서의 수학적 연관성을 기본적인 틀로 하고 있는 해석기하의

관점으로 삼차방정식의 기하적 해법을 해석하고 시각화 하였다. 또한 중세 이슬
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람 기하학자들이 사용한 화려한 수학적 지식과 기능을 효과적으로 전달하고, 추

론 과정의 정당성을 보이기 위해

첫째, ‘해석’이라는 단계로 해결전략을 탐색하였고,

둘째, 그 과정에서 최적의 해결방안으로 ‘작도’방법을 찾고,

셋째, 그 해석 과정이 옳음을 ‘증명’이라는 단계에서 확인하고,

넷째, 그 증명 과정에서 기하적으로 구성 불가능한 음의 해를 찾는 ‘음미’

의 4단계 과정을 사용하였다.

‘2015 개정 수학과 교육과정’의 수학과제 탐구 능력에서는 학생들의 수학 신장

을 위해 6가지 수학 교과 역량 즉,

‘문제 해결, 추론, 창의∙융합, 의사소통, 정보처리, 태도 및 실천’

을 길러야 한다고 제시하고 있다[1]. 중세 이슬람 기하학자들이 보인 삼차방정식

해결 과정은 현행 교육과정이 강조하는 6가지 수학교과 역량이 잘 분포된 수학

적 모델링으로서 역량 중심 교육과정 개발에 의미 있는 시사점 도출이 기대된다.

즉 문제 해결을 위해 먼저 올바른 ‘해석(추론)’을 하고, 다음으로 포물선에 관한

Apollonius의 symptom([2, p.3] 참조)을 이용하여 ‘작도(정보처리)’하고, 기존의

여러 정리를 적절히 이용하여 ‘증명(의사소통)’함과 동시에 마지막으로 그 방법에

서 불가능한 해를 찾는 ‘음미(창의∙융합)’를 한다. 더욱이 이 같은 방법을

Archimedes의 저서 「On the Sphere and Cylinder II」, ‘Proposition 4’에서 확

인할 수 있다(실천 및 태도).

본 논문에서 연구한 결과를 요약하면

첫째, 일반각의 3등분문제 등에 직∙간접적인 해결 방법을 제시하고 있는 삼차

방정식의 기하적 해법문제를 역사 발생학적 원리에 따라 수 천년의 세월이 지난

오늘날 동적기하프로그램을 이용하여 시각화 및 의사소통을 시도하였으며,

둘째, 지금까지 학교수학은 그 해결방법이 간단하거나 해를 구하는 계산 및 작

도 과정이 비교적 복잡하지 않은 문제만을 다루어 온바, 그 적용 범위가 좁고 현

실과 동떨어진 수학을 다루었으나, 공학적 도구를 활용하여 학생들은 문제 해결

의 아이디어에만 집중하고 이를 위해 부합되어지는 복잡한 과정은 신속하게 처

리함으로써 수학문제를 다룰 수 있는 영역을 확대하고자 하였고,

셋째, 동적기하프로그램을 이용한 쌍곡선과 포물선의 작도를 구체적이고 체계적

으로 활용하였으며, Apollonius의 Symptoms라는 아이디어를 이용하여 기하적으

로 구성된 복잡한 작도과정을 체계적이고 구체적으로 표현하였다.

이러한 시도는 중세 아랍 기하학자들이 제시한 해법을 확인하는 과정도 중요하

지만, 구체적 조작과 활동을 통해 학생들이 직접 동적기하프로그램을 사용해 보



삼차방정식의 기하적 해법에 대한 재조명과 시각화 425

고, 알아야만 하는 초등기하적인 기본성질의 중요성과 아름다움을 스스로 체험할

수 있게 하는 것의 중요함을 강조하고 있다. 이것은 학생들이 미래 사회 구성원

으로서 그들의 역할을 성공적으로 수행할 수 있게 하고 자신들의 재능과 소질을

개발하고 잠재력을 발현하여 수학에 대한 자신감과 흥미를 가지고 수학교과 역

량을 기를 수 있다는 점에서 의미가 있다.

끝으로 수학 교육에서의 교수-학습을 위한 후속 연구에 대한 제언으로 방정식

을 다루는 교수-학습 상황에서 대수방정식과 함수의 그래프를 연계하여 다룰 필

요가 있으며, 중세 아랍의 삼차방정식의 기하적 해법은 수학사적으로 교과내용지

식을 보다 풍부하게 할 수 있으며, 학교 교육현장에서 동적기하프로그램을 통한

탐구 활동은 삼차방정식의 기하적 해결을 위해 학생들의 도전적인 과제가 될 수

있음을 언급한다.

본 논문은 수학적 지식의 연계성과 관련된 구체적인 교수-학습 방법을 다루었

다기보다는 수학사를 통하여 삼차방정식을 대수적인 관점이 아니라 기하적인 관

점에서 표현하고 나타낸 것이며, 학교 수학의 다양한 영역에서 수학적 지식의 연

결 고리가 될 수 있는 과정을 상세하게 밝히고, 이를 교수-학습 상황에 적용할

수 있는 방법을 제시하였으므로, 앞으로 이를 바탕으로 더 많은 연구가 이루어지

기를 저자들은 기대한다.
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